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SUR  UNE  MÉTHODE 

fftjfosée  par  Ampère  y  pour  extraire  les  racines  des  fractions. 
—  DécomposiUon  des  fracti^ms  en  facteurs.  -^  Application 
à  la  théorie  de  la  gamme. 


PAA  ▲.  J..B.  VIirOBVT , 

profefteor  au  Collège  royal  de  Saint-Louis. 


L'iotéressantc  pablication  faite  dernièrement,  dans  ce 
joamal ,  de  Vœuvre  posthume  d'Ampère ,  m'a  remis  en  mc- 
moire  une  de  ces  conversations  toujours  si  instructives  de 
nUostre  géomètre,  dans  laquelle  il  m'ei  posait  une  méthode 
approximative  pour  Textraction  des  racines  des  fractions 
namériques.  On  sera  sans  doute  bien  aise  de  la  trouver  ici. 

SI 

Soit  77  une  fraction  numérique  dont  on  vent  extraire  la 
o 

racine  n* ,  a  pouvant  indifféremment  être  >  ou  <C  ^  ;  mul- 
tiplions ses  deux  termes  par  n;  et,  après  avoir  formé  la 
progression 

Aim.  DE  MatiAm.  V  1 


A-^namna-^-ib  —  a)'  na^2{b  —  <2  •  na-^  3{è  —  û)  • 

•  nb  —  {b  —  il)  mnb  , 

considérons  les  n  fractions  que  l'on  obtient  en  divisant  cha- 
cun des  termes  de  cette  progression  par  le  suivant^  cesl-à- 
dîro 

na-k-ib—ay  wa+!2{6— rt)  '  nii+^{b^a}  '      '^  nb         ' 

le  produit  de  toutes  ces  fractions  sera  égal  à  la  proposée. 

Ma  m  tenant  ^  la  différence  des  fractions  consécutives  étant 
ordinaireraenl  peu  considérable  (*) ,  on  peut  la  négliger ,  du 
moÎDs  pour  une  première  approximation  :  et  alors  le  produit 
des  n  fractions  sera  la  «*  puissance  de  la  fraction  moyenne , 
en  entend«inl  parla  celle  du  milieu  quand  n  est  impair,  c'est- 
à-dire  la  fraction 


na+-{n^l)(b 


a) 


i 

nit  +  -(n^î){b  —  a) 

OU  plus  généralement  et  dans  tous  les  cas ,  la  fraction  que 
l'on  obtient  en  ajoutant  terme  è  terme  les  deux  fractions 
extr<5mes.  On  aura  donc  ainsi  Tégatilè  approxmaativc 

i^  l(n^^  !}a  +  («+t)/J  ' 
ce  qui  donne  une  valeur  approchée  de  la  racine  /i*  de  -. 

Au  reste,  si  l'on  veut  se  faire  une  idée  précise  du  degré 
d  approximation  ainsi  obtenu  ,  il  n'y  a  qu'à  développer  Fex- 
pression  prêcétionte  après  la  voir  préalablement  mise  sous  la 
forme  ; 


v')  S4  valeur  <>«L  i^gale  an  carrë^  ûe  la  diiïcrpncc  des  nombrcj  a  et  fr«  divifié 
p*r  le  prndtitl  df  s  d^rtDiiiinaleur^  des  fraftions  que  Von  considère. 
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pois  comparer  le  déreloppement  à  la  fraction  proposée. 


\/ 


125       136         ' 
au  lieu  de.  .  .    1,0079361 


Erreur.    .    .  .    0,0000004 

Il  est  clair  que  Ton  pourrait ,  eu  rcuTersant  la  questioo , 
obtenir  d*aprè8  le  même  principe ,  et  par  une  opération  fort 

a 
simple ,  la  puissance  (Su  + 1  )*  d'une  fraction  ^  ;  car  on  a  ap- 

o 

proximativeiiient  : 


(±Y_  (ii+l)g— ft/y 


3a— 2^     2a— 6     a 


2a— ft   *      a      '  b  '  2b— a  ' 
2b— a  nb—{n^\)a  _  (n-j-l)a--n^ 

"  3*— 2a (/I+1  )6--na  "~  (/i+l)^— «a* 

On  troayarait  facilement  la  modification  conrenable  au  cas 
d'une  puissance  de  degré  pair. 

Le  lecteur  comprend  du  reste  que  la  méthode  sera  d'au- 
tant plus  avantageuse  que  le  nombre  n  sera  plus  grand ,  et 
que  la  diilérence  des  nombres  a  et  6  sera  plus  petite  en  com- 
paraison de  leurs  Talenrs  absolues  C)- 


i:  Voyes,  dans  les  Novi  Comment.  Peirop.,  pour  1769 ,  tome  XIV,  ir*  part., 
p.  iM  «  an  mémoire  d'Ealer  :  Deinventione  quoteumque  mediarum  proportio- 
mmiimim  Htrâ  i'miieMm  extraetionêm. 
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§11. 

J'ajouterai;  à  ce  qui  précède ,  que  Ic^  anciens  ma  thé  ma  ti^ 
cîens  grecs ,  parliculièremeot  le^  mathcmaticîeas  de  récole 
de  Ptolémée ,  employaient  une  méthode  tout  à  fait  analogue 
a  celle  qui  vient  d'^lre  exjïosée ,  pour  décomposer  les  nom- 
bres qu  ils  nommaient  superpartiels  (Im^jL^pioi ,  en  klin  mper- 


pariiculares) ,  c'esl-à-dîre  les  nombres  de  la  forme 


a+i 


,  en 


d'autres  fractions  de  la  môme  forme,  (Cf.  Wallis,  Op,,  i.  III , 
pmaim) 

Il  est  bun  de  dire  d'abord  pourquoi  ces  théoriciens  s'atta-> 
chaieul  avec  tant  de  &oin  à  ne  composer  leurs  gammes  ou 
harmonies  que  d'intervalles  de  celte  nature  :  c'est  à  cause  de 
la  ractlilè  qu'ils  trouvaient ,  ne  connaissant  pas  les  loga- 
rithmes, à  partager  les  cordes  de  manière  à  leur  faire  pro- 
duire ces  sortes  d'iniervalles^  car  une  corde  vibrante  étant 
partagée  en  a  parties  égales ,  il  siifTisaîl  d'augmenter  la  tt)n- 
gueur  totale  de  une  des  a  parties  égales ,  pour  obtenir  un 
second  son  qui  fût ,  à  celui  que  rendait  la  première  longueur, 
dans  ce  Uiéme  rapport  acoustique  de  a  à  a  -|-  1 .  11  fallait  que 
roreille  s'en  aeconimiidàl  ^  et  Texpérience  prouve  qu'en  effet 
elle  s'en  accommode  très-bien  ,  pourvu  d'abord  que  ces  sons 
soient  rendus  sans  accompagnement  ou  du  moins  ne  portent 
pas  d'harmonie,  et  pourvu  ensuite  qu'il  y  en  ait  toujours  4 
par  chaque  intervalle  de  quarte ,  les  extrêmes  compris. 

Ainsi,  8oità  décomposer  Tintervalle  de  quarte^  dont  ta  va- 

4 
leur  acoustique  est  -,  en  trois  intervalles  à  peu  prés  égaux, 
tt 

4 

ce  qni  revient  à  extraire  la  racine  cubique  de  ->  On  avait 

il 


ainsi,  conformément  à  la  méthode  exposée  d'après  Ampère 


4_  î2      H      10 
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d  les  ^Mtre  som  cherchés ,  qoi  produisaient  alors  le  genre 
woÊÊMiééiaUmique  égal^  étaient  rendus  par  les  cordes  dont 
kl  luigiicufs  j  en  progression  par  diflërence  (toot  étant  senoK 
bUk  d'aillcors),  étaient  représentées  par  les  nombres  res- 

;9,  iO,  11,12. 

'  les  autres  genres ,  on  commençait  par  prélever  sor 
k  qoarteoB  premier  interralle  (aign)  représenté  par  la  for- 

■oie  ^  '      ,  en  fiisant 
n 

a  s  4  pour  le  genre  mhamumique , 
^  =  5  pour  le  chromatique  mou , 
a=z  6  pour  le  ehram(Uiq%te  dur , 
a  =  7  pour  le  diatonique  mou , 
'a  =  S  ponr  le  diatonique  moyen , 
«t  enfin  a  =  9  poiir  le  diatonique  dur. 

Divisant  alors  la  fraction  -  par  chacune  des  valeurs  de  la 

«I 

a  +  1 
bactiw         ■    ,  on  obtenait, 
a 

16 
daos  le  cas  de  a  =  i  {g.  enharmonique):  quotient  =  rr 

a =5  (chromatique  mou)  :  — 

8 
^  a  =z^  {chromatique  dur)  :  - 

•  i 

7 
.a=7  {diatonique  mou)  î  -g 

32 
a  =  8  {diatonique  moyen)  •.  -rz 

6 
fl  =  9  (diatonique  dur)  :  — • 

Gela  fait,  il  restait  à  décomposer  ce  quotta^l  en  2  fractions 


I 


de  h  lormc  5usdîle.  Soit  par  exemple  ta  fraclion  - ,  corre»- 

pondant  au  diatoniqtie  dur  (qui  nVsl  autre  que  le  dlatonif|iië 
des  modernes)  ;  si  l'on  multiplie  ses  deux  termes  par  3,  on  a 

Les  autres  cas  !»e  traitent  de  la  même  manière,  en  mulli- 
pliant  de  môme  par  3,  intercalant  mi  nombre  pair,  qui  e§l 
toujours  déterminé ,  el  prenant  la  moitié  des  deux  terme*; 
pairs  deeelledes  deux  fractions  résultantes  qnî  s*^  prête  â 
cette  Iransformation.  Ainsi,  ponr  a*^^7,  on  pour  le  diato- 
nique mou ,  on  a 

7      2f  _ 21      m_m      10 

6  ~  Tg  ^  20  ^  Ï8  ~"  20  ^   9  ' 

f 

de  même  pour  a  —  4,  ce  qui  e^^t  le  cas  du  j^enre  mharmo- 
nique ,  on  a 


I 

î 
ir 


16 


48        48 


46 


24 


46 


15        45        46  ^  45        38  ^  45" 

Quant  à  la  fraction  ^  qui  n'a  pas  la  forme  super  par- 
tielle, on  la  décompose  sans  multiplication  préalable,  en  in- 
tercalant le  noiTibrc  pair  28  ,  et  l'on  a  ainsi 

32  _  3â        îi8  _  8       58 
27  ~  28  ^  §7  "^  7  ^  27 

«In  eut  pu  également  intcr râler  le  nombre  30,  d'où 

32_32       50-_16        tn 
27~3Ô^27^T5^1l^ 

mais  on  n'eût  fait  ainsi  que  reproduire  les  înterYalles  du 
diatonique  dur  dans  un  ordre  différeiil. 
Si ,  aux  7  diverses  décompositions  qui  viennent  d'être  indi* 


-  11  - 

|Kcs  pour  rinteryalle  de  quarte,  ooos  en  ajoutons  une  huî- 

iMe,  aaiToir,    la  décomposition  en  deux  Ions  mesurés  par 

ï  ,.  256  / 

-.  et  un  Itiiiiiui  (oa  reste)  mesuré  par  — -  i  parce  que  l'on  a 


243  y 


49       9        256 
3"8^  8^  243 


\ 

),  nous  aurons  les  8  genres  admis  par 

FloIriDéG.  Le  dernier  qui  Tient  d'être  indiqué  est  le  diato- 
mfue  iUonié ,  ou  le  diatonique  de  Platon  et  d'Eratostbène. 


$111. 

Le  problème  de  la  décomposition  de  la  quarte  ou  de  la 

fraction  -  ,   en  trois  fractions  superpartiellcs  dont  Tune  est 

(bouée  suivant  les  conditions  de  Ptolcmée ,  est  un  problème 
■détermiBé  que  l'on  peut  traiter  par  les  méthodes  ordi- 
Baircs,  en  posant  d'abord 

3  a  X  y 

H  Élisant  ensuite  alternativement  : 

/x=:4,    /i=  5,  6,  7,  8,  9  : 

«MIS ne  ferons  qu'indiquer  ce  problème  aux  jeunes  élèves, 
Hoous  terminerons  par  une  remarque  relative  à  la  différence 
très-grande  qui  existe  entre  la  musique  ancienne  et  la  mu- 
squé moderne. 

On  voit  figurer,  dans  les  fcnrmules  des  genres  de  Plolémée, 
fes  fractions  superpartielles 

5     6     7     8.  ,46 

4'5'6'7''^''J"*'"^4S' 

tandis  que  la  musique  moderne  n'admet  de  cette  forme  que 
les  nombres  : 


et  enfin 


î 
3 
S 
h 
3 
5 
4 

e 
i 

â 
la 
T 
ia 
15 

25 
24 


représrntanl  Tof  lave  , 
la  quînle , 


h  quarte , 

la  lierre  majeure, 

la  tierce  mineure , 

le  Ion  majeur , 

le  Ion  mineur , 

le  demi  ton  nidjeur, 

le  demi-ton  mineur  (') 


Les  intervalles   représentes  |*ar  les  fractions 


6' 


et. 


par  toutes  celles  où  entrent  des  nombres  premiers  supérienn  tf 
à  5,soiit  ronmellement  eiclus  de  notre  musique,  tandis  que  la  « 
théorie  ^ecque  admettait  dans  le  cî^IcuI  de  ses  lélraeordes  les  i 
nombres  premiers  7,  f  f ,  2:i;  et  certains  Ihéorîciens  allaient  \ 
mt^me  jusqu  à  M  {**).  Si  donc  il  clail  vrai,  suivant  la  piquante 
expression  de  Ivcibnilz  (Hauy ,  Physique,   r  cdil,  1806, 
I*  I«  p.  348),  que  Voreilie  ne  sait  compter  que  jusquà  5»  cela 
du  moins  devrait  s'entendre  uniquement  de  Toreille  mo- 
derne, et  encore  de  l  européenne.  Aussi,  sous  ce  point  de  vue. 


(*)  On  ne  considéra  le  commm  —  que  diDS  l«  ib^oric 

m 

(•')  Genre  enharnmnique  de  DitJyme.  -    (  Vojei  \û%  N^titêt  ft  rTtrattM  dn  ^ 
montMrrf f#  d#  ta  Bibfiothéifu*  myait,  tome  XVI,  i*  pariie 
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Mire  mosiqiie  ne  presente-t-ello  qa'un  cas  très-particulier 
k  h  mosiqae  des  andcns  Grecs.  Maïs  en  voilà  beaacoap 
lopsur  ce  sujet. 


SOLUTION  DU  PROBLEME  101. 

(T.  IV,  p.  8T0.) 


Él.ève  en  tpédalM. 


Quatre  droites  dans  un  ménie  plan  forment  quatre  trian- 
fls:  dans  chaque  triangle  existe  un  point  de  rencontre  des 
irais  haolean  ;  les  quatre  points  de  rencontre  sont  sur  une 
■êse  droite. 

Loni  I.  Le  point  F  {fig.  1  )  est  un  point  quelconque  du 
(nbiigenieiit  de  BC  ;  je  mène  les  trois  hauteurs  du  triangle, 
je  aarque  le  pied  G  de  celle  qui  correspond  à  la  base  BC  ; 
•  taa  prolonge  la  hauteur  CO  jusqu'à  la  rencontre  avec  la 
yffpendicQlaire  abaissée  du  point  F  sur  AC,  on  a  la  relation 
Jetant  le  point  de  rencontre  de  la  perpendiculaire  TF  avec 
AG): 

NT  _  BF.  CG 
FT  ""  CF.  BG' 

Démonsiraiion,  Je  mène  par  le  point  i]  une  parallèle  à  NT^ 
ff  qui  me  donne  : 

NT  _  OT 
CK  "■  ÔC' 

Mais  les  triangles  semblables  BOC  et  CFT  donnent  . 


) 


—  u  — 


I 


BO 
FT 


CO 
CT 


Multipliant  ces  deux  égalités  termes  à  termes,  nous  avons  : 
NT.  BO      OT        „         NT       OT    CK 


FT .  CK       CT 
Or  nous  avons  aussi 


BO 


CK 
BO 

CG           OC       BC 
~  BG          CT  ~  CF  ' 

d'où ,  componendo  .- 

OT       BF 
CT  ~  CF  ' 

donc  enfin  : 

NT       BF .  CG 

FT  ~CF  BG' 

C.  Q.  F  D. 

Lemme  11.  Si  de  deux  poinls  D  cl  E  (fig.  2)  des  côlès  d'un 
triangle,  on  abaisse  des  perp€Ddicu]aircs  sur  le  troisième 
cùié  »  ûfi  a  (  G  étant  !e  pied  de  la  hauteur  correspondante  à 
ce  côté ,  D'  et  H  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissi^s  des 
points  D  et  E) 

GH  _  A£ . BD , CG . FE 

D^  ~  FD    BG . CE , AD 

Le  point  F  est  le  point  où  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
rencontre  le  troisième  côlé. 

Nous  avons  d'abord  successivement ,  à  cause  des  pt^pen- 
diculaires  : 


GH       AE       BD        BD 
CH"CE*     DG~AD' 

d'où ,  faisant  le  produit  : 

GH     BD'       ÂEBO             GH         AE .  BD 
DG    CH  ~  CE  .  AD     "*"     0'G  ^  CE  .  AD 

Cli 
ItD' 

-  15  — 
Nouf  avons  auasi ,  à  cause  des  perpetidiciilaires 


CHHa        BG       AG 
CG""AG'      BVBD' 


rt.  mmlHplicando 


CH^_EH     CG  EH  _  FE 

BD'^'DD'BG'    ^^    Diy^TD' 


donc: 


et  par  soile 


CH   _  FE.OG 
Biy  "^  FD.BG' 

GH   _  AE .  BD  .  CG  .  FE 
lyG  ""  GE.AD.BG.FD 


m.  Je  Yiens  à  la  démonstration  da  théorème, 
SoitBGDE  (fig^Z)  le  quadrilatère  donné.  Je  prends,  par 
exenple ,  les  triangles  ABC,  BDF,  ECF.  Dsfns  le  premier,  le 
poial  de  renoontre  est  O  ;  dans  le  second ,  il  est  O";  dans  le 
tMième,  î|aU(y. 

Je  prolonge  AG  jusqu'à  la  renoontre  N  avec  la  hauteur 
W  do  triangle  ECF,  et  jusqu'à  là  rencontre  M  avec  la  hau- 
teur Fiy  da  triangle  BDF.  Alors  j'obtiens  un  triangle  dont 
les  côtés  sont  coupés  aux  points  0,  (y,  O"  ;  ce  triangle  est 
MNF.  Donc ,  si  je  prouye  qu'on  a  Tégalité  suivante  : 

MO".  NO .  F(y  =  FO".  MO .  N0\ 

les  trois  points  O,  O',  O"  seront  en  ligne  droite.  Or  dans  le 
triangle  FGN ,  O'H  étant  parallèle  à  GN ,  nous  aurons  : 

FO'iNO  ::  FH:HG; 

et.  par  la  même  raison ,  on  a  aussi  : 

MO":FO"::D'G:FD. 

Enfin ,  prolongeant  CO  jusqu'en  T,  nous  avons  . 
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NO;MO::NT:FT. 

El,  mulliplîanl  ces  trois  proportions  termes  à  termes^  toot 
revient  donc  à  prouver  que 


FH  .  D'G .  NT 


FD' .  GH    FT 


==  1. 


FH 


FE 


^^  Ë^K^  =  pTL  '  ^^  d'après  le  second  lemme  ,  j'ai 


Gïï 


GE  .  AD  .  BG .  FD 


AE.BD.GG.FE' 

enfin ,  le  preiukr  lemme  me  donne 

NT  _BF.CG 
FT  ~  GF.  BG' 

Remplaçant  par  ces  diËTérentes  valeurs,  j'aurai  : 

FH.DG.NT     FEXE>AD,BG>FD.BF.CG     CE.AD.BF 
Fiy.GH  .FT^FD.ÂE  BDXG,FE.€F.BG~AE.BDXF 


=  t.    I 


Or,  il  sofEt  évidemment  de  démontrer  que  (rois  des  points 
de  rencontre  sont  en  ligne  droite.  Donc,  etc.  C.  Q,  F.  D, 

Note^  Le  lemme  I  peut  se  démontrer  directement.  Suppo- 
sons que  FTN  soit  une  droite  quelconque  coupant  OB  en  Q  ; 
un  a  la  relation  connue  : 

GC  .  BF  _  TN  ■  FQ 
BG    UF~TF    NQ' 

or  FTN  étant  paraUèle  â  OB,  on  a  : 
FQ 


NQ 


=  1. 


DoDC^  etc. 


Tm. 
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THÉORÈME  DE  TRIGONOMÉTRIE  SPHÉR1QUE. 

Construction  de  Veoceé%  sphérique. 


OkêervuUon.  Dans  tout  ce  qai  sait ,  ii  n'est  question  que 
de  gniDds  cercles. 

I.  Théorème.  Une  transversale  coupanl  les  trois  côtés  d*an 
triangle  sphériqne,  y  forme  six  segments;  en  comptant  ces 
segments  dans  le  môme  ordre ,  le  produit  des  sinus  des  seg- 
aenls  de  rang  pair  est  égal  au  produit  des  sinus  des  seg- 
aents  de  rang  impair,  et  réciproquement,  lorsque  cette  éga- 
lité sobsisle,  les  trois  points  pris  sur  les  côtés  sont  sur  un 
■éme  grand  cercle. 

II.  Théorème.  Si  d'un  même  point  de  la  sphère  <tn  mène  un 
arcàchaque  sommet  d'un  triangle,  ces  trois  cercles  forment 
»r  les  côtés  des  triangles  six  segments  -,  en  les  comptant  dans 
le  méniie  sens,  le  produit  des  sinus  des  segments  de  rang 
^r  est  égal  au  produit  des  sinus  des  segments  de  rang  im- 
pair, et  réciproquement ,  lorsque  cette  égalité  subsiste,  les 
trois  arcs  de  grand  cercle  passent  par  le  même  point. 

Observation.  Ces  deux  théorèmes  fondamentaux,  très- 
connus,  se  démontrent  comme  les  théorèmes  analogues  pour 
le  triangle  rectiligne,  en  substituant  aux  segments  recli- 
bgnes  les  sinus  des  segments  circulaires.  Le  premier  est  dans 
TAlmageste  de  Ptolémëe. 

III.  Théorème.  Les  trois  arcs  qui  vont  des  sommets  aux 
milieux  des  côtés  respectivement  opposés  passent  par  le  mémo 
point. 

A»».  OK  Matiiém.  V.  2 


IV.  Théorème,  Jaî*  trois  arcs  bissecteurs  des  angles  du 
irianglc  passent  par  le  même  point. 

V.  Théorème,  Les  trois  haulcurs  du  triangle  passent  par 
lcmémep4)itit. 

Obiicrmtion.  Les  trois  derniers  théorèmes  sont  des  corol- 
laires immédiats  du  théorème  IL 

VL  Théorème.  Les  trois  arcs  menés  perpendiculairement 
aux  milieux  des  nVlés  d*an  triangle  passent  par  le  même 
point. 

Démonstration,  Ce  point  est  le  pôle  du  cercle  circonserit 
au  triangle. 

VIL  Théorème.  Les  trois  arcs  qui,  partant  des  sommets 
du  triangle^  divisent  son  aire  en  deux  parties  équivalentes, 
se  rencontrent  en  un  m^me  point.  (Voy.  tome  IV,  p.  587,) 

VIIL    Théorème  (Fig.b).   Si  sur  les  côtés  AB,   AC  du 

triangle  ARC,  on  prend  les  points  M  et  N,  tels  que  Von  ait 

sin  AM        sin  AN  ^  ,  ,,^    ^.„ 

■    ^^^  =    ■    -,.,  i  menant  les  arcs  MC,  îNB  se  coupant  au 
sm  MB        sin  NC 

point  P  ,  l'arc  AP  coupe  le  côté  BC  en  un  point  Q  ,  railieti 

deBC,  et  les  arcs  BV,  CT,  abaissés  perpendicnlairement  sur 

MN  sont  égaux ,    prolougeanl  l'arc  MN  jusqu'à  ce  qu'il 

coupe  l'arc  BC  en  R ,  on  a  QR  =  I'. 

Démomlradon,  i<*  Les  trois  arcs  AQ,  BN,  CM,  passant 

par  le  même  point  P,  on  a  (Ihéor*  II)  : 

sin  AIVLsin  BQsin  NC  —  sin  BM.sin  QG.sin  AN, , 

or  fiin  AM.sin  NC  =  sinMB.siu  AN,  -, 

donc  BQ  ^  QC. 

2*  MMR  étant  une  transversale,  on  a  (Ihéor.  1)  : 

sin  AIVLsin  BR.sin  NC  —  sinBM^sm  CR.sin  AN  , 

d'où  fiin  BR  =  sin  CR  ;  d  où  BR  +  CR  =  2'  j 
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on  QR  +  BQ  +  QR  -QC  =  2'; 

dwiQR  =  r. 

3*  Les  triangles  CTR ,  BVR ,  rectangles  en  T  cl  en  V, 
donnent: 

sin CT  ssinCR.sin R ;  sui BV=r  sînBR.sin R  ; 

«  sin  BR = sin  CR  î  donc  BV  =  CT. 

Càrellaire.  Si  M  et  N  sont  les  points  mîlieax  respectils  de 
ABet  AG ,  tontes  les  propriétés  énoncées  ont  lieu. 

IX.  Théorème.  Le  cosinus  de  Tare  qui  va  du  sommet  d'un 
ao^  d'un  triangle  au  milieu  dn  o6té  opposé  (arc  médian), 
«st  égal  à  la  somme  des  cosinus  des  cotés  de  l'angle ,  divisé 
pur  le  double  des  cosinus  do  la  moitié  du  c6té  opposé. 

Déaumiiratian.  Soit  le  triangle  ABC  (  /S^.  5)  -,  N  le  milieu 
dcAC;  AB  =  c:  BC  =  rt;  AC  =  6;  BN  =  x;  les  trian- 
{les  BCN ,  BGA  donnent  ; 


oosC  = 


i  , 

cosx  — cosaoos- ^ 

cosc  —  cosacoêb 

sin  a  sin  ^  ^ 

sin  a  sin  b 

cosri  +  cosr 
COS  j:=  -^ ; 

2  sin  -  à 

C.  Q.  F. 

d'où 


X.  Théorème.  La  somme  des  cosinus  des  côtés  d'un  triangle, 
logmentéc  d'une  unité  et  divisée  par  quatre  fois  le  produit 
1  d»  cosinus  des  demi-oôtés ,  est  égale  au  cosinus  du  dcmi- 
I  pxcés. 

Démonsiration.  Soit e l'excès ;onaf  =  2'  —  A  —  B  —  G; 
liaisons 

M==4cos  -  acoST-  bcos-  c: 
2  2  2 


=  2(l  +  cosa)  [1  4-CO96)  (t+coscj  — 
—  {!  ^cos'^}(l  —  cos*c}  +  (cosa  — cos^cosc)* 
=  2 {I  +  cos  a)  (1  -f  cosZj)  {1  +COS e)  —  1  +cos*a  ^cos"à  + 

+co«*c — 2C0SaC0S^CO5C  =  (t  +C05a  4"C0S^+  cosc)\ 

d  ou  cos  -  c  =  — ■ ^ ■ ,  C.  Q.  F. B.  Voir 

2  M 

Lcgendre,  Géométrie^  noie  X.) 

XI.  Théorème.  Le  cosiaus  de  l'arc  qui  joint  les  miltoux 
des  deux  côlés  d'un  triangle  divise  par  le  rosinus  de  )a  moi- 
tié du  côté  opposé  esl  égal  au  cosinus  du  demi-excès. 

Démomlration,  Soient  M  el  N  respectivement  les  milieux 
des  côtés  âU  et  AC  ;  d*après  le  théorème  IX,  on  a  dans  le 
triangle  ABN  : 


cos  BN  +  cos  -  A 


cos  MN  ^ 


2  cos  -  c 
2 


et  le  même  tliéorème  donne  dans  le  triangle  ABC 


cos  BN  ^ 


donc 


2  ms -ù 
2 


COS  MN  ^ 


cosâ  -f  COS0 H*  2  cos* 5  ù 


4  COS -6  cos  -c 

%  -f  COS  g  +  cos  d  +  cos  C 

4  COS  -  6  COS  -  ç 
2  2 


I 
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eocMN       1 4-oos<z-)- cosA  +  cosc  1     «^„^ 

COS-a  iCOS-tfCOS- 6C08  -  c 

â  2  2  2 

Remarque.  Je  ne  sache  pas  que  celte  proposition  soit 
déjà  énoQCée. 

XII.  Théorème.  M  et  N  étant  les  milieux  des  côtés  AB  et 
AC,  R  le  point  de  rencontre  des  deux  arcs  MN  et  BC  ;  si ,  à 
pvtir  da  point  R ,  on  porte  sur  RN,  l'arc  DR  =s  MN ,  et  sar 

RC,  rarcRE=--BG,  on  forme  le  triangle  DER  reeUngle 

eo  E,  et  DE  sera  le  demi-excès  (Fig.  6). 

DémofuiraHon.  Soit  O  le  pôle  de  l'arc  MN  ;  menons  les  arcs 
OVB,  OTC  ;  les  angles  V  et  T  sont  droits,  donc  BV  =  CT 
•  VIII) ,  OB  =  OC  ;  donc  l'arc  bissecteur  OSQ  passe  par  le 
wlieQ  S  de  YT  et  le  milieu  Qdo  BG ,  et  les  angles  Q  et  S  sont 
droits  ;  donc  R  est  le  pôle  de  l'arc  QSO.  Abaissons  de  A  l'arc 
AK  perpendiculaire  sur  MN ,  les  deux  triangles  rectangles 
iNK ,  CNT  ont  une  hypoténuse  égale  et  un  angle  égal  ; 
donc  KN  =  NT ,  et  pour  la  même  raison ,  KM  =  MY  ;  ainsi 

MN  =  i^YT  =  VSi  donc  DV  =  RS=:t«.  Mais  V  est  un 

angle  droit  ;  donc  O  est  le  pôle  de  l'arc  BYO,  et  BD  r=r  1V 

Mais  BE  =  RQ  =s  l«  ;  donc  B  est  le  pôle  de  DE ,  et  l'angle  Ë 

.,..,,        -.-,     cosDR      cosMN  _ 
est  droit  i  dou  cosD£=: =  — - — .  Donc,  en  vertu 

cosER      cos~BC 
2 

du  théorème  précédent ,  DE  est  égal  au  demi- excès. 

Remarque.  Cette  belle  construction  est  de  M.  le  professeur 

Gudermann,  de  Clèvcs.  (Crelle,  t.  VI  et  VIII ,  1830.) 

XIII.  Lemme.  Si  d'un  point  flxe  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires sur  un  système  de  droites  conyergentcs  vers  le  même 
point ,  les  pieds  des  perpendiculaires  sont  sur  une  surface 
sphérique  ;  si  ce  système  de  droites  est  dans  un  même  plan 
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les  pieds  des  perpendiculaires  sonl  sur  une  même  circooré- 
rcDCCi  et  cti  prolongeani  chacune  de  ces  perpendiculaires 
d'tjoc  longueur  égale  à  elle-même ,  les  cxlrèmîlés  scml  sur 
unecircODréreDcedonl  le  plan  est  paratlclea  celui  du  système 
des  droites. 

XIV.  Théorème.  Si  d'un  point  fixe  pris  sur  une  sphère, 
on  mène  des  arcs  de  grands  cercles  aux  points  d'un  grand 
cercle  donné ,  et  qu'on  prolonge  cliacun  de  ces  arcs  d'une 
longueur  égale  à  Tare ,  les  extrémités  sont  sur  un  petit  cercle 
dont  le  plan  est  paralltie  à  celui  du  grand  cercle  donné. 

Démonstration.  C'est  un  corollaire  du  lemme  précédent» 

XV.  Théorème.  Si  un  grand  cercle  paraltèle  à  un  petit 
cercle  passe  par  le  milieu  d'un  arc  mené  d'un  point  fixe  à  un 
point  du  petit  cercle,  il  divise  aussi  en  deux  parties  égaies 
les  arcs  menés  du  point  fixe  à  un  point  quelconque  du  petit 
cercle* 

Xyi.  Théorème.  Les  sommets  des  triangles  sphériques  de 
même  hase  et  de  même  aire  sont  sur  la  circonférence  d'un 
pclil  cercle.  Les  milieux  des  côtés  variahles  sont  sur  un  même 
grand  cercle  parallèle  au  petit  cercle* 

Démonstration,  Soit  A.^  (Fig,  6)  un  point  quelconque  du 

petit  cercle  passant  par  Â  parallèlement  au  cercle  VTE  ;  les 

arcs  A'B  et  A'C  seront  divisés  en  deux  parties  égales  par  le 

grand  cercle,  en  M'  et  IM'  (XV);  les  perpendiculaires  CT, 

BV  restent  ûxes ,  et  l'arc  M'N'  c*st  toujours  la  moitié  de  l'arc 

VT  :  par  conséquent  IVITî'  est  constant, elle cosinusdu  demi- 

.    ^    ,  ,  cosM'K'     ^         .         ...        ,■  ^ 
excès  égal  a —  est  aussi  constant .  donc  taire  est  con- 

cos-BC 

stante.  G.  Q.  F.  D, 

Remarque.  La  première  parlic  de  cotte  proposition  est  le 
(héoremc  de  Lexeil  ;  eu  doublant  le  quadrant  BB,  on  a  ïe 
IKÙnl  diainêtialcmenl  opposé  â  iî  et  appartenant  au  petit 
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ttfde;  ce  qui  s'accorde  avec  la  conslraction  de  M.  Slciocr 
(oMrt.rV,  p.  587). 

KYII.  Théorème.  Ud  polygone  sphériquc  d'un  nombre  de 
eôléa  pairs  étant  circonscrit  à  an  petit  cercle,  la  somme  des 
côlés  de  rang  pair  est  égale  à  la  somme  des  côtés  de  raof;; 


Dimansiratiùn.  Deux  arcs  de  grand  cercle  menés  d'un 
■ême  point  tangentiellement  à  on  petit  cercle ,  sont  égaax  ; 
donc,  etc. 

XTIII.  Lemme,  Un  polygone  sphérique  étant  inscrit  dans 
on  petit  œrde ,  le  polygone  polaire  est  circonscrit  à  un  petit 
cerde  parallèle  an  premier. 

XIX.  Ud  polygone  d'un  nombre  de  côtés  pair  étant  inscrit 
dans  HQ  petit  cercle ,  la  somme  des  angles  d'un  rang  pair  est 
égale  à  la  somme  des  angles  d'un  rang  impair. 

Démcfuiraiion.  Le  polygone  polaire  étant  circonscrit  à  un 
petit  œrde ,  la  somme  des  côtés  de  rang  pair  est  égale  à  là 
somme  des  côtés  de  rang  impair  ;  or  ces  côtés  sont  les  sop- 
pWmeots  des  angles  correspondants.  Donc,  ftc. 

XX.  Ed  général ,  toute  proposition ,  toute  formule  sur  les 
côtés  et  les  angles  d'un  polygone  sphérique,  en  Tournit  un 
second,  aa  moyen  du  polygone  polaire  ;  mai»  quelquefois  les 
deux  propositions  sont  identiques ,  lorsque  les  quantités  en- 
trent symétriquement  dans  la  formule. 
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Les  constructions  de  rarcliitccture  exigent  la  coupe  des 
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salides  ;  et  par  conséquent  les  opêralîons  stéréolomiques ,  le 
trace  des  épiirrs ,  rc^montenl  nêtcssaircmenl  à  la  plus  haote 
aniiquifé.  Si  la  mesure  des  terres  a  donné  naÎB^ancc  à  la 
Ihéoric  des  llguros  planes ,  il  û'c^l  pas  moins  évident  qne  les 
grands  travaux  d'art,  tels  que  les  aqueducs,  les  palais  ,  les 
temples,  elc  ,  ont  créé  la  théorie  des  solides.  Peul-é!rcm<^me 
que  celte  théorie,  et  les  procédés  qui  en  découlent  et  la  réa* 
lisent ,  étaient  du  nombre  des  sciences  mjsiérieuses  dont  les 
prêtres d"Ep) pli*  conservaient  îe dépôt,  et  ceri  nous  explique 
les  voyages  des  philosophes  ^'éoraétres  dans  cette  contrée 
Ihéncralique,  et  Tétude  des  lieux  su  Me»,  auxquels  les  Grecs 
allachaîent  une  si  haute  importance.  On  trouve  même ,  dans 
Pappus^  la  solution  de  ce  problème  ;  Une  sphère  étant  située 
dans  IVspace ,  trouver  la  dislancc  de  son  crnlre  au  plan  ho- 
rizontal. Les  procédés ,  fondés  sur  des  rabattemenis  de  plans 
et  des  recherches  de  traces,  sont,  à  la  terminologie  près, 
analogues  à  ceux  qui  sont  en  usage  parmi  nous.  Toutefois , 
dans  les  sciences ,  le  secret  ne  nuit  qu'à  ceux  qui  le  gardent. 
I!  paralirait  que,  les  principes  élant  oubliê-i,  les  précepies 
tjmphufues  seuls  furent  enseignés ,  transmis,  et  toujours  rays- 
térieusemcnl.  Il  n'est  pas  même  impossible  que  ces  symboles 
géoiitétriques ,  mélangés  avec  des  idées  religieuses ,  sociales, 
humanitaires ,  ne  soient  au  moins  une  des  origines  de  la  franc- 
maçonnerie  et  de  ces  formules  et  cérémonies  bizarres  en 
usage  chez  les  compagnons  du  devoir.  Mc^me  au  siècle  de 
Louis  XIV,  lorjique  Desargues  retrouva  la  ihéorie  du  traii^ 
toute  la  corporaïion  des  apparidîeurs  se  souleva  et  traduisit 
111  lustre  Ly  un  nais  devant  le  parlement.  On  trouvera  des  dé- 
tails curieux  sur  cet  événement  dans  les  ceuvres  de  Desargues, 
dont  nous  devrons  une  édition  soignée  à  M.  Chastes,  que  nos 
lecteurs  connaissent  par  tant  de  beaux  Ihc-orémes.  Quoi  qu'il 
en  sott  de  ces  diverses  conjectures ,  il  est  certain  que  c  est  au 
génie  de  IVlr^ngc  et  i\  l  établisscmenl  de  l  école  polytechnique, 


I 


/ 


^m  doit  renseigoemcnt  méthodique ,  la  simpliOcation  cl  la 

de  celte  partie  de  la  science  do  l'espace  que  son 

promotear  a  surnommée  la  géométrie  descriptive , 

^'cst  aojoord'hai  admise  dans  tous  iuïs  collèges  et  dans  toutes 

bôBtiUitioiis  où  Ton  s'occupe  de  tracés  exacU  /  mais  pour 

^oette  exactilode  ait  une  utilité  pratique,  il  faut  que  Yépure 

ntbîai  lisible ,  qu'elle  soit  la  fidèle  représeutalion  non-seu- 

Ineat  des  formes,  mais  aussi  des  rapports  optiques  des  corps 

rebtÎTenient  au  spectateur  :  il  est  donc  essentiel  de  bien  oon- 

ntlre  les  moyens  rationnels  et  les  signes  conventionnels  qui 

(RadeBl  à  Texécntion  des  épures.  M.  Bardin,  digne  succes- 

snrde  feu  M.  Girard  à  l'école  polytechnique ,  rend  donc  un 

véritable  service ,  en  publiant ,  dans  son  Projet  dHnêtructionj 

M  ce  qu'il  est  nécessaire  de  savoir  pour  bien  exécuter  les 

tnfan  graphiques;  tout  ce  qui  est  relatif  aux  parties  vues 

ctMdbées ,  aux  hachures ,  aux  ombres,  etc.,  etc.  On  y  trouve 

i  d'utiles  conseils  sur  la  disposition  si  importante  des 

,  pour  faire  entrer  dans  l'épure ,  et  sans  confusion , 

le  plus  d'objets  possible.  Il  ne  reste  plus  chez  les  libraires , 

éditeurs  des  Nouyelles  Annales ,  qu'un  petit  nombre  d*cxem- 

pbires.  Tm. 


NOTE  ADDITIVE  A  L'ARTICLE  DE  M.  DROT. 

(  Tome  IV,  p.  639.  ) 
FAa   Xi'AUTXUa. 


Il  résulte  de  ce  qu'on  vient  de  voir  qu'il  peut  Irés-bien 
arriver  que  les  deux  derniers  chiffres  d'un  nombre  ne  se 
reproduisent  à  aucune  puissance  de  ce  nombre ,  de  même 
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puur  les  trois  derniers  ehtflTres inais  alors  comme  il  es 

aisé  de  le  prévoir,  il  arrivera  toujours  que  les  <f*"rmer 
chiffres  d'une  certaine  puissance^  se  reproduiront  à  une  autrt 
puissance  ;  de  telle  manière  qu'en  considérant  les  deuic  ^^ 
trois,  quatre..,,  derniers  chiffres  û\m  nombre  et  de  ses., 
puissances  successives ,  ils  formcnl  toujours  une  sorte  dc^ 
période ,  qui  commence  dés  la  première  puissance  dans  Ics^  ^ 
cas  déjà  examinés,  et  qui  commence  plus  tard  dans  les  autres ^^ 
cas. 

Reprenons  par  exemple  le  cas  de  deux  chiffres  finals  ;  . 
on  a  vu  que  la  relation  N  (N'"'  —  I)^  100  [t/—q)  n'était  ja-  . 
mais  aatîsfaiie  quand  le  nombre  N  était  divisible  par  2  sans 
l'être  par  4  j  ou  par  5,  sans  Tétre  par  25  :  mais  dans  ce  cas  ^ 
ce  seront  les  chiffres  finals  du  carré  de  N  qui  se  reproduiront  g 
à  une  certaine  puissance;  i!  est  claîr  en  effet  que  la  condition  ^ 
nécessaire  et  suflîsante  pour  que  cela  ait  lieu .  sera  :  j| 

iV(N*-'— I3  =  l00(y  — ^),  ' 

1 
condition  qui  pourra  toujours  être  satisfaite  :  car  ; 

1"  Soit  N  divisible  par  2  cl  5  ;  N*  le  sera  par  4  et  25  i  donc 
la  condition  sera  satisfaite  quel  que  soit  jt. 

2«  Soit  N  divisible  par  2  ci  non  par  5  ;  N"  le  sera  par  4  ^ 
et  pour  que  la  condition  soit  satisfaite,  il  faudra  et  il  suflira 
que  N*"*  — 1  soit  divisible  par  25,  ce  qui  peut  toujours 
avoir  lieu  pour  une  valeur  convenable  de  x  j  ceci  aura  lieu 
pour  JT  s  3  et  par  suite  pour  toute  valeur  de  x^  dans  le  cas 
où  le  nombre  N  sera  terminé  par  26, 

y  Soit  N  divisible  par  5  et  non  par  2  j  NMe  sera  par  25,  cl 
il  faudra  que  N"'^'— t  soit  divisible  par  k ,  ce  qui  peut  tou- 
jours avoir  lieu.  Cette  circonstance  aura  lieu  pour  x  =  3 , 
et  par  suite  pour  toute  valeur  de  ^,  dans  le  cas  où  le  nombre 
N  si<ra  termine  par  (Ï3,  15,  65,  85, 


/ 
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le  cas  de  trois  chiffres  finals,  on  a  vu  qac  la  re- 

NCN*-  — l)  =  1000(^.-g), 

rteit  jamais  salisTaite  quand  le  nombre  N  était  divisible 
|VS  ans  Tétre  par  8 ,  ou  par  5  sans  Fôtre  par  125  ;  mais 
hss  oe  cas ,  ce  sont  les  chiffres  finals  du  carré  ou  du  cube 
fB  fe  reproduisent  a  une  certaine  puissance. 

Sqiposoiis  en  effet  d'abord  que  N  soit  divisible  par  2  sans 
FéCre  par  4  ;  on  par  5,  sans  Tétre  par  25  ;  la  condition  néces- 
aire  et  soflfoantc  pour  que  les  trois  derniers  chiOres  finals 
il  cobe  se  reproduisent ,  sera  : 

M3(N-3  — 1)  =  1000(ç'— ^)i 

os  k  traitera  comme  précédemment,  et  on  verra  qu'elle  peut 
tOQJODrs  être  satisfaite  pour  une  valeur  convenable  de  x , 
atteada  qae  N*  est  divisible  par  8  ou  125. 

Soît  en  second  lieu  N  divisible  par  4  sans  Tétre  par  8  ;  ou 
pir  25 ,  sans  Tétre  par  125  ;  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
note  pour  que  les  trois  derniers  chiffres  finals  du  carré  se 
reproduisent ,  sera  : 

N«  (N— —  1)  «  i(m{q'—q}  , 

et  OD  yerra  qu'elle  peut  toujours  être  satisfaite  par  une  va- 
leur convenable  de  jt,  attendu  que  N*  est  divisible  par  8  ou 
par  125. 
On  continuerait  de  la  même  manière. 


THEOREME  D'EULER, 
$ur  trois  points  de  rencontre  dans  le  triangle. 


Chef  d'insUmtion, 


4iu^  *>qN 


I 
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Dans  un  triangle  quelconque  ABC  IFig.  4) .  le  cenlrc  de 
gravi  lé  G ,  le  pain!  de  croisement  des  Irois  hauleurs  H ,  et  le 
cealre  du  cercle  circonscril  I ,  sont  en  ligne  droite ,  et  la  dij 
tance  du  premier  point  au  second  est  double  de  celle  du  pre- 
mior  point  au  Iroisièmc. 

Aux  points  A  et  B ,  on  élève  respeclivement  des  perpen* 
diculaires  AM,  BM,  aux  côtes  AC  cl  BC  :  elles  se  rencontrent    * 
cûun  point  M  de  la  circonférence  du  cercle  circonscrit  :  la 
droite  MC  est  un  diamètre  de  ce  cercle  i 


[  le  fl 

™1 


donc 

si  on  Ure  IH ,  etc. 


MA=BH  =  2iLi 
BG  =  2GL, 


I   - 


THEOREME  DE  M.  L.  RAABE , 
$ur  trois  cercles  tangents  é  une  droite. 
(Jooniit  do  Crelle,  lomell.  ) 


Tbkorémr  1    Trois  cercles  (^ ,  B,  E  ,  situés  dans  le  mémo 
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[l^  loocheniane  même  droi  te  ;  XetYsont  deux  autres  droi- 
I  II,  daos  le  même  plan  et  formant  on  angle  droit  ;  supposons 
I  ftkê  trois  cercles  se  meurent  parallèlement  à  la  droite  Y, 
I  j^B*à  ce  qu'ils  louchent  la  droite  X,  et  alors  soient  C\  D\  F 
bpositioiis  respectives  qu'ont  prises  les  centres  C ,  D ,  E  ; 
I  |K les  trois  cercles  G,  D,  E,  se  meuvent  aussi  parallèlement 
'  iii  droite  X,  jusqu'à  ce  qu'ils  touchent  la  droite  Y,  et  soient 
CJf^tr  les  positions  des  centres;  en  désignant  par  D,iy,iy' 
b  aires  des  triangles  CDE,  G'D'E',  CV '£" ,  on  a 

D'=:ir  +  D"\ 

Aénofislralîofi.  Prenons  les  droites  X  et  Y  pour  axes  des 
X  et  des  ^  ;  soient  x'^  j  J:^',y' ;  «r'"^'"  les  coordonnées  du 
«entre  C,D,E  et  R^',R"  les  rayons  des  cercles  respectifs , 
la  coordonnées  de  G',D',F  sont 

a:^R•,x^R';y^R^ 

etks  coordonnées  des  points  C",D\E"  sont 

R,yiR'y;RV'; 

MÂiy  =  ax+b  (i)  l'équation  de  la  droite  qui  touche  les 
trois  cercles  C,D,E  ;  on  a  donc  : 

R=  {y'—b)  cos  a—  a:'  sin  a  ;    R'  =  (y'—à)  cos  a— j:"  sin  «  ; 
R"  =  (y—b)  cos  a — x'"  sin  «. 

■  est  l'angle  que  fait  la  droite  (1)  avec  Taxe  des  x. 
On  a: 

2D= xy— x'>'4-xy"-x"y" + yy — y^^ 

2iy =a:'R'-x'R + x"R"— x*"R'+  x'"R-  R'a:' 

2V  =y R  -  r'K  +y"R'  -r "R" +y^'  — y"R. 

Remplaçant  R,R',R"  par  leurs  valeurs ,  on  trouve  : 

iy=:Dcosa 
iy'=~Dsin« 


f 


I 


I 


D'  =  D'*+D'\  C.Q.F.D. 

Remarque,  Tel  est  1c  (héorèrtie  énoncé  sans  démonslralioa, 
et  qu'on  peut  ainsi  généraliser. 

If.  Théorème.  Soient  quatre  sphères  C,il,Ë,F  qui  touchent 
le  méa>e  plauj  et  trois  plans  XY,  XZ,  YZ  rectangulaires^  .^^ 
f^  coupant  suivant  les  droites  X.  Y,  Z  ;  que  les  quatre  sphères  i^ 
se  meuvent  parallèlement  à  l'axe  des  Z  jusqu'à  ce  qu'elles    ^ 
touchent  le  plan  XY  et  soient  alors  C'>D',E\F'  les  positions  des 
quatre  centres  ;  ensuite  parallèlement  à  Taxe  des  Y  ^  jusqu'à 
ce  quelles  touchent  le  plan  XZ  et  soient  alors  C*\ÏJf\E\F^,   A 
les  positions  des  quatre  centres  ;  et  finalement  que  les  sphères   j^ 
se  meuvent  parallèlement  à  laxe  des  X  jusqu'à  ce  qu'elles    | 
deviennent  tangentes  au  plan  YZ  et  soient  C'^D' \E"  ,F''  tes 
positions  des  quatre  centres;  représenlons  par  V,  V',V,T* 
les  volumes  des  quatre  pyramides 

CDEF,  C'D'E'F,  C'D''E"F\  c'^iy'r'r' 
on  aura  V'  =  V"h- V''  + V". 

Démomtration.  Il  est  évident  qu'on  ne  change  pas  les  vo- 
lumes des  pjrainîdes,  en  faisant  mouvoir  les  plans  XY,  YZ,XZ, 
parallèlement  h  eux-mêmes  ^  on  peut  donc  supposer  qu'ils 
passent  tous  les  trois  par  le  centre  C  d'une  des  sphères  ;  et 
prenons-les  pour  plans  des  coordonnées.  On  peut  de  même 
admettre  que  les  rayons  des  sphères  soient  diminués  d'une 
longueur  égale  au  plus  petit  de  ces  rayons  ;  de  sorte  que 
Tune  de  ces  sphères  que  nous  supposons  être  <J ,  se  réduit  à 
un  point,  Torigine.  Les  quatre  pyramides  sont 

CBEF  ;  CD'E'F'  ;  CD^E^'F"  ;  CD'"E"F  '; 
soient  jc\r\z*  ;  j/\y\z'*  i  x'%yr,z^'\ 

les  coordonnées  de  D,E,F , 

et  R,a;R', 
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tanfOQs  des  sphères  ;  on  aura  poor  coordonnées  de 
V  coord.  x',y,R 

F .  .  .  .  y",y",R" 

kflni: 

.»     -  r,      û       »        f  «»  P»  ï  aoRl»  du  plan  avec 

M  _«         .     »i      »  ■    rri        \      les  axes  des  x,^,z  : 

•  a: 

T^.tlfp.  388). 

IcBpiaçant  R,R',R"  par  leurs  valeurs ,  on  troave  : 

V  =  V'C08«; 

Hd(  même 

V  =  V'c09P5V=V"'cosyi 


4nc 


Y«  -^  Y"  _L  Y''*  -i_  Y"'» 


Tm. 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE 

relatif  aux  cordes  des  coniques. 


I.  Théorème.  Si  par  un  point  situé  dans  le  plan  d'une  co- 
nique on  mène  une  corde  sécante ,  et  qu'à  partir  du  point  on 
porte  sur  la  sécante  une  longueur  égale  à  la  corde  intercep- 
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lêc  j  le  lieu  du  piiinl  niiisi  détertiiiné  est  une  courbe  du  quâ-*^ 
irièmc  dt*gré  a^anl  le  poinl  ûxe  pour  centre.  ^ 

Dèmomtration,  Soil  tequaliou  de  la  conique  kû%  lerines;^ 
axes  rectangulaires  et  le  point  fixe  pour  origine  ;  ioil^ 
y  -\~  rx  =  0  l'équatiûQ  de  la  sêcaitte  »  p  étaal  la  longueur  der 
la  corde  interceptée ,  ou  a  :  ►il 

p*  (Ar^—  Br  +  Cr  =  (l  +  r')  (/*— 2/-X  +  ir^)  {t  IV,  p,  592)^  ^ 

i' 

>' 
oup*=  ^^+y  ;  f  =  — "^  î  subslitûanl  ces  valeurs,  il  viefll 

pour  le  lieu  cherche,  après  avoir  Aie  le  facteur  conaraun 

x'+y;  (A>  '  +  BjLy  +  Cxy  =  tx*+  2rj€j  +  ly  (2)  ;      ' 

ligne  du  quatrième  degré  ayant  Torigine  pour  cenirc,  qui  ^ 
est  sur  la  courbe  ou  conjugué  à  ta  courbe. 


DiBcusnùfi. 

V  S\  te  point  est  hors  de  la  conique  ,  la  corde  peut  deve- 
nir nuSle,  et  par  conséquent  la  courbe  passe  par  Torlgine  ^ 
si  le  point  est  dans  l'intérieur,  la  corde  ne  peut  s'anéantir,  eb 
Torigine  est  un  point  conjugué  à  la  courbe; 

2^  Si  le  point  est  sur  la  conique,  alors  F  —  0  ;  ^  =  D' j 
«  =  DE  î  l'^^E^ ,  et  la  courbe  se  réduit  au  système  des  deux 
coniques 

{ Ay  +  Exjr  +  Cx'  +  Dr  +  Ex) 
(A/  -|-  Ujtx  +  Gx'  —  Hr  -   Ex)  ^  0  ; 

ce  qui  est  évident  à  priori  ; 
3"  Si  l'origine  est  au  ceulrc,  alors 
D  ^  E  =  Oî  et  /  =  -  4AF  ;  r  =  — 2BF  i  T^^iCF, 
et  l'équation  se  réduit  à 


A^'+Bxr  +  Cx'+|=0, 
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eoiiqiie  lanblable  et  semblablement  située,  et  de  dimensions 
doubles,  ce  qui  doit  être;... 

Lorsqoe  la  conique  est  une  e41ipe,  Ay^  -f-  hxy  +  Cr*  ne 
prat  jamais  devenir  nul  ;  donc  »  dans  ce  cas ,  la  ligne  du 
futricmc  d^ré  est  fermée  ;  pour  Thyperbolc ,  la  courbe  est 
isfinieet  a  les  mémos  asymptotes  i  et  elle  est  encore  infinie 
yonr  la  parabole ,  et  les  asymptotes  sont  à  Tinfini  ; 

S*  poar  que  la  courbe  devienne  une  lenmiscatc ,  il  faut 
fK  Ton  ait  : 

i=C;  B  =  0;  #1=0-,  /  =  -Z>*î/  =  /jMvoy.  t.lV,p.429); 

Il cooîquc  donnée  doit  donc  être  un  cercle;  on  peut  faire 
pnwr  Taxe  des  x  par  le  centre  du  cercle ,  alors  D  =  0 ,  et 
pirooDséqaeiit  it  =  0,  et  Téqualion  du  cercle  est  en  faisant 
A  =  l, 

/=:-4F=— 6';  r«F-4F  =  a'; 
d'où 

F=ra'  +  A*  ;  F=±=  —,  elle  rayon  du  cercle  =  r  a; 

aîDsi,  selon  une  observation  de  M.  Ghasles,  on  peut  se 
servir  du  cercle  pour  construire  la  lemniscate  par  points;  et 
<\  on  fait  a  =  b  ^  alors 

ainsi ,  la  distance  du  point  fixe  au  centre  du  cercle  qui  sert 
à  décrire  la  lemniscale  de  Bernuulli  est  égale  à  la  corde  du 
quadrant. 
IT  Passant  aux  coordonnées  polaires,  on  a  : 

s'  (A  sin'o  +  B  sin  7  coç  (p  -j-  C  cos»'  — 
=f  cos> -f-2«  wn  î> cos  V  +  /sîn>  ; 

«'galant  le  second  membre  à  zéro ,  on  a  : 

Ans.  DE  lIlTHCM.   V.  3 


—  »  ±  |/«^  —  U      -  n-t^yWL 


lang«p=  ^  ^  ^  , 

or,  lorsque  le  point  Oie  est  hors  de  la  conique ,  FL  est  posi- 
tif; les  deux  Taleurs  de  tang  f  répondent  aux  rajons  recteurs 
passant  par  le  contre  tangenlieUement  à  ta  courbe , 

7*»  En  comparaut  réqualîon  [^)  avec  Téquatioii  (2)  de  la 
page  427  {t.  IV),  on  voit  que  le  lieu  géométrique  ne  peut 
devenir  une  aplanélique  que  lorsque  A  ^^  C  et  B  =  0  j  loule 
ligne  du  quatrième  degré  dont  le  ternie  du  quatrième  deg-ré 
est  divisible  par  y -{- jc\  le  quotient  renfermant  encore 
y  et  x'  avec  les  mêmes  coefficients ,  ei>t  une  aplanélique. 

IL  Théorème.  Par  un  point  situe  dans  le  plan  d'une  €<>- 
nique ,  on  ne  peut  mener  plus  de  quatre  cordes  égales. 

Démonstration,  Prenons  le  point  pournrigîne  et  les  axes 
rectangulaires  i   ^  =  rx  êtiint  l  équation  de  la  corde  et  p  sa 
longueur,  on  aura  >  en  ordonnant  Téquation  (1  )  par  rapport 
à  r  : 
r*  (Ay—  /)  H-  2r^  ( AB/3'  +  «)  +  H"  (By  +  2A(^'—  f— /)  - 

-  '>r  [BCf  +  n]  +  Cy  ^  /  =  0  , 
équation  du  quatrième  degré. 

On  peut  prendre  les  axes  conjugués;  alors  B  =  ô,  et  l'é- 
quation devient  : 

—  ûm  +  cy  —  f = 0  j 
imliien  : 

r^A,  r^  + AV—  A.r+  A,  ^  0. 


il  .  rfitic 


î 


1<>  Ay  —  /^a  ,  lequalion  se  réduit  au  troisième  degré, 
de  même  si  Cy  —  /'=0  ; 
2*  Si  n  :=  0»  féqualion  est  ramenée  au  second  degré  ; 
3*  Si  Ay  —  /  =  C7/  —  l\  Véquation  devient  réciproque 

-     Tm. 
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THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  ÉPIGYGLES. 

Tradoit  4e  falleiiiaRd  de  L.  Raabe  (  Joorn.  de  Grelle,  1. 1 ,  p.  2tS  ). 


1.  Soit  on  oerde  fixe  ;  si  le  cenife  d'un  cerde  se  meut  sur 
k  dramférence  du  ceotre  fixe ,  le  second  cercle  se  nomme 
^iofcle.  Si,  de  plus,  le  centre  d'un  troisième  cercle  se  meut 
nr  la  circooférence  du  premier  épicycle ,  ce  troisième  cercle 
§e nomme  tecond  épicycle ,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  le 
;«+iy«^  cercle  est  le  /i^"^  épicycle. 

Si  ToQ  admet  de  plus  que  le  n^^  épicycle  est  parcouru 
par  un  point ,  il  s'agit  de  trouver  la  ligne  décrite  par  ee  point. 

2.  Noos  désignerons  les  divers  cercles  par  (0),  (1) ....  (n)  ; 
r,,  r, ....  rn+i  sont  les  rajons  de  ces  cercles. 

De  sorte  que  (0)  est  le  cercle  fixe  ;  (1)  le  premier  épi- 
et  de ,  etc. 

Prenons  le  centre  du  cercle  (0)  pour  ongine  des  coordon- 
nées rectangulaires  jc^  y^z. 

Soient  /i» ,  n^^  n^,  ....  n^ ,  les  inclinaisons  respectives  con- 
stantes des  cercles  (0) ....  (/i  -f-  i)  sur  le  plan  des  xy\ 

^•)  ^.  >  ^«?  ••  •  ^nt  '^  angles  constants  que  forment  les 
traces  de  ces  plans  sur  le  plan  xy^  avec  l'axe  des  x  ; 

>o,a, ,  a, ,  ....c^,  les  angles  variables  de  ces  traces ,  à  une 
époque  donnée ,  avec  les  rayons  allant  aux  centres  mobiles 

^, '•.,••'•«» 

Enfin ,  JTo ,  ^o  »  2^0  j  j:.  ,  j^, ,  2. ,  les  coordonnées  des  centres, 
extrémités  de  ces  rayons. 

3.  Les  formules  de  la  trigonométrie  sphérique  donnent  : 


J^o  —  ^^  [co3ff<,  cos  k^  +  siii  ^^  sin  k^  cos  /i  J , 
^0  =  ''o  [œs  oTo  sin  A:„  —  siu  :r^  cos  ^^  CO*rt„]  , 

^\ — jo  ="  ^i  [cosa,  cos  A:^  +  sin  a,  sin  A,  cosfi,  ] , 
y.^ya  =  r^  [cos  a,  sîD  k^  —  sin  ?.  cos  A-,  cosn,] , 
s,  — s,  =r,sinff.sin/i,, 
clc. 

Faisons  : 


tangAt  = 


COl^f 


sma,  = 


COS^^i 


cotrtf  '  "       sinAf  ' 

s  ayant  les  valeurs  depuis  5  =  i  jusqu'à  5  =  n  , 

_.  lang*,       .  sinXv 

tangB,  =  — ;    sia^,  =  ^— -  ; 

^  cosjï,  sinBi 

tangCi  =  0,  sine,  =  sin//f  . 

On  déduit  de  ces  équatioDs 
a\,  ^  r^sinao  sin  (A^  -f-  Oo)  +  r  sin  a,  sin  (A.  +  a,) .. ., 

..,.+r^Silia,8i0(A„  +  aJ, 

Changeant  a  en  ^  et  A  en  B ,  on  a  la  valeur  de  y^ ,  chan^eanl 
a  en  c  et  A  en  G,  on  obtient  la  vaJeur  de  s„. 

4.  Soicnl  V^,,  V,,  V, ..  .  les  vitesses  de  f\^  /, ,  r  .,., ,  et 
V„  la  vitesse  du  point  dans  le  dernier  épicjclc  ,  on  aura  î 


V. 


dt 


V. 


dat 


si  les  mouve- 


faisant  „^,  =  -    _.  il  vient —=  ,^. -^ 
ments  sont  uniformes,  gt  est  constant,  cl  Ton  a 

Bj  étant  la  valeur  de  a,  el  simultanée  à  celle  a». 
Substiluanl  ces  valeurs  dans  celles  de  x^^  jk^,  ï„,  il  vienl  : 


I 


(1) 
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+  r,ma,  m  (A.  +  ?,+g,c^.) 

+  résina,  rin(A,+  P.+^.«o) 

^^  =  Tp  sin  *•  sÎD  (B,-(-  ûto) 
+  r.Mn6.8m(B.+  p.+^.0 

+  r,fiD6sin(B,-f  p,+^,a.) 

z^  =  /••  «ne.  sin  (C^+  «o) 

r,sinr.sln(C,+  l3.+^.,,) 


4-  r,  sin r,  wn(C,+  P,+^.«.) 

fn  réUmioation  de  a»  on  obtient  les  équations  des  projec- 
tions de  la  ooarbe  décrite  sor  les  plans  coordonnés. 

OtbervaHon.  Lesqnantités  C»,  C. ,  C, ....  sont  nulles,  el  ne 
9ont  introdoites  que  poor  la  symétrie  des  formules. 

5.  l*'  cas  partieulier  (*).  Soit  gt  =  i'f  s  quelconque. 

Faisons: 

A=r«nnâ«sinAo-fr ^ina.sin(A,4-p,)+....r^8in^x^sin(A^+Pj9 

A'=r.«naoCOBAo+r,sina,cos(A,+p,)-f....r^sin^ï^cos(A^+PJ. 

Changeant  a ,  A  successivement  en  ^  et  B  et  ensuite  en  c  et 
C,  on  obtient  B ,  B' ;  C,  C.  Ainsi  i*on  a  : 

x^  =  A  cos  a„  -f"  A'  si  n  «0  » 
jr^  =  BcosooH-  B'8in«o  i 
z^  =  Gcosao  +  Csinso- 

EUminant  a,  et  faisant  A*+  A"  =  D^  BA  +  A'B'  =  D»E  ; 
CA  +  A'C'  =  PD';  A'B  +  AB'  =  FD';  A'C  +  AC  =  E'D% 
il  Tient ,  en  supprimant  Tindice  n  : 


")  Celle  MppotitioD  ref ient  à  dire  que  les  TiteHen  det  eentrei  font  propor> 
(  i«i  rtyMit  des  épicjclef .  Tm. 


Faisant  tourner  le  plan  ^ry  autour  de  Taxe  des  x  d'une 
quantité  y  ,  et  prenant  ce  plan  pour  celui  des  j^  y\  et  les 
nouvelles  coordonnées  étant  toujours  rectangulaires ,  on  a  : 

a-  =^  j:'  ;  X  =y cos tf  +  s'sînf  5  z  =  s'coSîp  — j^'siu f . 

Les  équations  de  la  courbe  deviennent  : 

y  —  x'  [E  cos  ?  "  E'sin  ç]  ±  (Fcos^p  —  F'sin  ç)  \/d'— :r'% 

ï'=  jc^  [E  sin  f  +  E'cos  ç]  ±  (Fsin  f  +  F'cos  f)  KD'—  jt'". 

Faisons  Fsinf  +  F'cos  f  ^  0,  î?  est  réel  ;  posant  F*f  F"=G , 
EF  +  ET^=  GI ,  ET  —  F'I  =  G'I ,  il  vient  : 


ainsi  la  courbe  est  plane. 

Faisant  tourner  Taie  des  x'  d'une  quanUté  4^,  dans  le  plan 
des  j^z\  on  aora  : 

-r*  —  jr"cos 4^  +  s"sin  +  î  y=y  ;  ='=  z"cos4'  — ysin^*  ^ 

doù 

„^     (i-rtang4)[iyzbGt^D-(r+G-)-y--     ^ 
'^       [cos^Kl  -  rtang^^)  +  sin^î^  (I  +  taug^^)]  (r+G*)  ' 

1  — îlang  ji 
Faisons  taog4-  +  F  =  0  »  el  D'  (!"+  G')  s=  K', 

I  \/T+F^  L  tF4-  G')  ;  G  ]/{r+f)  =  M  (r+  G')  ; 
un  a  pour  équation  de  la  courbe  : 


Faisant  lourner  laxe  des  jc"  d'une  quaotilè  e ,  dans  le  plan 

de  jc"y\  on  a  : 

.r'"=;r'"cos9+ysinD, 

y"=:j^''coso-/"siwe. 


-3©  — 

^  9L 

eibinnt 

KM  KM 


QQ  a  finalement  : 

ellipse  ayant  aeib  pour  demi-axes  principaox. 

Noie  du  traducteur.  Prenant  les  valeurs  de  sina  et  cosa 
dans  les  valears  de  x  et^,  et  les  substituant  dans  celle  de  z , 
on  a  une  équation  linéaire  entre  les  coordonnées  Xyy^z\ 
donc  la  courbe  est  plane.  Or  la  projection  sur  un  plan  des 
coordonnées  est  une  ellipse  (  wÀr  lemme ,  p.  191  ]  ;  donc  la 
courbe  dans  l'espace  est  une  ellipse. 

9r*  coê.  Si ,  conservant  les  données  précédentes ,  on  sup- 
pose qae  tous  les  cercles  sont  dans  le  même  plan ,  alors 

/i^  =  0-,  *,=0, 

et  on  trouve  pour  Téquation  du  dernier  point  mobile  : 

x=Nco8<To  +  N'sina,;     N=r,+r.cosp.+  .  .  .  r^COSp^ 
jr=r— N8in</o— N'cos«o    N'=        r,sinp,+  .  .  .  r^sinp^ 

d'où  l'on  déduit . 

équation  d'un  cercle. 

3"«  coi.  Si, conservant ^,  =  0;  onasoit  A  =  B  =  C=0;. 
oobien 

A'  =  B'  =  C'  =  0; 

en  encore 

A=A';B  =  B'-,C  =  C'i 


p 


—  40- 

la  ligne  décrilc^par  mouvement  de  va-el-vienl,  esl  une  droite.     ^ 

6.  La  Ihéorie  des  épicyclos  était  iodispensablc  aux  an-      J 
ciens.  Nous  allons  d'abord  exposer  ieur»  hypothèses  sur  le      ' 
système  planétaire,  et  ensuite  nous  chercherons,  d'après  la 
théorie  que  nous  venons  d'expo»er,  si  ces  hypothèses  peu- 
vent tenir  lien  de  la  réalité. 

L'opinion  des  anciens  était  :  la  terre  est  en  repos  au  centre 
du  monde  ;  toutes  les  planètes  tournent ,  le  soleil  coroprtSj, 
décrivent  des  cercles  ,  autour  de  la  terre  comme  centre. 
Mtoi*  avec  l'élat  des  instruments  d'alors,  les  hypothèses  ne 
s'accordaient  pas  avec  les  observations,  mais  partie  par 
prévention  pour  les  mouvements  circulaires,  partie  aussi 
pour  donner  une  application  plus  claire  des  rétrogradations 
des  plan  êtes,  ils  imaj^nnérenl  un  second  cercle,  dont  le  centre 
se  mouvait  sur  le  premier  cercle ,  et  tandis  que  la  planète 
elle  même  se  mouv^iît  dans  ce  second  cercle,  qu'ils  nommaient 
épicycle. 

Cette  hypothèse  ne  salisratsant  pas  encore  aux  observa- 
tions, its  donnèrent  à  la  terre  une  position  excentrique  dans 
le  premier  cercle  -,  ce  qui  revient,  comme  on  sait  ^  à  laisser 
la  terre  au  centre,  et  à  faire  mouvoir  la  planète  ^ur  un  se- 
cond épicycle  ,  il  y  t^u  a  même  qui  adaptèrent  un  (roisième 
épicycle  .  et  on  |>ouvaît  multiplier  ces  cercles  indéûnlment  ; 
mais  tous  ces  cercles  étaient  toujours  supposes  dans  le  même 
plan. 

Pour  comparer  ces  hypothèses  avec  la  réalité,  nous  de- 
vons d'abord  rapporler  les  formules  relatives  aux  mouvc-» 
inents  géocen triques  des  planètes. 

Fixons  l'origine  des  coordonnées  rectintgulaires  au  centre 
du  Hdeil ,  et  prenons  rorhite  terrestre  uu  réclipliquc  pour 
plau  xy  ;  et  ptiur  axe  des  .r  la  lii^^no  des  ucpuds  de  îa  planète 
que  Ton  considère  cjrame  ayant  pour  coordouuéos  .r,j  ,l  , 
cl  soient  X,Y,  les  coordoimèts  de  la  terre;  r  et  R  les  rayons 


-  M  - 

mifïïn  de  la  planète  et  de  la  terre  ;  u  et  U  les  angk  s  de  r 
vcc  fase  des  or  et  de  R  avec  la  ligne  éqainoxiale  ;  n  incli- 
WÊKm  de  Forbite  ;  K  la  longitnde  du  nœud  ascendant  ou 
Fagie  de  Taxe  des  t:  avec  la  ligne  équinoxiale  ;  on  a  donc 

jc  =  rcosu  X=Rc09(U  — K) 

^=r8inttC0Sii     Y=Rtm(U— K) 
s  =  r8iniisinn 

tmiportant  Torigine  au  centre  de  la  terre,  et  appelant 
r'^/yx'  les  ncovdles  coordonnées  de  la  planète ,  on  aura  : 

jr'  =  roOBtt—        Rc08(U— K)\ 

y  =  r  sin  u cos  n  —  R  sin  (U— K)  >       (2). 

s'  =  rsinusin/i.  j 

Mm  la  planèle  et  la  terre  décrivant  des  ellipses ,  Ton  a  : 


1— C08<i«— A)  '         I  —  Ecos(U  —  H)' 

/.  €^  À,  F,  E,  H  sont  des  quantités  connues  ;  éliminant  cntic 
epsdnq  équations,  r,  R,  u,  U,  on  obtient  une  équation  entre 
les  trois  inconnues  x',  y,  z'  ; 

Noos  concluons  de  là  que  les  lieux  géocentriques  des  pla- 
nètes se  trouyent  sur  une  certaine  surface  courbe.  Si  on 
Toolait  donc  substituer  les  équations  (1)  des  §  4  aux  équa- 
tions (2),  pour  déterminer  les  lieux  géocentriques  des  pla- 
nètes j  c'est-à-dire ,  si  on  voulait  se  servir  d*un  mouvement 
épîcjdiqiie  au  lieu  de  celui  qui  a  réellement  lieu  autour 
du  soleil  y  mais  vu  de  la  terre ,  alors  les  considérations  pré- 
cédentes, montrent  qu'une  telle  hypothcsc  ne  peut  sub- 
sbter. 

Le  mouvement  apparent  du  soleil  pourrait  se  remplacer 
par  un  mouvement  épicyclique  ;  car,  le  soleil,  tu  de  la  terre, 
se  meut  suivant  une  ellipse  ;  mais  Thypothésc  adoptée  par 
les  anciens,  que  tous  les  lercK  s  sont  dans  un  même  plan,  ne 
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peut  produire  que  le  cercle  el  exclut  rdlipse  ^  ainsi  les  fijpcH 
lliêscs  épicy cliques  ne  peuvent  naéme  servir  à  expliquer  l^^t 
mouvement  apparent  du  solciL  à 

Note  du  traducteur.  Celte  dernière  rtiison  est  applicable 
aussi  aux  autres  planètes ,  et  suffit  pour  exclure  rhypolbèse  J 
épicyclîque  ;  car  la  première  raison  que  donne  fauteur  ne  f| 
me  paraît  pas  concUiantc  ;  de  ce  que  la  trajectoire  géocen-  ^ 
trique  se  trouve  sur  une  surface  de  degré  quelconque  ,  il  |^| 
ne  s'ensuit  pas  qu'elle  ne  puisse  être  une  ellipse. 


j! 


NOTE  ? 

Sur  la  détermination  du  rapport  de  la  circonférence  au  diai-  ^ 
mètre,  par  la  méthode  des  inopériméfret. 

\ 

FAa  M,  JUBÉ  (  Euasiffs  ) ,  i 

E^ofetieor  do  outliéiiiatUiue»  spècitles  au  coik'i^e  rojfal  de  S^int-Oiaicr. 


li 


1 


Quand  un  cherche  à  déterminer  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre  par  la  méthode  des  isopérimétres ,  il  me 
setnhle  qu'on  arrive  plus  promptemenl  à  une  approximatiOD 
donnée  que  lorsqu'on  emploie  la  méthode  des  périmètres  ou 
celle  des  surfaces. 

On  reconnaît  d'abord  intimédiatemcnt  que  b  circonférence 
qui  est  égale  au  périmètre  d'un  polygone  régulier  donné  a 
son  rayon  compris  entre  ceux  des  cercles  auxquels  le  poly- 
gone peut  être  inscrit  et  circonscrit. 

Soient  r,R  ïes  rayons  des  cercles  inscrit  el  circonscrit  à 
un  polygone  régulier  Acp  côtés,  et  égaux  chacun  à  A  :  ceux 


-*3- 

kfijtooe  régulier  de  même  périmètre,  dont  le  nombre 
èicMèsetI  double ,  seront,  comme  on  sait , 


/-=i(»+r),R'=l/Ry, 


émmajok  de  oes  formules  on  peat  calculer  les  Taleurs  de 
«nyoDi  pour  on  polygone  régnlier  isopérimètre ,  ayant 

I  f/cftlés.  Nommons  les  r^,R^. 

I  A  nesnre  que  le  nombre  des  côtés  augmente ,  les  rayons 
èi  œrdes  inserits  augmentent ,  et  ceux  des  cercles  circon- 
ails  dîminaent  ;  on  voit  en  outre  que  les  polygones  ayant 
èiangles  de  plus  en  plus  grands,  et  des  côtés  de  plus  en 
)Ib  petits ,  s'approdient  de  la  circonférence  qui  leur  est 
«périmètre. 

£b  nommant  p  le  rayon  de  celle-ci ,  on  aura  toujours  quel 
fie  soit  n,  R^>>p>>r^.  Mais  on  peut  prendre  n  assez  grand 
foat  que  B. — r^  soit  plus  petit  que  toute  quantité  donnée. 
ùtëa  représente  le  côté  du  polygone  régulier, 

I^'n  — '•'•=Y' 

d'où 


expression  dont  le  numérateur  a  pour  limite  0,  et  le  déno- 
■anatear  8p. 
Quand  on  inrendra  R.  ou  r^  pour  valeur  de  p ,  Terreur 

coBonae  sera  momdre  que  -r^ ,  et  comme  a  =  ^y 

pour  a^oir  une  approximation  à  moins  de  — ^ ,  il  faut  que  n 
satisfasse  à  la  condition 

^'     <-. 


a-.4(R,+o  - 10- 


£o  donnaDt  à  n  cette  valeur ,  on  sera  certain  d'avoir  daos 
Tévaluation  de  p  les  rn  —  i  premiers  chiiTres  exacts^  et  le 
m^  faiilif  au  plus  d'une  unité.  Pour  avoir  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre,  il  faudra  diviser  le  demi-pèri- 
mètre  3  par  cette  valeur  de  p,  et  on  sait  qu'alor*  le  quotient 
a  autant  de  chiffres  exacts  qu'il  y  en  a  dans  p.  Le  rapport  ^ 


Pour  arriver  à  cette  approximation  il  aura  doue  fallu  con- 
sidérer n  polygones  outre  le  premier.  Ce  nombre  est  infé- 
rieur à  celui  que  donne  la  mélbode  des  périmètres  ou  telle 
des  surfaces  {roir  page  160  »  tome  IV) ,  et  en  outre  les  for- 
mules auxquelles  conduisent  ces  dernières  méthodes  sont 
moins  commodes  à  calculer  que  celtes  dont  nous  avon;^  fait 
usage. 


NOTE 

Sur  une  question  géométrique  de  maximum. 


FAA  M.  A.  TAOiUBinrjB, 

licencié  éi  scienc«fl. 


t.  On  a  ijig.  9)  deux  poraltètei  J^ ,  et  deux  points  ^sitaés 

kn  de  ces  parallèles  ét-âe'côCéii'ilifléretitB  ;  on  demande  de 

moTer  le  plus  oosrt  chemin  de  A.  en  B ,  pur  une  ligne 

brisée  AMNB ,  telle  que  la  portion  MN  interceptée  entreics 

deux  parallèles  soit  donnée  en  direction.        "-    .  - 

Puisque  la  portion  MN  est  donnée  en  direction  péir  Tmigle 

V  qu'elle  fait  avecles  pârtllèles^  elle  l'est  àtissî  eu  ^ndèàr, 

A      '  ''PO 
f(  nous  pouvons  |^sçrMN=a<s.  Si  on  projette      sur  p,^, 

*«     ,  en  posant  A'M  =.  a: ,  il  suffira  de  trouver  cr  pour  ré- 

Modre  la  question  :  si  on  pose  NB'  =r^^  et  qu'on  prenne  x 
pour  variable  indépendante,  y  fen  sera  iioc  fonction.  On  con> 

La  question  revient  à  chercl^f  r  le  minimum  (elle  ne  com- 
porte pas  évidenmient  de  maximum)  de  AM.-|n|fjQ,  pniacyie 

MN  est  constant,  on  4c  la  fonction  l/fj'+x*  +  |/y'+^\ 
Il  s'agît  de  trouver  y  en-foêetiotf  do  j:,  on  une  relation  entre 

Or,  dans  le  trapèieMB'NA',  une  relation  connue  donne 


Qslt  A'B'  =  6  ;  et  Ton  peut  poser      ,  _  ' 


—  i6  — 
d'ailleurs 

NT'  =  iC  4.x'— 2ax  cos  V , 
el  en  subslitaaDl  »  il  vieni 

^^+ Z^*  =  2a*  +  x' +y  — 2  (-t'+ j)  acos  V  +  2xr , 
d'où  l'oQ  dédait  aisément  ^ 


(1)  ^+J  =  'ï  cos  V  ±  Ko*— a'sin'  V, 

relation  cherchée  entre  x  çXy. 

On  sait  d'ailleurs  que  pour  trouver  le  Diaxinautn  de  ] 
quand  on  ^f\x^y)  =  0,  et  que  x  est  variable  mdépenda 
il  faut  égaler  à  0  la  dérivée  totale  de  la  foncliou  F  ^  élimiaer  i|| 

dy 


!ndanle,*7' 


'•2 


~  entre  féqualion  qui  en  rf*siille,  cl  la  dérivée  totale  de 
dx 

fonction  f  qui  est  identiquement  nulle  j  ce  qui  donne  une  \  \ 

nouvelle  relation  entre  x  et  j^  qui,  jointe  à  la  première,  ■ 

peut  servita^  détjBrïiiipfîr  les  variable.,  ^  ^,,  ,y.  ^^      ,^  ^ , 

Ici  :     f 
'.tf>ii  aura  donc: 


Vx^+P'    Vy^q'  ^"^ 


==0, 


d  ailleurs  en  dilTérentiant  (1),  on  obtient  : 
cl  la  nouvelle  relation  est  alors 

X 

Au  lien  de  cherc|içr-le^.  valeurs  de—  au  luojea  des  équa- 
tions (!)  et  {3y,^ii  remarque  qoe ,  st  on  élève  au  carré,  on 
aura: 


Apiicoo  a 


—  M- 
p      x_\/x''+p\ 


q    y    ]/y+J^ 

H  ptr  conséquent  les  triangles  |    ^^  sont  semblables ,  ce 

qoî  nécessite  le  parallélisme  de  AM  et  de  NB. 
n  est  d'alUears  facile  de  trouver  nuiinterianr  j:  et  ^^ ,  au 

■ojen  de  —  =s^ ,  et  de  l'équation  (Ji), 
^       H. 

S.  La  question  peut  se  résoudre  sans  caScnl.    * 

PioblAvb  I.  Gitastmîre  un  paralléMgràninie  dont  on  con- 
irit  deax  sommets  opposés ,  et  Ton  des  cAlès  enf'grandear  et 
Cl  difcction. 

En  menant  par  chaque  sommet  une  droite  indéfinie  paral- 
lèle à  la  direction  éonliée,  et  portant  sur  eette  droite  dans 
les  denx  sens  la  longuenr  donnée  h  partir  dn  sommet,  on 
sna  quatre  parallélogrammes  équivalents,  non  superpo- 
MAIes,  satisfaisant  à  ia  question. 

Théorème I.  Si  on  coupe  un  parallélogramme  ABCD(/Î9. 10) 

par  deux  droites  parallèles ,  Vunc  des  diagonales  KL  du  pa- 

rallélogramnie  d'intersection  I  KM  L ,  est  parallèle  aux  côtés 

\B 

_^  y  SI  toutefois  AB  est  égal  à  la  longueur  QR  inscrite  entre 

PO  'j 

les  parallèles  1^,  parallclemënt  a  AB 

PQ    .  .'  ■         /  . 

En  effet ,  si  KjL  n'éUit  pas  parallèle  à  AB ,  en^menant  KG 
parallèle  à  AB,  on  aurait  KG  c=AB,  mais   •  .  ^ 

KHrsQRsAB,    . 
ce  qui  serait  absurde. 

PO  • 

PaoBLÉMB II. Étant  donncM^  deux  parallèles  ,j!:,(/{9. 11),  et 


lieux  points      de  cMés  difTérents  en  dehors  de  ces  parallèles . 

on  peut  toujours  mener  de  A  co  B  un  chemin  brisé  AMNB, 
de  façon  que  la  portion  MN  interceptée  entre  les  parallèles  , 

AM 
ait  une  direction  donnée,  et  que  les  portions         soient  pa- 
rallèles. 

Par  A  on  mène  AD  égale  et  parallèle  à  M'N' ,  par  B  on  ^ 
mène  BC  égale  et  parallèle  à  M!N  ;  d'après  le  théorème  I ,  cb 
MN  est  égale  et  parallèle  à  MN' ,  et  le  chemin  AMNB  satis- 
fait à  la  question ,  en  vertu  da  problème  I ,  il  y  aura  deux 
chemins  satisfaisant  à  la  question  :  c*est  d'ailleurs  ce  qu'in- 
dique la  solution  analytique.  ^ 

Mais  de  ces  deurcbemins  »  le  premier  AHfNB  va  du  point  A 
à  la  première  parallèle  PQ ,  et  du  point  B  à  la  deuxième  VQ\  ^ 
le  second  AM"N''B  va  du  point  A  à  la  deuxième  parall^  VQ\  ,g 
et  du  point  B  à  la  première  PQ.  , 

Les  deux  autres  parallélogrammes  du  proUôme  I,  ayant  , 
AB  pour  un  de  leurs  cùics ,  ne  peuvent  satisfaire  au  pro-  . 
hlème  actuel. 

Théorème  IL  Tout  chemin  brisé  AMNB  tel  que  MN  ait 

AM 
une  direction  donnée,  et  que  ^    soient  parallèles ,  est  plus 

court  qu'un  chemin  brisé  AM'N'B,  dont  la  portion  MN'  a  la 
direction  de  MN. 

En  effet,  menons B6 (/tgf.  12)  égale  et  parstllèle  à  M'N',  le 
chemin  AM'GB  est  égal  au  chemin  AM'N'B.  MG  étant  dès 
lors  parallèle  à  NB ,  est  le  prolongement  de  AM ,  et  le 
chemin  AMGB  ât  égal  eu  chemin  AMNB.  Or  AM6B  est 
évidemment  plus  petit  que  AM'GB,  co  qu'il  fallait  prouver. 

Note.  Il  serait  inté^ssant  de  résoudre  ce  problème ,  qui  a 
une  application  dans  la  dioptriquc,  ponr  un  système  quel- 
œnque  dq  droites.  Tm. 


-  w- 


NOTE 
Swr  ta  résoluiian  des  équations  triganométriques. 


TABL  M.  ovnuav , 

Aoeieo  élév^  de  l'École  nornule. 


1.  £a  cherchaot  Tune  des  lignes  trigonométriques  de  l'arc 

-,  en  fooclion  de  la  même  ligne  de  Tare  a,  n  étanl  un  nombre 

r,  OD  est  conduit  à  résoudre  une  équation  du  degré  n  au 

\  i  cependant  une  seule  racine  de  Téquation  convient 

'  la  n«  partie  de  l'arc  donné  a.  Comment  distinguer  cette 

)  pour  ne  s'occuper  que  de  sa  détermination  ? 

On  peut  observer  la  règle  suivante ,  évidemment  appli- 

criile  à  toates  les  lignes  trigonométriques. 

324o 
Sqiposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  le  sinus  de  — — ,  con- 


le  sinus  de  324o. 

Une  discussion  connue  nous  apprend  que  les  racines  de 

réqoatioo  da  neuvième  degré  à  laquelle  on  parvient ,  sont 

lessinos  de  neuf  arcs  formant  une  progression  arithmétique 

324''  2fr 

dont  le  premier  terme  est  — —  =  36^,  et  la  raison  —-  =  40*. 

Ces  arcs  sont  donc 

36%  76%  116%  156%  196%  236%  276%  316%.356'. 

Je  les  ramène  au  premier  quadrant  ;  ce  qui  donne  pour 
leurs  sinus 

Akh.  di  Matdém.  V.  k 


Il 
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sin  36*  ;    sîn  1 66""=    sinâ4''  ;    sin  276'':=— sin  84*tfi 

8în76%-    sinl96*=:— siDl6*  ;    sin  316*=r-sio44*te 

sin  1 1 6*=s8in  64''  ;    sin236''=— sin  be^"  ;    sin  356''=-*sin  4*.  K , 

Ce  tableau  fait  voir  que  Téquation  du  neuvième  degré  dm! 

avoir  dans  notre  exemple  quatre  racines  positives,  dont  Tune 

324' 
est  le  sinus  de  — -  ou  36*".  Cet  arc  est  le  deuxième  dansl'ordre  ni 

•f 

de  grandeur  parmi  les  arcs  du  premier  quadrant  qui  cor-  g| 
respondent  à  ces  racines.  On  calculera  donc  pour  sin  36"^  la 
deuxième  des  racines  positives  de  Téquation  trouvée  et  sépa-  . 
rées  dans  Tordre  des  grandeurs  croissantes. 
II.  Prenons  pour  deuxième  exemple  la  recherche   de  yi 

tang.  7  en  fonction  de  tang.  a.  On  arrive  à  une  équation  da  i 
6 

sixième  degré ,  dont  les  racines  correspondent  à  six  arcs ,    * 

formant  une  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme   , 

est  ~ ,  et  la  raison  •-  ou  30^ 
6'  6 


Soit 


rt  =  306%^=5r 


Les  arcs  indiqués  sont  ici 

51%  81%  111%  141%  171%  20r. 

Je  les  ramène  au  premier  quadrant  ;  ce  qui  donne  en  con- 
sidérant la  tangente 

tg.Sr;     tg.  14r=— Ig.  39* 
tg.81%     lg.l7to=— tg.   9^ 

tg.  iir=— tg.69%   tg.20i«=    tg.2r. 

Ce  tableau  nous  apprend  que  Téquation  trouvée  du  sixième 
degré  a  trois  racines  positives,  et  trois  négatives.  Les  trois 
racines  positives  correspondent  aux  arcs ,  dont  la  tangente 


-  51  — 

Rchaige  pas  de  ftigne,  quand  on  les  ramène  au  prenoiier 
fMlnnt.  51*  est  Van  de  ces  arcs ,  et  il  est  le  deuxième ,  par 
mkt  de  grandeur,  parmi  les  arcs  du  premier  quadrant. 
M  obtenus  ;  sa  tangente  est  donc  la  deuxième  dans  Tordre 
I  èi  grandeurs  des  racines  positives  de  Téquation  du  sixième 

ni.  La  méoie  méthode  sert  à  déterminer  la  racine  oonve- 

3 
■He  dans  les  questions  de  ce  genre.  Trouver  cos  ;-  a ,  con- 

■iauitoosa. 
Je  vais  indiquer  d'abord  la  marche  à  suivre  pour  trouver 

féqoatioo  do  problème.  Soit  posé  cos  3  -  =  j:. 

Ob  a  d*abord 

cos  3a  =  4  cos'a  —  3cma=sb\ 

Oê  emploie  ensuite  la  formule  de  Moivre  qui  donne  cos  la 

m  fanction  de  cos  a  ,  ou  bien  oos  a  en  fonction  de  cos  -  ; 

7 

oaaainsi  one  équation 

^'«/(x).  (1) 

èi septième  degré  en  x,  et  dont  toutes  les  racines  sont  réelles. 
Eb  répétant  une  discussion  connue ,  on  trouverait  que  ces 
ndnes  correspondent  à  sept  arcs ,  formant  une  progression 

arithmétique  dont  le  premier  terme  est  — ,  et  la  raison  -^. 


;  de  bien  remarquer  que  le  cosinus  b'  est  le  cosinus  de 
3a,  ou  de  2nn  dti  3a. 
Soit 

7  7  7 

Les  sept  termes  de  la  progression  arilhmelique  indiquée 

iOQt: 


!26\  17r  ?,  228»  ^,  280"^,  33 1"*^,  383*  -,434*  -. 

Je  les  ramène  au  premier  quadrant ,  et  je  trouve  en  i 
sidérant  le  cosinus 

005  126"    =  — COS54" 


cos  177*^-=- 

7 

-cos  2^- 

COS228* -=- 

7 

6 

-C0S4S''- 

cos  280^  ^*  = 

5 

COîi79* 

7 

5 
cos  331"-  = 

7 

cos2r- 

cos  383"  -  = 

7 

€08  23*=^- 

cos  434**  -  = 

4 

cos 74"-, 

I 


L'équation  b'  ^f  (x)  a  trois  racines  négatives  t  et  qu 
posiliv<"s  ;  le  cosinus  de  Và^  est  une  des  premières  ,  ta 
petite  des  trois  en  valeur  absolue;  on  séparera  donc  les 
ci  nés  négatives  de  T  équation ,  et  on  calculera  la  plus  pi 
des  trois.  ^ 

It  peul  arriver  dans  un  pareil  calcul  que  rexpressio 
Tare  muUipte  ma  ^  coutienne  sous  un  radical  carré  la  1 
trîgonoméirique  de  Tare  simple  a. 

Soit,  par  exemple^  a  trouver  sm- —  étant  donne  i 


im 


—  peut  toujours  être  supposée  irréductible  \ .  Il  peut  se 


senler  trois  cas  :  f*  m  et  n  impairs;  ex.  :  -a,  T  m  im| 

5  4a 

n  pair  i  ex.  :  -  a.  3*  m  pair  et  n  impair  i  ex.  :  —, 
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5 
1*  cûi.  Troayer  sin::^  connaissant  sina  =  b. 

7 

On  calculera   s\n5a=i/(b)i=b'  d'après  la  formule  de 

IVoiTre.  Pais  on  emploiera  celle  qui  donne  sina  en  fonction 

a  a 

k  sm— ,  en  observant  que  5-  est  le  7*  de  5a.  Si  donc  on 

pose  Sa  =  a',  le  problème  proposé  revient  maintenant  à  ce- 

faii-ci  :  Connaissant  sin  a'  =  b\  trouver  sin  -• = a*. 

7 

L'équation  da  problème  sera  du  T  degré. 

La  discuasion  se  ferait  absolument  comme  pour  ~.  Les 

7 

racines   correspondent  à  7  arcs  formant  une  progression 
arithmétique  dont  le  premier  terme  est  —  et  la  raison  •--. 

5a 
2*  au.  Trouver  sin —  ,  étant  donné  sina. 
6 

Le  calcul  de  sin  5a  en  fonction  de  sina  par  la  formule  de 
MoiTre  ne  donne  qu'une  valeur  b*;  en  employant  cette  va* 
leur,  toujours  d'après  la  méthode  de  Moivre ,  pour  trouver 

stn-—  ,  on  arrive  à  une  équation 

du  t2*  degré.  La  discussion  servant  à  déterminer  les  arcs 

correspondants  aux  racines  se  ferait  comme  pour  -  ;  il  suffit 

d'obscrrer,  en  posant  5a  =  a',  que  connaissant  sin  5a,  ou 

ùna^=zb\  on  cherche  sin-—. 

6 

4 
3*  coi.  Trouver  sin  -  a ,  connaissant  sina  =  b. 
7 

On  cherchera  d'abord  sin  4a  au  moyen  de  la  formule  de 

Moivre  : 


na4<z^4siii«zcos*<i  —  Ssia^^costt , 
=  (*  sin  a  —  6  siii'rt)  cosa , 

—  ±  \/i  —  sin'rf  (4  sîna  —  6  sin'a)  ; 


ou  bien 


sin 


4a  =  ±:  (/l  —  ^"  [*i'  —  6^')  —dzb\ 


s 
I 


Paur  coiilînuer  le  calcul ,  î1  faudra  einployor  succf^ssire^ 

i         « 

ment  runeel  l'aulre  de  ees  valeurs  pour  trouver  sin-4a, 

d'après  la  formule  de  Moi vre,  qui  donne  sina  en  fonctioD    ^ 

de  sin  —  ;  nous  aurons  : 

7 


(S) 


I 


I 


que  nous  pouvons  réunir  en  une  seule  : 

On  voit  facilemenl,  par  l'aJgèbre ,  que  leséqualions  (1)  et 
(2J  ont  toutes  leurs  racines  différentes,  à  moins  que  bne 
soit  0.  Nous  allons  vériûer  cette  circonstance  par  la  discus- 
sion des  formules  trigonométriques ,  laquelle  nous  apprend 
aussi  que  chacune  de  ces  équations  a  toutes  ses  racines  réelles* 

En  ctîet ,  nous  avons  : 

f»'==sin4fli     — /»'  = — B\nia=sin( — 4^)^ 

Parcon^quent  toutes  les  racines  de  (1)  correspondent  aux 
arcs  des  deux  formules  suivantes  t 


7  7  7  7 


celles  de  (2)  aux  arcs  des  formules  suivantes 


—  4a        2A:iT       ia       (^A^  +  t)^ 


(*) 


(P) 
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k  ne  fi^ai  pas  la  discassioD  qui  apprend  que  tous  les 
nsdes  formules  (a)  ont  mêmes  linns  que  7  arcs  formant 
?  progressioa  aritbmétîqac  dont  le  premier  terme  est 

7.  et  la  raison  — .  De  même  pour  les  arcs  de  la  formule  (P). 

ieTiîssealeaient  montrer  que,  pour  des  valeurs  qaelcon- 

fMi  de  a ,  les  7  arcs  de  la  première  progression  ont  des  sinus 

MÊrents  de  ceux  des  7  arcs  de  la  progression  déduite  des 

fcramlesO). 

wv  Mm         »     ^^    •   2A:ff     — 4a   . 

Deux  arcs  des  formules  -—H ,  — - — f-  2ibr  ne  peu- 

7  7  7 

vent  avoir  même  sinus ,  pour  a  quelconque ,  que  dans  le  cas 

00  la  somme  ^ serait  un  nombre  entier  impair  de 

(temi-circonférences  ;  or  cela  est  impossible,  car  ce  quotient, 
s  il  était  entier ,  serait  évidemment  un  multiple  pair  de  n. 

Deux  arcs  des  formules  -—  +  -— - ,  A f ne 

7  7  7  7 

.        .         .                 ..    u.«.            (2^"+1);r— 2A:'ir 
peuvent  avoir  même  sinus  que  si  la  différence ^— 

est  un  nombre  entier  pair  de  demi-circonférences,  ce  qui  est 
impossible  ;  car  on  peut  regarder  ^k^-\- 1 ,  et  2 A:'  comme  étant 
diacun  moindre  que  2x7. 

Même  raisonnement  pour  démontrer  qu'un  arc  de  la 
deuxième  formule  (a)  ne  peut  avoir  même  sinus .  quand  a 
est  quelconque ,  que  l'un  des  arcs  des  formules  (^). 

On  peut  d'ailleurs  facilement  déterminer  des  valeurs  de  a  ; 
CeHes  que  deux  arcs  de  ces  formules  aient  même  sinus.  Par 
exemple ,  on  posera  : 

4a    ,   ^kn    •   /—4a    ,    2A"7:\       ^ 
7^7  \    1     ^     1    ! 


ou 


8a    .    2(Ar'— A'V       ^ 
7   ~  7 
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Les  réduites  de  rang  impair  d'une  pareille  fraction  forment 
Me  sniie  croissante  ;  les  réduites  de  rang  pair  forment  une 
«te décroissante.  Les  nombres  de  la  première  suite  ont  une 
bsile  supérieure  ;  car  aucun  d'eux  ne  saurait  dépasser  un 
HBbre  pris  à  volonté  dans  la  deuxième  ;  les  nombres  de  la 
famèode  suite  ont  une  limite  inférieure  ;  car  aucun  d'eux  ne 
avait  ^tre  moindre  qu^un  nombre  pris  à  volonté  dans  la 
première. 

Ces  deux  limites  sont  égales  ;  car  elles  sont  comprises  entre 
irax  réduites  consécutives  quelconques ,  et  par  conséquent 
Jeor  dîBërence  est  moindre  que  tout  nombre  assignable.  C'est 
refle  limite  commune  qui  est  la  valeur  do  la  fraction  continue. 


Trouver  la  somme  de  toutes  les  permutations  différentes  d*un 
nombre  donné. 


VAR  M.  Aai8TIl>S  BtAABS, 

Soldat  au  li*  régiment  de  ligne. 


Soit  en  général  N  un  nombre  composé  de  n  chiOres  ;  trois 

is  peuvent  se  présenter  :  ou  ces  n  chiffres  sont  tous  diffé- 

\ ,  oo  parmi  eux  il  y  en  a  /?  d'une  espèce ,  q  d'une  autre 

»  etc.,  ou  bien  le  nombre  proposé  est  composé  avec  un 

ml  et  m£me  chiffre. 

1*'  COM.  Soit  n. . .  ,dcba  le  nombre  proposé  de  n  chiffres  dif- 
iôrenla  j  il  fournira,  comme  on  le  sait,  1.2.3.. ..n  permuta- 
tions. Or,  dans  l'addition  de  ces  f.â.3..../i  nombres,  il  est 
facile  de  voir  :  t  "*  que  toutes  les  colonnes  verticales  donneront 
I  partielle,  prise  en  valeur  abs4)luc  ;  U"  que 
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celte  aommc  consUnle  en  valeur  absolue ,  n'est  autre  chc 
que  la  sounne  des  chiffres  du  nombre  proposé ,  Tiiultiplit^  paf 
le  nombre  des  permulalious  de  (n — 1)  lettres»  D*où  i!  résulte  '" 
que  les  sommes  partielles  des  diverses  colonnes  verticales  '* 
sont  ï  i^l 

(i2+Hc+f^+ .  .H-«)[l,2.3....{f*-^1)]pourIar*àdroîte,  _^ 

{a+b+c+d^.,..+n)li.2.Z,,,.(n-i]]  X  10  pour  la  2% 
(a+^+c+J+. +/i)  [l.2.3...,(ft— I)]  X  10'  pour  la  a", 


{a+b-^cHf-¥,,..4-ft)[i,û.^.,,.{n—i)]  X  ÎO*^'  pour  la  n»«w^  ou    i 
dernière ,  * 

et  que  la  somme  demandée  peut  s'écrire  :  » 


OU  bien  ^  en  désignant  par  s  la  somme  des  cbinres  du  nombre 

10**— i 


proposé ,  et  en  observant  que  le  quotient  - 


-,  équivalent 


iO  — 1' 

au  dernier  facteur  enire  parenthèse ,  est  un  nombre  composé 
de  n  chiffres  tous  égaux  à  1 ,  on  arrive  à  la  formule  : 

S—  ^^::^  X  5  X  tllll ....  (en  nombre  n). 

n 

Exemple  :  Soit  proposé  de  trouver  la  somme  des  permu- 
tations différentes  du  nombre  1846.  Nous  aurons  : 


.3.4 


19  .  1111=^114  X  1111  =  126654. 


2*  cas.  Si  le  nombre  donné  n'a  pas  tous  ses  n  chiffres  dif- 
férents ,  il  faut  alors  remarquer  que  le  nombre  des  permuta- 
lions  nVst  plus  r:2  3.,  n  pour  u  leHres:  mais  ce  produit 
divisé  par  1.2.3.  ../7,  s'il  y  a  /^  de  ces  m  lettres  sembhhles, 


—  «9  — 

(H  dirâé  par  1.2.3.. ../^X  1.2.3.. ..9,  s'il  y  en  a  p  d'une 
efèee ,  q  d*iuie  aotre ,  etc. 

Soit  froposé,  par  exemple ,  de  trouver  toute  la  somme  des 
pmBotalioDS  différentes  de  22*21 1 . 

U  formule  donnera  : 

S  =  *t: r; X  8  X  11111  =  177776. 

jfXi.a.j'XT.i:  '''' 

3*  rof .  Supposons  enfin  que  le  nombre  proposé  soit  com- 
posé avec  un  seul  et  même  chiOre.  Dans  ce  cas ,  /?  =  n. 

Soit  le  nombre  555555  dont  on  demande  la  somme  des 
permutations.  Il  est  évident  à  priori  que  cette  somme  n'est 
aotre  chose  que  le  nombre  lui-même.  La  formule  donne 
OD  résultat  parfaitement  identique  avec  celui-ci  ;  elle  cou- 
dait à  : 

S=-H±i^.  30.11111,, 
6  X  1.2.3.4.5.6 

=  5X  111111  =  555555. 

II.  Les  Hindous  rangeaient ,  parmi  leurs  règles  d'arithmé- 
tique ,  la  règle  qui  donne  le  moyen  de  trouver  la  somme  des 
permutations  dont  tous  les  chiOres  sont  différents  (1*'  cas) ,  et 
M.  Reuben  Barrow  nous  a  conservé  renoncé  suivant  : 

Place  au-dessus  des  chiffres  du  nombre  donné  une  progres- 
«m  arithmétique  commençant  par  1 ,  au  rang  des  unités,  et 
allant  eo  croissant  d'une  unité  :  divise  le  produit  des  termes 
de  cette  progression  par  le  nombre  des  chiffres  qui  entrent 
dans  le  nombre  proposé  :  multiplie  la  somme  des  chiffres  de 
ce  même  nombre  par  le  quotient  ainsi  obtenu  ;  et  ce  produit^ 
fcris4e  autant  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  le  nombre  donné ,  en 
le  reculant  successivement  d'un  rang  vers  la  droite;  la 
somme  de  ces  lignes  est  la  somme  de  toutes  les  permutation». 

Exemple  déjà  cité  :  1846. 


114 

114 

114 

432  i 
tS46 

'•Y*»«~*»*     *^* 

S  =  126654 

NOTE 

Sur  le  problème  de  Maîfatti. 


Peoblèmk.  Imcrire  dans  un  triangle  donné  y  trois  cercles 
tangents  entre  eux ,  et  tangents  aujc  côtés  du  triangle. 

Ce  problème  a  éié  Tobjet  ^eâ  recherches  tf  un  assez  grand 
nombre  de  géomètres.  La  solutii»n  qu'on  va  lire  n'est  que  la 
réduction  de  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  Lechmutz ,  dans 
les  Annales  de  Gergonne  (tome  X). 

ABC  (Fig,  7)  ëlanl  le  triangle  donné  -,  soient^  O  le  centre 
du  cercle  inscrit  ;  X,  Y ,  Z  les  centres  des  cercles  cherchés. 
Nommons  x,  ^7^,  s  les  rayons  de  ces  cercles  ;  prenons  pour 
unité  le  rayon  OA'  du  cercle  inscril,  et  représentons  par 
^»  p.  7  If^s  angics  AOB'=AOC',  BOC  =^BOA',  COA=COB 
que  forment,  avec  OA,  OB,  OC,  les  rayons  menés  aux  points 
de  contact  B',  C\  A". 

Soient  ensuite  D,  F,  G  le  point  de  contact  mutuel  des  deux 
cercles  X,  Y  ,  et  les  points  de  contact  de  ces  deux  cercles  avec 
AB.  En  menant  la  langenle  commune  DE,  nous  aunm«i,  ainsi 
qu'il  esl  facile  de  ie  voir ,  h  Taide  des  droites  EX  ,  EY  ^ 

DE  ^  V/^,  FG  ^  l\/xP. 
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S  donc  nous  projetons  AXYB  sur  AB  ^  nous  aurons  aussi , 
icansede 

AF  =  x  (ang  a,  BG  =  j^  tang  p ,  etc.  : 

xtaDga  +  ytangp  +  2V^^  =  tanga  +  langp.    (I) 

Afin  d'ériter  les  radicaux ,  je  prends  pour  inconnues  auii- 
laires 

œijui  donne  : 

np  mp  mn 

m  n  p 

L'équation  (1)  devient  par  la  substitution  de  ces  valeurs  : 

p[H'  sin  aco8(3  4-''»'wnpcosa  +  2m/icosacos|5) 

=  /nnsin(a+P).  (3) 

A  cause  de  la  quantité 

n'  sin  a  cos  p  +  2/7in  oos  a  oos  ^ , 

laquelle  forme,  à  un  facteur  près ,  les  deux  premiers  termes 
do  carré  de  nsina-f-mcosa,  je  transforme  comme  il  suit 
réqualion  (3)  : 

^cos  p  {n*  sin  a  +  2mn  cos  a)  =  /n/isitt(a+p) — m*p  sin  ^  cos  «, 
poof^(n'sin*a  -f  2mnsinacosa)= 

mn  sin  a  sin  (a  +  p) — m*;?  sin  a  sin  ^cos  a, 
^cos  ?(nsùia-^- /»  COSa)*  = 

mn  sin  asin  («+  P)  — '""/^  sin  a  sin  p  cos  a  +  rn'p  cos'a  cos  p. 
=  mn  si  n  a  sin  {«+?)+'»  V^^*«  ^^  («+P)' 
Mais 

«  +  p  +  7  =  180-i 
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1 


p  cosp{ft  sia  a  -|-  m  cm  »)*:=  mn  sina  8107—  w'/»  cosot  co»  7.  (4) 

Dan  s  relie  équation  ,  changeons  /«  enp,  a  en  7  et  mce  t^ersâ  ; 
nous  aurons  :  m 

m  00s  p  [/ï  sin  y-j-pvm  7)*  ^  /;n  sin  7  sîn  ^ — mp*  cos  7  cos  a . 

Ces  deux  équalîons  donnent  :  \ 

1 
/i'(7isin«-f-wiCosa)'^ff»'  (ft  S  in  7+/?  COS  7)*. 

Extrayons  les  racines  des  deux  membres ,  et  ne  cowiiîdtToni     ^ 
que  les  valeurs  positives  de  m,  n^  p,  lesquelles  répondent  aux 
cercles  intérieurs  ;  nous  aurons  : 

p  [n  sin  a-f-  f^  cos  «)  =^  m  (n  sin  7  +/*  cos  7).        (5) 

Un  calcul  semblable  au  précédent  nous  donnerait  évidemment 
les  deux  autres  équations  ^suivantes,  que  Ton  déduit  de  celle- 
ci  par  une  permutation  tournante  ; 

m[psm^-\-  n  cos  p)  =^  n  (p  sin  a  +  m  cos  a),        (6} 
n  [m  sin  7  -{-pcos  7)  ==/?  {n  sin  p  -j-  n  cos  p).         (7) 

En  ajoutant  les  équations  (5)  et  (7) ,  et  supprimaut  le  fac- 
teur p  y  im  a: 

m(cos7+sin^ — cosa)^n(cos7  +  !ainff  —  cosP).  (8) 

Par  une  transformation  bien  connue  ^  on  obtient  : 

i         1  1 

cos  7  -)-  sin  p  —  cos  «=4  cos-  psin  -  {«  -fp — 7)00»  -  (p+7 — ») 

=4cos-pcos(45-  +  ^7)sm(*5'+^«). 
cos 7  -|-sin5ç — cosp=4cos -acos  f  l5**  +  -7  ]  sin  (^5''+-?); 
ce  qui  donne ,  au  Heu  de  l'éituation  (8) 


I 


î= — -         (*) 


Obervons  actndlement  qae  l'équation  (3)  peut  être  mise  sous 
h  forme: 

»  iaœ  oo  remplace,  daus  cette  dernière ,  le  rapport  —  par 
n  Taleur  (9) ,  on  aura  succesaivement  : 


(«+«8iPX*-''^i")  (*-'4)0-'«JO 


<«3«  t«SP 


+ 


l-lg-î.         ,_tg.lp 


-(i-ir^.)(i-tg-ip)]=tg^-(i-tg'^p)+«4p(<-'4)' 

OO  bien ,  en  sopprimaDt  le  raclenr  1  —  tg  -  «  tg  -  p ,  el  rcm« 
plaçant  tg^«  +  tg-ppar 


/,=  J^(CO  +  OA'  -CA'),/n  =  ;  (A0+  OB'  -  AB'), 


Note.  INous  donnerons  avec  rhislorique  de  ce  célèbre  pro- 
blème ,  la  Sût u (ion  géomélriquc  de  M.  Sleiner ,  qui  s'applique 
aussi  au  triangle  sphériqne*  Tm. 
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QUESTION  D'EXAMEN  {roir  i.  IV,  p.  648). 
VAH  X.  c.  naousTS, 

Elére  da  collège  royal  militaire  de  La  Pléebe. 


D'an  point  m  de  la  circonférence  d'une  ellipse,  on  mène 

énix  cordes  mF'Q,  mFP  passant  par  les  foyers  ;  démontrer 

mF       mF 
fse  la  somme  pp  +  «,^  est  conslanlc  ifig.S). 

Je  rapporte  l'ellipse  au  foyer  de  droite  F  et  à  l'axe  focal  ; 
QB  a  alors  l'équation  polaire  : 

p= — ^ — • 

Si  00  la  rapportait  à  l'autre  foyer  comme  pùle  et  au  même 
aie  polaire ,  on  aurait  : 

p=— i: — .  ' 

1  —  ecosw 

Soient  p',û»'  les  coordonnées  du  point  /»,  et  p"\J"  les  coor- 
éDonées  du  point  P  dans  le  premier  système;  p'V  celles  du 
point  m  ;  6>v«»,>^  celles  du  point  Q  dans  le  second ,  on  aura  : 

l+ecos4>"  ^       1+ecosw""  ^      l--ecosw'''^      l-ecoscoiV 
De  plus , 

*»'"=  «'+  ^  î      <ï'0Ù     COS  »"'=  —  COSti)', 
«•*=»"+ir ,      d'où      COS*i'^'=  —  COSw". 

On  aura  donc ,  eu  égard  à  ces  valeurs  : 

l+ecoscM^  •        î— ecosw"  ^       1— ecosw"'  ^       l+ecosw"' 
A3I3I   Dc  MatbAm.  V.  6 


n  faut  demofilrer  qae  4?  +  -^  «"st  conslanl  5  ce  qui  rG=a- 

9  F 


vient  à  chercher  la  valeur  de 


1  —  e  ces  w'   ,    I  +  ^  COS  w" 


ai 


Or,  la  relation  qui  existe  autre  les  deux  systèmes  estqm 
p'-|-p''^=2â  ;  oubieUf  en  mettant  les  angles 


p(2-\-e  cos ù/ —  e cost*")  

(1  4"  e  COS  w')  (l  —  e  COSa>") 

<2  a  a 


ik 


Donc/>  =  fl{t  —  e*).  L'égalité  précédente  donne  cosw''  eo' 


fonction  de  cost»'. 


COSû»''  = 


e*C0Sûï'4-  2e  -f-  COS» 


'>k 


e^+2ecosai'+l 
Puis ,  substituant  celte  valeur  dans  la  somme  à  calculer,  et . 
réduisaui  au  tnôme  dénominateur,  il  vient  ;  ^ 

(1+e-)[6-cosV+2ecos.^+i)     _^     ^i±£  ¥ 

(1  _ e^)  (e*cos*ùi'  +  i>e cosc.'+  1  )  i—e''  ^ 

valeur  constante.  On  peut  vérifier  cette  valeur  pour  Fex-  ^'' 
trémité  du  grand  axe.  On  a^  dans  ce  cas  :  .^ 


a  —  c      a4-c         a^A-  c' 


r2 


a-\-c   ^   a  —  c       " a* —  e'       "1  —  e" 

On  peut  aussi  résoudre  ce  problème  sans  se  servir  des  coor 
données  polaires^  eti  observant  que  les  abscisses  des  poinls  P^  Q 
peuvent  se  déduire  des  lignes  de  la  tigure  et  de  Fabscisse  du 
point  ffi,  au  moyen  des  triangles  mFp ,  F/>P  ;  mFV  et  -yF'Q ,  i^ 
qui  sont  semblables  deux  k  deux.   Puis,  substituant  ces 
abscisses  dans  les  expressions  des  rayons  vecteurs ,  savoir  : 

d^=a  — —  pour  le  foyer  F,  d*  ^a'^ pour  l'autre  F. 


-  «  - 


SUR  LA  RESOLUTION 


#tBif  certaine  ckuse  éPéqîêOiûms  â  pluneun  incannuei  du 
premier  degré. 


Soit  te  système  de  m  équations 

^.  +  -2^.  +  -^i+ JPm=by 

tf.J^,+  «.J^.+  «i^i+ amXm=b\ 


i,,x,,  j:,  ....  oTm  sont  m  inooiinaes  ;  a„  a, ,  a, ....  om  sont 
■  qoantités  conooes  inégales  ;  6,6' ....  6(«^0,  m  antres  qnan- 
lilés  connues  quelconques.  Soient  k ,  ^',  k"  ....  à(»»-2),  /w— i 
fBBtîtés  constantes  indéterminées ,  et  représentons  par  f  (a) 
lifimction  k  +  A'a  +  Fa'-f- ....  +  a— =o(rt)  ;  on  a  donc  : 

Poor  traoyer  la  valeur  de  x,^  prenant  pour  f  (a)  une 
faKtîon  algébrique  qui  ait  pour  racines  a,,  a3,,,.am9  les 
fuiités  ky  k  ..,.  AK«^0  seront  déterminées ,  et  Ton  aura  : 

cdadons  la  fonction 

P,  Q . . . .  T,  U  sont  des  quantités  connues  ^  or 


*' 


-  m  ^ 

dune ,  d'aprèi  des  ihéorèmes  cohoqs  , 

jtCff-a)  =  a,  +  P  ;    A(m*3}  ^  ^;  ^  p^^^  Q ,  etc.  i  ' 

et  f  (ûj  ==/'(a,)  ou/'  désigne  la  dériyéc/Ca)  par  rapports 
a,  qui  ne  peut  jamais  être  nulle,  puisque /(^]  ^  0  n'a  pm 
de  racines  égales  ;  on  calculera  de  même  la  valeur  de  x^  ^ 
.r,  y  etc.  t  ainsi  la  delertninatîon  des  inconnues  eiige  seule^ 
ment  la  formaLion  de  la  fonction  /(^z). 

Observation.  Ce  genre  d'équations  se  présente  souvent' 
dans  le  calcul  intégral ,  et  nous  avons  extrait  ce  qui  précède 
du  Cours  lithographie  de  M*  Sturm  (  2*  année  ).  Tm. 

{La  suite  prochainemeut.)        v 


THÉORÈME  SUR  LES  NOMBRES. 

I 

FAA  M,  A.  TACH£TTB  « 
Liceneiè  è«  iciences  milhémitiqyp»  ei  |>hyiiqQCf .  ^ 

i 

4 

Théorème .  11  est  impossible  de  trouver  deux  nombres  ra-  i 
tionnels  dont  le  produit  soit  ('gai  à  la  difTércnce  de  leurs  t 
carrés. 

Ainsi  l'équation 

(1)  xr  =  .r'-y  , 

est  impossible  en  nombres  rationnels* 

a 

T  ^  b 

Démonstration.  Si      sont  fractionnaires  .onlesré- 

N 
duit  au  mente  dénominateur  ,  et  l'équation  est  rame- 


^=D 


née  à  des  nombres  entiers. 


I 


Ob  peQt  soppoter     premiers  entre  eux  ;  ear  s'ils  ont  oa 

fadar  oomman  a ,  ce  facteor  disparaîtra. 
L'éqnatioD  (1)  revenant  à 

J^  sont  premiers  entre  eux  ;  sinon ,  leor  somme  âx  et 
kvdUéreDoe  5^  auraient,  on  nn  facteur  commun  autre 
m  deux  qui  devrait  diviser  à  la  fois     ,  ou  le  facteur 

y 

omon  2  qui ,  divisant  à  la  fois  ,  entraîne  pour 

I   h  Déœsflté  d'être  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs  ; 
étant  premiers  entre  eux  ne  peuvent  être  qu'impairs  ; 


i' 


nif  ahMV  x^ — y*  serait  pair,  tandis  que  xy  serait  impair  ; 
«aorait,  par  l'équation  (1),  un  nombre  impair  égal  à  un 
tfBbre  pair,  ce  qui  est  absurde. 

Remarque.  Le  théorème  résulte  immédiatement  de  la  réso- 
ktion  directe  ;  on  a  : 

-=•^—2 OU     y  = ^ , 

/étant  rationnel,  x  ne  peut  Félre. 

X  jc' 

A^artmeaU  encore.  Puisque     sont  premiers  entre  eux,    , 

le  mt  aussi  j  et  Ton  aurait  dans  xy  des  facteurs  qui  n'entre- 
nient  pas  dans  a?— y. 
Généradement ,  l'équation 

x^-y^c=z{xyY 

Cil  impoasible  en  nombres  rationnels,  par  une  raison  ana- 
lofue. 


Uo  cas  particulier  de  cette  équation  est  :  j. 

On  peut  faire  (:e9^)' =  z*",  si/?=5iim,caralorsx=(:ç^'^ 

est  impossible  pour  toat  nombre  z  qni  est  une  poissanoe  étii^ 
produit  des  deux  pruniers  nombres    .  C'est  peut-être  ^^m 


lueur  jetée  sur  le  célâ>re  théorème  de  Fermât,  que^  ptMiir 
le  deuxième  degré ,  l'équation  x'^'\'y^=.  z*  est  impossibles^ 

Noie.  Il  suflSt  de  démontrer  ce  dernier  théorème  pour 
le  nombre  4  et  pour  les  exposants  nombres  jnremiers.  Fennat 
Ta  démontré  pour  4  ;  Euler  pour  3  ;  Legendre  pour  5  ;  ^ 
H.  Diridilet  pour  14 ,  et  M.  Lamé  ensuite  pour  7  ;  démona^^^ 
tration  que  M.  Lebesgue  a  considérablement  simplifiée  {yoit  :â 
LiouvUIe ,  t.  V,  18*0  ).  Tm.       ,. 


THÉORÈMES 
$ur  les  Puissances  des  Notnfnres, 


la 

s. 


I.  Théorème.  S*il  est  impossible  de  satisfaire  à  Téquation 
X**  4-  ¥"=  Z*,  il  est  aussi  impossible  de  satisfaire  à  l'équation 
^»H  ^  yn  _  ^,  (Lebesgue).  «i 

Démonstration.  Il  suffit  évidemment  de  démontrer  lethéo-  ^ 
rème  pour  des  nombres  entiers.  ^ 

a)  Si  deux  des  trois  x,^,  z  ont  un  facteur  commun,  il 
diyise  aussi  le  troisième;  on  peut  ainsi  le  faire  disparaître  ; 
donc  deux  quelconques  des  trois  nombres  peuvent  être 


; 

I  iffOiés  proniera  entre  eux  et  il  n'y  a  qu'on  seid  des  trait 

1   MBhes  qui  mit  pair. 

^isnepeatétrepairi  s'seraitdiyisiblepar  4;  etoret^ 
«bit  alors  impairs ,  la  somme  des  deux  carrés  impairs 
.r7+(0*  ne  peut  donner  un  nombre  divisible  par  4; 
tec  l'on  des  deux  nombres  x,  y  est  nécessairement  pair  et 
rmre  impair.  Soit  donc  x  s  ^pq  ;  m  est  an  moins  égal  à 
Mté;  p  et  q  sont  deux  nombres  impairs  et  premiers  entra 
en,  et  pomrant  être  l'nnité,  chacun  on  ensemble.  Ainsi  les 
fHlre  Dombres  y^p^  q^  z  sont  impairs  et  premiers  entra 
SB,  pris  deux  à  deux. 

Premier  cas.  n  pair. 

L'éqoation    peut  alors  éyidemment  prendre  la  forme 

a*  +  «^  =»•;  on  a*>V+  i^  =  z';  2*-pV  = 

a]Z'\-%^  et  z— p*  n'ont  d'autre  facteur  commun  que  S; 
ar  ce  faetear  commun  appartient  à  la  somme  as  et  à  la  dif- 
firaice  Sp'  ;  z  et  (^  étant  premiers,  3z  et  2^*  n'ont  que  2  pour 
fadeur  commun. 

b)  Il  n'y  a  donc  que  ces  deux  décompositions  possibles  ? 

z+P"  =  2/.*, 

z— i^'=2*"^*y^ 
oabîen  : 

z  —  i/'  =  2pS 

z-f  ^^=2*— y. 

Le  premier  système  donne  i;^=p*— 2**^  j*  ;  et  le  second, 
•^=  a**"'^*— p*.  Or,  celte  dernière  équation  est  impoir 
âUe;  car  die  donne  : 

i^eip*  étant  deux  carrés  impairs ,  leur  somme  ne  peut  être 


divisible  par  4;  on  ne  peut  donc  admettre  que  le  premief 
système,  dont  on  tire  2*'^'''q^  =  {p'  +  v)  (p'—v).  Faisons 
q  z=  rs^  r  et  5  étant  deux  nombres  impairs  premiers  entnif 
eux  ;  et  raisonnant  comme  dessus ,  on  aura  ces  deux  sy»- ' 
tèmes  possibles  -.  =/- 

L'an  el  l'aotre  système  donne /;*  =  r*  +  (2***  s)^  (1)  ;  doue  ^^^ 
ri  l'éqaation  (â>^)«  +  (^  »=  r^  est  possible ,  celle-ci ,  l'éqaa-  '^ 
tion(l)  le  sera  aussi,  ou/y,  i^,  5  sont  des  nombres  impairs  pre-  ^ 
miers  entre  eux,  et  m  est  diminué  d'une  anité  \  en  continuant  ^ 
ainsi ,  on  parviendra  enfin  à  une  équation//*  =  r'*  +  /*,  ou  * 
p\  r\  s'  sont  des  nombres  impairs,  résultat  absurde  -,  donc 
aussi  la  somme  de  deux  bicarrés  ne  peut  être  un  bicarré.  « 
Théorème  de  Fermât  {Théorème  des  Nombree  ,  t.  II,  p.  ^  ik 
3*  èdit.  1830^.  I 

Deuxième  cas.  n  est  impair. 

Faisant  toujours  jc  =  a^pj ,  il  vient  (2*7?î)'*4-^"*  =  »' } 
(S'Vî)"*  =  (2  — .r*)  (^  +  J^*)i  d'où  deux  systèmes  possibles  : 
z  —y  =  2p'* ,     ou  bien  s  -k-f  =  2p'* 

Le  second  système  donne 

faisant  ^  =  r;  en  supposant  rcl  5  impairs  et  premiers  entre 
^ux,  on  aura  : 

r'*=/i*  +  2**"'î*î  5**  =/i*  —  2**"*^*;  d'où  /^— s*=2—<7''= 

=  (2"^r;ct/^=5'^+(rîr. 

Or,  cette  éguation  est  supposée  impossible  j  donc...  etc. 


/ 
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Pov  le  premier  système ,  il  soflBt  de  supposer  que  y,  oa 
pe  rnn  des  diyiseurs  r  ou  5  est  négatif  et  Ton  parvient  à  b 
itee  oondusioD. 

Si  R  =  1,  en  obtient  la  solntion  connue  : 

X  =  Vpq.  (Voir  Annales ,  t.  I,  p.  184.) 

ùbtervatian.  La  première  partie  du  théorème ,  savoir  que 
h  somme  de  deux  quatrièmes  puissances  ne  peut  être  un 
ORé,  est  indépendante  du  théorème  de  Fermât  sur  Timpos- 
flUité  de  trouver  une  puissance  de  nom  quelconque,  la  se- 
conde exceptée ,  égale  à  la  somme  de  deux  puissances  de 
■étale  nom. 

II.  Théorème,  y^  —  x**  =  2z*  est  une  équation  impos- 
able ,  en  nombres  rationnels  pour  n  >>  1 . 

lyémoMtTQiion.  Faisons  x*  +  »*  =  m  ;  i4-|-  z*  =  j^**  ; 

u — s*=j:*;  a»— 2**=  (x^r;  d'où  (xr)**  +  2*"  =  tt% 

équation  impossible  d'après  le  théorème  précédent  ;  donc... 
Corollaire.  Ainsi  la  différence  de  deux  bicarrés  ne  peut 
être  égale  au  double  d'un  carré. 

Observaiion.  Ce  théorème  est  de  M.  Liouville  (Joum.  des 
Math.,  t.V,  p.  360.  1840). 

III.  Théorème.  La  différence  de  deux  bicarrés  ne  peut 
être  un  carré. 

Démonstration.  Soit  l'équation  x4  — ^^  =  z'  ;  il  suflSt  de 
prouver  l'impossibilité  de  celte  équation  en  nombres  en- 
tiers et  premiers  entre  eux,  pris  deux  à  deux;  il  y  a  donc 
deux  nondires  impairs  et  un  nombre  pair  \  x  ne  peut  être 
pair,  car  la  somme  j^^+z*  de  deux  carrés  impairs  ne  peut 
être  égale  à  un  carré.  Il  y  a  donc  deux  cas  possibles  : 


X'  — 2=2*"^'^* 


9*  ' 


Premier  cas.  jc  impair  ;  y  pair  ;  z  impair. 


Faisons ^r=2'"/j^  ;  m  au  moins  ^1  ;  pelq  nombres  impairs 
premiers  entre  eux  et  premiers  avec  x  eîz^  Téqualion  de-  ^  j^^ 
vient  (x"  +  z)  (x^— s)i=2*"/?^^*  j  x*  +  s.  el  x* — z  n'ont  que  ^ 
2  pour  facteur  commun  ;  donc  x'i  s  —  2/?*  j, 

m 

ri 

i 
* 

I 

i 

« 


af=p4+2i"^^^  î  (X  -/!'}  (X+/J')  =  2i"^-î- 
/?•  et  X+/7*  n'ont  que  2  en  facteur  commun  ;  d*ôù  : 


x-;î  =!s!, 


-'^4 


équation  Impossible ,  car  la  somme  de  deux  carrés  impain 
ne  peut  être  égale  à  un  carré  ;  donc**- 

Deuxième  cas,  x  impair  ;  y  impair  ;  z  pair. 
z = 2>r7  î  (x*  — ^T  (je + j<*j  =  ^yy  ;  x*+j^'  =%p'  î 

mm^i,  réqoation  est  impossible ,  puisque/»,  ^,  x^y  sont 
des  nombres  impairs  ;  si  ni  >- 1,  Téquation  rentrant  dans  le 
cas  précédent,  est  encore  impossible. 

Le  second  système,  x*  — y^  =  ^p*  ;  x*  -|-^' — 2"*''7*  mène 
à  réqtiation  impossible^  +/?*  =  2'**^f ';  donc,  etc. 

Corollaire.  Donc  ni  la  somme  de  denx  bicarrés,  ni  leur 
différence  ne  peut  être  un  bicarré, 

IV,  Théorème.  Lorsque  la  somme  des  deux  carrés  est  an 
carré ,  le  produit  des  racines  ne  peut  être  le  double  d'un 
carré. 

Démonstralion*  Soit  x^-\-y^  =  «*'  ;  xj^:=2  ^»'  ;  on  en  tire 
(x' — y'f  =.u^^(2çY  ;  mais  la  différence  de  deux  bicarrée 
ne  peut  être  un  carré  ;  donc. 


/ 
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OhTffHfi'oit,  Lorsque  les  côtés  d'iiD  triangle  rectangle  sont 
ks  nombres  rationnels ,  Taire  ne  peat  être  un  nombre 
cne. 

T.  TTiéùréme.  L'équation  x^+^r*  =  *'  «st  impossible, 
acq»tépoar>^=0. 

ïkmonsiraiion.  xeiz  sont  impairs  et  premiers  entre  eux  ; 
i*={z  +2j^  (2  —  ^)  :  ces  deux  derniers  facteurs  sont  im- 
piirset  premiers  entre  eux  ;  donc  : 

éfBitioo  impossible  (thecH*ème  III)  ;  donc... 

Ob$erv€Uian.  Une  démonstration  analogue  fait  voir  que  la 
fonnule  jc^ — fy-^  ne  peut  devenir  un  carré. 

VI.  Théorème.  L'équation  a:4+  ^y*  =  z*  est  impossible  en 
sombres  rationnels ,  excepté  pour  j"  =  0. 

DémonsircUion.  fiaisonnant  toujours  comme  ci-dessus ,  il 
ot  évident  que  x  et  z  sont  impairs  et  premiers  entre  eux  ; 

le  second  nombre  est  pairement  pair  ;  donc  ^  doit  être  pair. 
D'après  la  théorie  des  carrés ,  on  a  : 

z=p'+2q'  ;  X'  =  p'  -  2^'  ;  y'^Qpq  ; 

parla  même  théorie ,  l'équation/^'  —  x*=:2q^  donne  : 

jc=zm* — 2/ï' ;/>  =  m'  +  2/i' 5  qz=:2mn; 

^mjr^  =  ^mn  (m*  -f  2n*)  ;  mei  n  sont  premiers  entre  eux  ; 
il  faut  donc  que  m,  n,  m* — 2n*  soient  des  carrés.  Faisons 
«=y^  ;  n=^g^  ;  ni/ni  g  ne  peut  devenir  nul,  à  moins  qu'on 
aît^=0;  nous  devons  donc  avoîr/^  +  %*  s^t^*  =/>,  équa- 
tion semblable  à  celle  qui  est  donnée;  ma\sp^<Cxj  ^<cKz; 
le  second  membre  de  Téquation  donnée  peut  donc  aller  en 
diminuant  sans  pouvoir  devenir  nul,  ce  qui  est  impossible  ; 
donc...,  etc. 
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VII.  Théorinu.  L'équatioo  x*—  ^<=  z'  est  impossibteeo^ 
nombres  ratimmels,  excepté  poory = 0. 

DémonstroHan.  On  déduit  de  cette  équation  ^ 

équation  impossible,  etc.  )^' 

VIII.  Théorème.  L'équation  x*  —  fy*  =  a*  est  impossible  ^ 
en  nombres  rationnels ,  excepté  pour ^ = 0. 

Démonsfro^ûm.  On  t 

X^=p*  +  q^;%y*z=p*  —  q*;    s  =  S^y  ;  d'OÙ  2xy  ==/»*-?*,    ,! 

équation  impossible  (théor.  II).  , 

IX.  Récapitulation.  | 

sont  des  équations  impossibles  en  nombres  rationnels  (  Voir 
Legendre,  Théorie  des  nombres).  \ 

X.  Théorème.   Aucun  nombre  triangulaire,  excepté  l'u- 
nité ,  n'est  égal  à  un  bicarré. 

Démonstration.  Soit  x{x—  1}  =  Stz*;  faisons  zz=mn;û 
n'y  a  que  deux  décompositions  possibles. 
Première  décomposition  : 

X  =  2m^;  x+i  =  n^ ;  d*oà  1  =  /i<  —  2m< ;  OU  2m*+ 1  =:n^ 

équation  impossible  (th.  VI). 
Deuxième  décomposition  : 

x=n*;  j:  +  l  =  2m*;  l=2m*  — n*; 
on  en  tire  : 

équation  impossible  (th.III),  à  moins  de  supposer  m=n^U 


/ 
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n.  Théorème.  Ni  la  somme  d'an  nombre  et  de  son  réd- 
fn^ ,  ni  leur  difl&rence  ne  peut  être  on  carré. 

DémonstnUUm.  Soit  l'éqoation  z  db  -  =  t^'  ;    z  étant  an 
«nbre  qaelconqoe  entier  ou  fractionnaire ,  on  en  tire  : 
i^lî^±:^yi!r±4',e{,taisaniu  =  ^y   p' ±*q*    ne 
pentélre  an  carré;  donc  ..,  etc. 

ÂDtrement.  Soit  s  =  ^  ;  /?  et  ^  nombres  premiers  entre 

a*db1       p*±Q* 
eo;    alors    =  ^ ^  ;  p*±q*  et  pg  sont  aussi 

inmiers  entre  eux  ;  donc,  pour  que  cette  expression  soit  un 
curé,  il  faut  qaepq  eip*  ±  q*  soient  des  carrés  ;  or,  peiq 
èlaot  premiers  entre  eux ,  il  faut  que  ^  et  jr  soient  chacun 
n  carré ,  el  alors/»'  ±  q*  étant  la  somme  ou  la  diOérence  de 
fax  bicarrés ,  ne  peut  être  un  carré  ;  donc...,  etc. 

Obiervaiion.  -  d=  -  ne  peut  donc  être  un  carré  :  donc  on 
y     X      ^ 

jr  Y 

te  peut  avoir  — +  — =  1,  ou  x'  ±y  =s  xy  (Théorème  de 

y     X 

M.  YacheUe,  voir  p.  111). 

XII.  Trouver  à  quelle  condition  on  peut  satisfaire  en 
aombres  rationnels  à  Féquation  y*  -{-  myx^  -f-  ^  =  0  ;  m  et 
a  sont  des  nombres  donnés. 

SoltÊ4iùn,y  =  —  ^ax^^-V^n^P^^^^^Tâ-^  ainsi  il  faut 

que  la  formule  m^p^ — ^aq^^  ou  ce  qui  revient  au  même, 
que  la  somme  p^^-kam^q^  puisse  devenir  un  carré. 

XIII.  Remarque.  Quelqu'un  répétait  devant  d'Alembert 
rassertion  banale  que  la  géométrie  servait  à  rectifier  l'esprit. 
Oni,  reprit  d'Alembert,  à  rectifier  les  esprits  droits.  Cette 
réponse  spirituelle  est  d'une  grande  justesse.  Il  est  vrai  pour- 


' 


idro  ■ 


lacit  (le  dire  que  réludc  des  sciences  eiacles  rend  en  général 
l'esprit  difficile  sur  le  mérile  uns  preuves.  Euler  croit  que  la 
théorie  des  nombres  en  particulier  est  plus  propre  encore  ^J 
que  la  géométrie  à  donner  de  la  rectitude  au  jugement  et 
de  rintensité  à  la  faculté  méditative.  Si  Von  introduisait  kM| 
principales  propositions  de  cette  théorie  dans  Tenseignemefl^B 
classique,  les  examinateurs  acquerraient  un  excellent  en-     ( 
terium  pour  classer  les  intelligences.  Ce  moyen  est  infînlment 
préférable  à  celui  qui  est  en  usage ,  et  qui  consiste  à  rendre  ■ 
difliciles  des  lieux  communs ,  à  accumuler  des  minuties  puri-  M 
laines ,  plus  propres  à  cambrer  les  esprits  qu'à  les  rendre 
droits.  Admettons  donc  dans  nos  collèges  le  calcul  dij 
rentiel  pour  faciliter,  abréger,  étendre  les  études,  et  la  théo- 
rie des  nombres  pour  en  augmenter  la  force»   La  véritable 
logique  s'apprendra  alors  dans  nos  classes*  Surtout  depuis 
que  nos  philosophes  désertent  Ips  sciences ,  ne  veulent  plus 
être  que  des  écrivains  et  des  littérateurs  et  croient  pouvoir 
se  passer  des  sciences  exacles,  Platon  ,  Aristote ,  Descartes , 
Leibiiitz,  JMaltebranche,  Gassendi^  Spinosa,  Glarke,  Kant, 
n'étaient  pas  de  cet  avis.  On  ne  voit  pas  ce  que  la  philosophie 
a  gagné  à  cette  ignorance- là. 

Comment  d'ailleurs  nos  prétendus  disciples  de  Platon  fe- 
raient-ils pour  entrer  dans  Fécole  du  maître,  laquelle  portait 
rinscription  connue  :  O^hk  àftmyi'z^TTiç  thi-m,  qu'aucun  ooq- 
géomètre  n*enlre  ici  ? 

Dans  un  article  spécial ,  nous  signalerons  les  nombreuses 
lacunes ,  Tétat  honteusement  arriére  de  renseignement  ma- 
thématique universitaire  et  nous  indiquerons  les  moyens 
faciles  d'y  remédier,  par  les  programmes  deiamen. 

Tm, 


/ 
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RECUEIL  DE  FORMULES  ET  DE  VALEURS 
fdaiives  aux  fanctiom  circulaires  et  logarithmiques. 


1.  €  =  2,71828182845904523536028 

1  Mo  =  2,30258  50929  94045  68401  79914. 
t  désigne  le  logarithme  Dépéricn. 


3.  2r^  =  0,4342  9448  1903  2518  2765  11289 

*••  z*»!  >»i 

♦./.(l  +  j:)  =  a:  — -  +  -  — -. 

'■'•ï^=»('+?+T+-)- 

'•''-• +-+i^2 + rrrâ + rrr»+ ■■ 

7.  e'=i  ^1  -j 1  ,  lorsque  n  =  00. 

='('+^('+ë)('+é)('+é-)-- 

=('+¥X'+:-^X'+£-)(h-.^).- 

10.  log  (x4^|/^)  =  log  yx*-\'y'-\-  y^ .  arc  tang^. 

X 

11.  cosj:= 4 >    sinj:  = —^^^ . 

2  2K-.1 


12.    e 
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1  _  l/-*i  .  tangr  Je- 


ta. e*V^-»:^cosx4l^— l.sinxi  e-Jfl^-*:^co«x— |/— Isîaj:. 


11.  cosi'  = 


=*-i^+r 


2.3* 


'  etc. 


15.  sinjr=jc- 


+ 


elc. 


!;2.3    '    1.2.3.4.5 

16.  x  =  tangor  — -  lang^jc  +  -  tang^j:  —  -  lang'x4- ..,, 

«5  d  7 

1 7.  u  s^  cosw  (  sin  u  +  -  sîn'ii  +  ~  sin^u  +  -  •  ) 

\  3  3,5  / 

tangjT     /2      tang'jc  2.4 


taiig*x 


5  (l+laog^'x)^ 


+ 


2.4.6        lang^^' 


....). 


3.5.7  (1  +  iaijg'jr)3 

19.  ir  =^  3,14159265358979323846264338  ; 

LîT  =  0,4971498726941338543511268288  =  logTT  ; 
Iw  =  1,4447298858494Û0 1741434237  i 


I 


log 


3.60 


=  1,7581 22632409 1722 154 5252641 3  ; 


3,60' 


log^  =  3,536273882792815847961293211  ; 

3.60» 
log*^—  —  5,314425t33176459480470060009. 

Tî 

20.  Arc  égal  au  rajoa  =  57%29577951 3082320876798  = 
=  3437',  74677078493925260788 
—  206264",8062470963551564728 
=  57^  17'.  4V'.  48'".  22*^  29^  21  t'. 
(Suilc.) 
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DETERMINATION 


iu  axes  principaux  de  rotation  d'un  corps ,  par 
M.  Th.  GlaïueD,  de  Maoich. 

(Crelle,  kV,  p.3S3.) 


La  solatioD  ordinaire  coudait  à  ane  équation  da  troisième 
Apé,  on  pea  compliquée  ;  la  méthode  suivante  donne  à  l'é- 
fmion  une  forme  plus  symétrique  ;  elle  a  été  employée  par 
X.Gaos6  poar  la  solution  d'un  autre  problème  ;  l'origine  est 
■  centre  de  graTité  du  corps;  axes  rectangulaires  ;  Jo^y^z^ 
floordoonées  d'an  point;  x\y^z\  coordonnées  du  même 
fàn  rdaiiTement  aux  axes  principaux  ;  on  a  : 

fjifdm'=,  (JL\     fxydmz=iè\ 
fydm  =  p  ;     fyzdm  =  1 1  (|) 

fz^dm  =  y  ;     fzxdm  =  6  ) 

Ls  six  lettres  grecques  représentent  des  quantités  connues* 
Et  relatiTcment  aux  axes  principaux  : 

fx'*dm  =  li     fxfydm=zO\ 

/y  dm  =  V  ;     fyz'dm  =  0 1  (2) 

fz'*dm  =  ?:  ;     fz'x'dm  =  0  ) 


H$oil 


.r '  =iax*{-  by  -f-  cz 
y=:a'x-{-by  +  c'z  I  (3) 


on  dûil  avoir  jt'  +  r'4*s'=  x"  -^y*^z"  ,  donc 


c'+  c'^  +  e'"  =  1 ,     ^c  +  û'c'  +  a  V  ==  0 

A^insi  noys  avoas  douze  iDConnues,  g,u,ç  et  les  neaf  i 
cients  des  équations  (3)  ^  mais  aussi  douze  équations  ^  i 
les  systèmes  (2)  et  (4). 

Les  équations  (3)  donnent  : 


z=cx'  +cyJr  c'z 


(5) 


d'où 


(7) 


a^^b'+  c'  =  i,         aa  +  bb*  +  cc'  =  0] 

a-+  b'^  +  c"  ^  1 ,       a'a''+è'i"+ cV'=0 
a"*+  ^'" + €'"  ^  1 ,     û"a  +  U'b  +  c"c  =  0  j 

Sut)stitiiaut  dans  tes  équations  (1),  les  valeurs  déduites 
et  (â) ,  it  vient  ^ 

^  =  b'i-\^y\^i^b"^x, 

7  =  c*S  +  c^.u  +  c"M; 
^=bc%^b*c\^.-\-b"c'A 

celles-ci  donnent ,  ayant  égard  aux  éqaatioDS  (6)  i 

Ça  =  aa  -J-  ^^  +  %c 
^b^ia+^b  +  ic   \  (8) 

4c  ^  âa  +  *^  +  7*? 

vb'^$a'  +  ^b'  +  tc'\  (d) 
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Ç^"=oV+pfr"+ic"[  ;io) 

Pv  rélimioation  de  a,^,c,  des  équations  (8) ,   oo  trouve 
1  équatiou  soi vanteentre  (,  et  les  quantités  connues  3,^,7,  etc.  -. 

-;K?-f)(7— 5)-o>/-?)-t'(x-;)-e'(p-.;)+2^.o=o.  (ii) 

On  Toit  de  suite  qu'on  trouye  une  semblable  équation , 
a  '  et  en  s ,  en  éliminant  a\l/^c'  entre  les  équations  (9) ,  et 
i>^e^  entre  les  équations  (10)  ;  ainsi ,  si  on  développe  l'é- 
^tion  (11),  et  qu*on  remplace  E  par  u ,  on  obtient  : 

a'  — (a  +  p+7)tt'+(ap  +  P7+7a  — ^•— f'— ô>  +  af'  + 
+  po'  +  tr  —  2o^€0  —  aP7  =  0  i  (12) 

Iff  trois  racines  sont  les  valeurs  de  ç,  u  et  H. 
Les  équations  (8)  donnent  : 

«({«— Ç;5— 56)=^((|3-Ç)Ç-oi)  =  c((7-Ç)?-e«) 
1 


'az=' 


2 — ç)ç — 06 

1 

(?— 5)5— " 

1 
(V— 5)ï— o« 

1 


(13) 


(.>— Ç)S-o^y      ((P-Ï)ï— Ji)'      ((v-E)ç-O,) 

<)n  trouve  de  la  même  manière  a^b'^c'  en  v,  et  a",b'\c"  en  i;. 


DÉMONSTRATION 

des  formules  qui  donnent  sin  (<z  -f"  ^)  »  ^^^' 


ElèYe  de  l'Ecole  normale. 


peat  arriyer  à  la  démonstration  de  ces  formules  d'une 

très-simple  et  dès  le  commencement  même  de  la  tri-* 

Détrie,  en  donnant  les  définitions  suivantes  des  lignes 

lométriques. 

G  étant  un  certain  angle , 

on  abaisse  d'un  point  quelconque  D  de  AB ,  une  per~ 

^ulaire  DF  sur  AC , 

DF    DF    AF 
I  rapports  —,  —,  —sont  constants  pour  l'angle  A, 

?  que  soit  la  perpendiculaire  DF. 
{  rapports  peuvent  donc  servir  à  déterminer  parfaite- 
cet  angle. 

DF 
premier,  --=; ,  est  appelé  tangente  de  l'angle  A- 

DF 
deuxième ,  tt:  i  <^^  ^i^  ^^  si^^^  ^^  l'angle  A. 
AD 

AF 
le  troisième ,  tï?  9  est  appelé  le  cosinus. 

)rs  nous  ne  dirons  plus  les  lignes ,  mais  bien  les  rapports 
lométriques  (*). 


it  définitionf  sont  eellei  du  Mtnael  de  géoméirie  et  devrtieni  être 
».  Tm. 
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Cet  définilioiis  nous  donnent  immédiatement  : 
DF  =  AF.tangA,  DF^ADsinA,  AF  =  ADoosA. 

La  troisiëme  nous  montre  que  la  projection  d'une  ligne 
sor  une  autre  est  égale  à  la  longueur  de  cette  même  ligne 
Bultipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  compris  ;  car  AG  est  la 
projection  de  AD. 

On  aurait  aussi  dès  lors  : 

DF=:ADcosD, 
Bais  DF  =  ADsinA; 

donc  sin  A  =  cosD  =  cos  (90"—  A)  ; 

œ  qui  montre  que  le  sinus  d'un  angle  est  égal  au  cosinus  du 
complément  de  cet  angle. 

On  Toil  aisément  que  si  on  projette  AF  et  FD  sur  l'hypo- 
ténuse AD,  cette  hypoténuse  AD  est  égale  à  la  somme  des 
projectioDS  de  ces  deux  lignes. 

Donc  AD  =  AFcosA  +  FDcosD. 

,       AF  ^      FD 

cosA  =  -,     cosD  =  _. 

Substituant  ces  deux  valeurs,  il  vient .- 

00  ÂF'  +  FÏÏ '  =ÂD'  ' 

ce  qui  démontre ,  en  passant ,  le  carré  de  l'hypoténuse. 

Si  le  triangle  est  quelconque,  comme  ABC,  on  pourra 
Toir,  avec  la  plus  grande  simplicité ,  que  les  côtés  sont  enlre 
eux  dans  les  mêmes  rapports  que  les  sinus  des  angles  opposés. 

Venons  maintenant  à  la  démonstration  qui  fait  l'objet  de 
ce  théorème. 

Je  suppose  que  j'ai  deux  angles  a  et  ^ ,  dont  la  somme  est  : 

<180'(/îî.9W»)- 


le  peut  difléror  aussi  peu  de  180**  qo'on  voudra ,  et  le 

rème  n'en  sera  pas  moins  vrai. 

ir  une  droite  indéfinie  AB ,  je  fais  un  angle  BAC  =  a. 

\  un  point  quelconque  C  do  la  droite  AC,  je  fais  un 

e=^^. 

)btieus  ainsi  le  triangle  AGD,  dans  lequel  l'angle  eité« 

•CDB=tf  +  &. 

ir  le  théorème  des  projections ,  on  a  immédiatement  : 

AGsADcosa  +  GDcosà. 

)n  sait  que  cette  égalité  est  toujours  vraie;  car  si,  par 
nple^  l'angle  6  était  obtus,  le  deuxième  terme  du 
:ième  membre  serait  négatif  ;  mais  le  cosinus  d'un  angle 
s  est  négatif.  On  a  donc  deux  signes  —  qui  se  réduisent 
par  les  règles  de  la  soustraction.  ] 
maintenant  je  remplace  dans  l'égalité  précédente  les 
I  par  les  sinus  des  angles  opposés,  ce  qui  ne  trouble  pas 
lité,  puisque  ces  sinus  sont  proportionnels  aux  côtés, 
-ai  l'égalité 

sinD  =:=siti6  cosa-{-sinacos6. 

in  D  =  sin  (a  -f-  ^)  >  puisque  ces  deux  angles  sont  supplé- 
taires.  Donc 

sin  (a +  6)  =sinacos^  +  sin^<^osA- 
lurait  de  même  : 

AD  =  ACcostf  —  CDcos(a  +  6); 

CD .  cos(a  -f-  /r)  =  AC cosa  —  AD. 
n  remplaçant ,  comme  tout  à  l'heure ,  les  côtés  par  les 

s  : 

la.  cofl(a  +  ^)  =  cosa  .sin(a  +  ^)  —  sin^  , 

=:cosa[sinacos6  -|-  sinfrcosa]  — sin6, 
s:sina[cosacos6  —  sin  a  sin  ^]. 
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Ddbc         cos(a4-fr)=:oo8tfcos6  — sioasioA. 

Si  maiotenanl ,  dans  les  deux  formules  qae  nous  venons 
è  trourer,  on  fait  a'{-b=a\  b=a*—a ,  elles  deviennent  : 

sin  a  .  coa(a' —  a)  +  sin  (tf' —  a)  cos  a  =  sina\ 
C08  a  .  C06(a' —  a)  —  sina  sin  {a'—  a)  =  cosa'. 

Oi  deux  formules ,  qui  sont  deux  équations  du  premier  de- 
frè,  doQoeroDt  .- 

cos  (a'—  a]    et    sin  (a'—  a) . 

On  a  donc  les  quatre  formules  : 

sin  (a-|-^)  =  sinacosA-|-sin^cosa, 
oos  (a  -j-  6)  =  cosâ  cos  A  —  sin  a  sin  6 , 
9in(a  — 6)  =  sinaco66  — sin6cosâ , 
cos  (a — b)=:cosaœsb'\'S\ïïas\ub. 

Puisque  les  trois  dernières  formules  ont  été  déduites  de  la 
première ,  on  voit  qu'il  suffit  de  démontrer  la  généralité  de 
la  première.  Or  elle  est  vraie ,  tant  que  Ton  a  a-f  A  <  ISO""  ; 
Oest  donc  facile  de  l'étendre  au  cas  où  Ton  aurait  a+b>iSO°, 
et  en  général  à  tous  les  autres  cas. 

Ainsi ,  par  exemple,  si  on  a  : 

a  +  6>180, 
je  puis  supposer  : 

a-^-b^iSO  +  a'+b'  ', 
fl  =  90  +  fl',     b=si90  +  b'. 
Alors 

sin  (a  +  A)  =  siD  (180  +  a'+  b']  =  —  sin  (a'+  b) . 

Ora'-f  2/étant  <180,  on  a  : 

—  sin(û'+  b)  =  —  sina'cos^' —  sin^'cosa'. 
Mais  sina'=sin(a — 90)  =  —  cos  a, 

cos  a'sz  cos  (a  —  90)  =  sin  a , 
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De  même  sin  i^'  =  —  un  h  , 

Ainsi        =  siQ  (^'4-  i')  —  siii  a  m%h  +  sm  b  cos^. 
Or  sia  (a  +  ^}  =  —  sia  (a  '+  i') , 

Donc  810  (^  -f  fe)  =  sin  a  cos  ^  +  sio  htma. 


I 


«Il 


On  pourrait  ainsi  étendre  la  formule  à  Ions  les  cas  possibles* 

Cette  géoéralisation  montre  immédiatement  que  la  formule^ 
est  vraie  de  0*  à  360°  ;  car  a-^  U  est  aussi  peu  différente  de  ^ 
180'  que  Von  voudra.  D'ailleurs,  a-\-b  est  >  180*  ;  donc  on  ^ 
voit  que  la  formule  est  vraie  de  180-  à  360%  comme  de  0°  à 
180°,  Nous  avons  posé  a^b  =  180  +  fi'4-  b*  ;  donc  /ï  +  ^  *" 
est  aussi  peu  différent  qu'on  le  veut  de  3(K^^ 

Or»  au  delà  de  360  ,  on  retombe  sur  les  mêmes  valeurs  ^' 
des  rapports  Irîgonométriqucs  que  de  O"*  à  360**,  Ainsi  la  for*  *^ 
mule  est  toujours  vraie  el  dans  tous  les  cas ,  lorsque  ^  et  J!» 
sont  positifs.  ^ 

On  prouverai l  avec  la  même  facilité  que  la  formule  est  * 
toujours  Traie ,  lorsque  a-^b  ou  Tun  des  deux  angles  est  | 
négatif.  Elle  est  doue  vraie  dans  tous  les  cas. 

Note.  Cette  démonstration  rentre  dans  celle  qui  a  été  în*  ^ 
diqaée dans  une  note,  t.  III ,  p.  375.  Tm.  ' 


DÉMONSTRATIONS  ÉLÉMENTAIRES 
de  plusieurs  propriétés  de  la  spirale  logarithmique^ 

Profesieur  au  Collège  royal  de  Ponliv|, 


r  Le  lieu  de  réquation  r  =  ke^y  rapportée  aux  coordon- 
nées polaires  r  et  f ,  est  une  spirale,  qu'on  a  appelée  loga- 


e ,  parce  que  l'angle  ?  croissant  en  progression 
ffiUnnétiqne  ,  les  rayons  vectears  correspondants  croissent 
CI  progresrion  géométrique. 

Oo  Toil  facilement  que  k  est  le  rayon  vecteur  correspon- 
tet  à  7  =  O ,  et  qn'en  faisant  varier  la  direction  de  Taxe 
pUre,  OD  peut  faire  passer  k  par  tous  les  degrés  de  gran- 
èv;  et  que  réciproquement  si  on  fait  passer  le  coefficient  k 
pr  diflérents  degrés  de  grandeur ,  on  changera  seulement 
hirection  de  Taxe  polaire;  et  qu'ainsi  la  grandeur  de  ce 
CKfident  n'a  aucune  influence  sur  les  dimensions  de  la 
coarbe.  D'ailleurs  ce  coeflBcient  ne  peut  pas  être  nul. 

Une  des  propriétés  les  plus  remarquables  de  la  spirale  lo- 
farithmiqne  ,  qui  peut  lui  servir  de  définition  géométrique , 
c'est  celle  de  couper  ses  rayons  vecteurs  sous  un  angle  con- 
tet.  On  démontre  assez  facilement  celle  propriété,  en 
tediant  l'expression  de  l'angle  que  la  tangente  en  un  point 
taioé  faâi  avec  le  rayon  vecteur  qui  aboutit  à  ce  point  -,  car 

cet  ai^le  est  donné  par  la  formule  tang  O^rlim^  ;  r  étant 

le  rayon  vecteur  du  point  donné ,  k  la  diflérence  de  ce  rayon 
vecteur  et  du  rayon  voisin ,  et  h  Tangle  de  ces  deux  rayons. 
On  aura  donc: 

tang9  =  rlim^^^^=^rUm,,    "^'""^ — -  = 


srlim 


H  à  la  limite ,  quand  7,  =s  9 
Ung6  =  rx 


^;n(l+m7+^cp'  + ^ 


mr       m 


Il  est  essentiel  de  remarquer  que  la  constante  m  est  la  co* 
tangeote  de  l'angle  0. 
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â*  Réciproqu«™erit  la  courbe  qui  coup€  ses  rayons  vec ,. 
leurs  sous  un  aDgIe  constanl,  csl  une  spirale  logarilhmique 
Car  si  (fig.   fa  bis)»  MM'M"...  esl  le  lieu  géoméirique  de-ti, 
mandé  ,  et  qu'on  mène  les  rayons  vecteurs  A  M  ,  AMV...  qurr 
fassent  entre  eux  un  angle  constant ,  qu'on  mène  des  laB*)D^ 
génies  aux  points  MÎVrM  ',  et  qu  on  prolonge  les  rayons  Teo^,^ 
teiirs  jusqu'à  la  rencontre  des  tangentes  en  TTT  ...  lei^ 
triangles  AMT  AM'T'  AM  "T"...  seront  équiangles  et  seni-,-^ 
blables,  donc  AM  est  à  AM'  dans  le  même  rapport  que  AM^^ 
est  à  AM"...  etc.  Cest -à-dire  en  d'autres  termes  que  l'angle  t 
croissant  en  progression  anlhmélique,  le  rayon  vecteur  croit"* 
en  progression  géométrique  ;  donc  le  rayon  vecteur  r  est  lié^ 
à  l'angle  f  par  la  relation 


r^ka? 


ou 


r  =i  ke^?    en  posant     a  —  e* , 


3"  Si  un  fait  croître  Tangle  ?  depuis  une  certaine  valeur  ^^ 
jusqu'à  <p,  +  2-,  Tare  décrit  par  Veïtrémité  du  rayon  vecteur 
s'appelle  une  spire*  L*augle  conlinuant  à  croître  de  la  même 
quantité  2;t  ,  on  aura  une  seconde  spire.  Ces  deux  spires  sont  *' 
des  arcs  semblables.  ^ 

Supposons  pour  plus  de  siiuplicilé  ,  que  ces  deux  spires  > 
commencent  à  l'axe  polaire  s  si  par  le  pôle  on  mène  une  I 
droite  qui  fasse  avec  cet  axe  polaire  un  angle  quelconque  «,  ' 
et  qu'on  joigne  les  points  où  cette  dn^ile  rencontre  les  deux 
spires,  à  l'origine  des  spire**,  on  aura  deux  triangles  sem- 
blables, comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
proportionnels.  En  effet ,  le  rapport  de  ces  deux  côtés  pour 
le  triangle  inscril  dans  la  première  spire  e«t 


r 


k 


l*î  rapport  des  deux  côtés  homologues  du  triangle  inscrit 
dans  la  seconde  spire  est 
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Fte  antre  spire  dontrorigine  serait  ailleurs  que  sur  Taxe 

jUn  lenil  encore  un  arc  semblable  aux  deux  spires  pré- 

L  Ed  eflet  soit  <p,  l'angle  que  la  droite  qui  passe  par  le 

ifeeirorigine  de  la  spire  fait  avec  Taxe  polaire,  menons 

Tecteur  qui  fasse  arec  cette  droite  un  angle  a ,  et 

le  point  où  il  rencontre  la  spire  à  Torigine  de  cette 

fR;  le  rapport  des  côtés  qui  comprennent  l'angle  a  dans  le 

I  iBigle  ainsi  formé ,  sera  encore  — . 

Oi  Toit  facilement  maintenant  que  si  r,  et  r,  sont  deux 
avons  yecteors  qui  fassent  entre  eux  un  angle  quelconque  a, 
ér'ti  /'  denx  autres  rayons  vecteurs  qui  fassent  entre  eux  le 
■éne  angle  ,  ces  rayons  vecteurs  étant  prolongés  indéfini- 
Mat^  intercepteront  sur  la  spirale  une  infinité  d'arcs  qui  sont 
tÉbhUes. 

V  II  résulte  de  là  que  pour  voir  si  deux  spirales  logarith- 
■fMs  sont  semblables^  il  suffit  de  mener  dans  chacune 
kta,  rayons  vecteurs  faisant  entre  eux  le  même  angle;  de 
joÉMire  les  extrémités  de  ces  rayons  vecteurs,  et  d'examiner 
i  les  deux  triangles  ainsi  formés  sont  semblables.  Soient 

r^ké^9     et     s  =  k'e^'9, 

kl  équations  de  deux  spirales  logarithmiques  ,  en  faisant  les 

(«Mructions  du  numéro  précédent  ;  le  rapport  des  deux 

eéiés  comprenant  Tangle  égal  pour  le  triangle  inscrit  dans  la 

r         1 
première  spirale  sera  3  =  — ,  le  rapport  de  ces  deux  côtés 

S  1 

pwr  le  triangle  inscrit  dans  la  seconde  spirale  sera  -^—j^. 

Or  ces  deux  triangles  ne  pourront  être  semblables,  et  par 
roaséquent  les  deux  spirales  elles-mêmes  ne  pourront  être 


r 
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semblables^  qu  autant  qu'on  aura  m-=m\  Mai^  alo 
deux  spirales  scronl  égales  ;  €t  seront  seulement  différem 
placées  si  le  est  différent  de  k. 

Ainsi  la  spirale  loganthmique  jouit  de  cette  propriét< 
gulière ,  de  n'avoir  aucune  courbe  semblable  à  elle-n 

50  La  spirale  loganthmique  est  racilement  rectittabic 
efiel,  si  on  considère  un  polygone  (H^.  11  bis)  MîVrM"! 
dont  les  côtés  coupent  sous  un  angle  constant  AM'^M 
ks  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  a  ses  extrémités,  i 
projette  les  côtés MM';M'M  \M' M' ...  sur  AM',AM",A] 
et  qu  on  rabatte  les  projections  des  sommets  sur  le  i 
vecteur  AM ',,.  La  longueur  W*W\  différence  des  n 
extrêmes  hp  et  AM"'  sera  égale  à 


d'oà 


MM'  cos  e  +  M'M'^  cos  0  +  M"M'"  cos  &  — , 


MMM'^'^^^tlif. 

cos  0 


Or  cette  propriété  a  lieu  indépendamment  de  la  lon| 
et  du  nombre  des  eûtes  MM\MW\  M"M"'...  etc.  Don 
aura  lieu  aussi  quand  ces  côtés  seront  infiniment  p 
maïs  alors  hp  deviendra  AM  ;  et  le  polygone  se  cha» 
en  une  spirale  logarithmique.  Donc  un  arc  de  spirale 
rithmique  est  égal  à  la  différence  des  rayons  vecteui 
aboutissent  à  ses  extrémités  ,  divisé  par  le  cosinus  de  V 
constant  ^  ^  sous  lequel  ces  rayons  vecteurs  sont  coupé 
la  courbe. 

De  là  la  construction  suivante  :  si  par  l'extrémité  1^ 
l'arc  MM'",  où  aboutit  le  plus  grand  rayon  vecteu 
mène  une  tangente^  qu'on  prenne  sur  A  M"' une  ïouf 
A/n  =  AM  ;  que  parle  point  m  on  mène  une  perpendicu 
AM\  et  qu'on  prolonge  cette  perpendiculaire  jusqi 
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f  ïkRMOiitre  la  tangente  en  T  ;  la  partie  M"'T  sera  égale 
tfacMM'". 

taies  ces  propriétés  subsistent ,  quelle  que  soit  la  gran- 

Évia  rayon  k  ccnrrespondant  à  r  =  0.  Ainsi  rien  n'em- 

fit  de  supposer  ce  rayon  inGniment  petit  et  de  compter 

teHM'  à  partir  de  son  extrémité,  ou,  ce  qui  sera  la  même 

ÉKpà  oompter  les  arcs  à  partir  du  pôle  lui-même  ;  alors, 

Aprii  la  construction  précédente,  si  par  le  pôle  on  mène 

■  perpendiculaire  à  AM',  et  qu'on  prolonge  cette  per- 

ddrire  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tangente  eu  T',  la 

ftk  HT'  de  cette  tangente  sera  égale  à  l'arc  de  spirale  lo- 

ïBîqne  coaipté  à  partir  du  pôle  jusqu'au  point  M'. 

I «Et  arc  a  aoe   longueur  finie,  quoique  compose  d'un 

f    WÊkt  infini  de  spires. 

S  U  distance  nM!  est  partagée  en  R ,  en  deux  parties 
inportionnelles  à  deux  longueurs  données  a  et  b^  la  per- 
pticulaire  élevée  à  AM'  par  le  point  R  partagera  aussi 
IT  dans  le  rapport  de  a  à  ^  ;  d'où  il  résulte  que  si  du  pôle 
■me  centre  avec  un  rayon  égal  à  AR  on  décrit  une  cir- 
«tèrence ,  cette  circonférence  partagera  l'arc  MM'  dans  le 
Sfportdea  à  b. 

Oa  volt  facilement  par  quelle  construction  on  partagerait 
■irc  de  spirale  Ic^arilhmique  en  autant  de  parties  égales 
p'OB  voudrait.  Je  ferai  seulement  remarquer  que  le  rayon 
k  cercle  qui  partage  cet  arc  en  deux  parties  égales  est  la 
iqftnne  différentielle  des  rayons  vecteurs  des  extrémités  de 
«ffc. 

r  Je  passerai  maintenant  à  la  quadrature  du  secteur 
o^ris  entre  deux  rayons  vecteurs  et  l'arc  qu'ils  intercep- 
tât Je  partage  l'angle  de  ces  deux  rayons  vecteurs  en  un 
Mnbre  n  de  parties  égales,  assez  grand  pour  que  les  arcs 
iloceptés  par  les  rayons  vecteurs  de  division  puissent  être 
|rii  pour  ane  ligne  droite.  Soient  n^r^^r^ ...  r^,  la  suite  de 
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{_'(.%  rayons  vecteurs,  s,^s^,s,. . .  les  arcs  correspondants  ;  chaqu^^jy 
triangle  élémentaire  aura  pour  mesure  : 

1  .  1      ,  sine 

-  r,  s,  sin  e  ou       -  r,  (r.  —  r.) 

2  ■  '  2  •  *'  cos  0  . 

1  .  1     ,  ,  sin  G 

-  r,  5.  sin  0  -  Tj  (r,  —  rj 

2  2   ^  '  COSO  r 


i  1  ,  sin  0  ^ 

ira 
Les  rayons  vecteurs  croissant  en  progressioQ  géométrique 

je  désignerai  par  q  la  raison  de  cette  progression^  et  j'aurai  ^^ 

r.  =  qr,     r,=  q^r,     r^  =  q^r,     r„^.=yV. 

r.  —  niq  —  i)     r,— r.=^r,  f^  — 1)  ^u. 

rn+.  —  r^=q""n{q  —  i); 

et  par  suite ,  pour  les  surfaces  des  triangles  élémentaires  :     '^ 


ir 


1  1  * 

-  tang  e  r.'  (g  - 1)  ^5  ...  -  lang  6  r.' (y  -  1)  ç'""'.       ^ 


La  somme  de  ces  aires  sera  : 


a 


1  tangOr.'(y-l)(^+yî+ç»+....+y—)=  Î|ang9  r.'y  ?l-i  , 


ou 


1  «^-^V-i'-Li 

-langer,  y __ . 


i 


^«+1  ®^  ^«  ^^^°^  *®^  angles  correspondants  aux  rayons  Teo- 
teurs  r»+i  et  r,.  Mais  cette  expression  n'est  pas  encore  ri- 
goureusement Taire  du  secteur  que  nous  voulons  mesurer. 
Il  faudrait  pour  cela  que  le  nombre  n  des  parties  dans  les- 
quelles on  a  partagé  l'angle  ?^^,— ?.  fût  infiniment  grand. 
Pour  introduire  cette  hypothèse ,  il  suflBra  de  faire  9  =:  1 . 
On  aura  donc  pour  Taire  A  du  secteur  de  spirale  loga- 
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en    remarquant   que    tangO=r-.,    et    que 


m 


^  =  4^  (^ -•-'••>■ 


ObaoneDOore 


^1      /rn^t-r. 
2     V 


^^sinO, 


aappdaDi  s  Tare  compris  entre  rn+i  et  r.. 

Soit  R  an  rayon  vecteur  qui  partage  Faire  A  en  deux  par- 
M8  proportionnelles  à  a  et  6,  on  aura  la  proportion  : 

r.^'-R':R'—r;::a:6,  d'où  R*= -4-7 '••»+»*+ 


Ainsi,  si  l'on  cherche  le  côté  d'un  carré  qui  soit  au  carré 
ooDstniil  sur  r^+t  dans  le  rapport  de  b  à  a  +  b  ^  et  le  côté 
(Ton  carré  qui  soit  au  carré  de  r,  dans  le  rapport  de  a  à  a'\-b, 
puis  que  dn  pôle  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  la  dia- 
gonale do  rectangle  construit  sur  ces  deux  côtés ,  on  décrive 
me  circonférence,  et  quon  joigne  le  pôle  au  point  où  elle 
RocoQtre  Tare  du  secteur  ;  ce  rayon  vecteur  partagera  le 
Kcteur  en  deux  parties  proportionnelles  à  a  et  ^. 

7*  Par  les  points  M  et  M'  (fig.  12  bis)  menons  les  tan- 
gentes, les  normales  et  les  rayons  vecteurs  ;  le  quadrilatère 
formé  par  les  deux  tangentes  et  les  deux  normales  sera  in- 
scriptible  ;  il  en  sera  de  même  du  quadrilatère  formé  par  les 
ànix  rayons  vecteurs  et  les  deux  tangentes.  On  voit  môme 
fK  ees  denx  quadrilatères  seront  inscriptiblcs  dans  une 
■éme  circonférence  qui  aura  pour  diamètre  la  droite  qui 
joint  le  point  d'intersection  des  deux  normales  au  point  d'in- 
tcnection  des  denx  tangentes. 

Si  maintenant  on  imagine  que  le  point  M'  se  rapproche 
iodéGniment  du  point  M  jusqu'à  venir  coïncider  avec  lui,  le 
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ptiinl  d'intersection  des  deux  normales  deviendra  îe  cent 
de  courbure  \  eu  même  temps  la  droite  qui  joint  te  pôle  au? 
points  d* intersection  des  deux  tangentes  se  confondra  avec  1 
le  rayon  vecteur  du  point  M.  ^ 

Donc  la  projection  du  rayon  de  courbure  sur  le  rayon  vec-" 
leur  est  égale  à  ce  rayon  vecteur  lui-môme.  Donc  on  aura  t   *1 


r=ps!nô,     d'où     ^^^ryc 


\/'+^- 


p=-r|/i  +  m' 


Par  conséquent  ^  si  du  pôle  on  mène  une  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur ,  cette  perpendiculaire  ira  rencontrer  la 
norinalc  au  centre  de  courbure ,  et  la  partie  de  la  normale 
comprise  entre  ce  point  et  le  point  M  sera  le  rayon  de 
courbure. 

La  dislance  r  du  pôle  aa  centre  de  courbure  sera  donnée 
par  la  proportion 

r*  l  r  \:  cos  0  .  fiin  9  ou  r  :  r  ;  ;  nt  :  t  ,  d'où  r'  =  mr  j 
ou ,  si  on  remplace  r  par  sa  valeur  en  fonction  de  ? , 


Ce  qui  fait  voir  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  ou  la  dé- 
veloppée est  une  spirale  logarithmique  égale  à  la  première , 
mais  dîiïéremment  placée. 

8**  Si  j  par  un  point  M  (^gr,  i  a  ) ,  on  mène  une  langeute  et 
le  rayon  vecteur  du  point  M  ;  puis  ^  par  le  pôle ,  une  droite 
qui  fasse  avec  le  rayon  vecteur  un  angle  quelconque  a,  et 
qu'on  prolonge  cette  droite  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tan- 
gente en  1\  Si ,  par  un  autre  point  M',  on  mène  encore  une 
tangente  et  un  rayon  vecteur  \  puis ,  par  le  pôle ,  une  droite 
qui  fasse  avec  ce  rayon  vecteur  un  angle  t-gal  à  «  ^  et  qui  dé- 
terminera sur  la  tangente  un  point  T'  ;  le  lieu  des  points. 


n 

a 
m 

^ 

i 

i 

À 
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T,  r  sera  une  spirale  logarilhmique  ;  car  les  triangles 
UIT,  âMT'  étant  semblables  comme  équiangles ,  les  an- 
lieiMTA,  MT'A  sont  égaax.  Or  la  Ungente  MT  est  évi- 
fameot  normale  au  lieu  des  points  T.  Donc  cet  angle  MTA 
Qt  le  complément  de  l'angle  sous  lequel  ce  lieu  géométri- 
fae  ooope  ses  rayons  yecteurs  AT.  Cet  angle ,  sons  lequel 
ffUf  nouvelle  spirale  coupe  ses  rayons  vecteurs,  n'est  plus 
éni  à  l'angle  0 ,  mais  à  Tangle  e  augmenté  de  l'excès  de 
Taoçle  MAT  sur  un  angle  droit ,  si  l'angle  MAT  est  obtus , 
«(Eminaé  de  Texcès  d'un  angle  droit  sur  l'angle  MAT,  si 
«t angle  est  aigu. 

Celte  spirale  ne  sera  une  développante  de  la  première  que 
àos  an  seul  cas ,  celui  où  l'angle  MAT  est  droit  ;  et ,  dans  ce 
»,  le  lieu  du  point  T  est  une  spirale  logarithmique  égale  à 
!i première.  Dans  ce  cas  encore ,  le  point  T  est  l'extrémité  de 
h  sous-tangente. 

lYole  Cette  méthode  ingénieuse  est  celle  de  Wallis,  celle  qui 
ré^it  avant  l'invention  des  nouveaux  calculs.  Mais  pourquoi 
Barcber  on  arrière?  Pourquoi  rendre  long  et  pénible  ce  qui 
«t court  et  facile?  Le  calcul  différentiel  est  chose  élémentaire 
H  aussi  rigonreux  que  l'échafaudage  perpétuel  des  limites: 
oais  on  ne  l'enseigne  pas.  Cette  négligence  est  la  honte  de 
roseîgoemr'nt  collégial  en  France.  Tm. 


SOLUTION 
d'un  problème  sur  les  arrangetnenls. 

PAR  M.  BHOT, 

Professeur  an  Collège  de  Poitiers. 

1.  Étant  données  plusieurs  es|>è(îps  de  loiires  a,b,c,,.,r^s 

An>.  itK  Maihbm.  V.  7 


et  UD  nombre  déUTininé  de  lellres  de  chaque  espèce,  de  i 
nière  que  leur  pnniuil  puisse  <^lre  représenlti  par  a*b  c^,,, 

r's^  trouver  le  nombre  des  arrangcnienls  de  ces  leltres  nC 
n.  (Le  nombre  lolal  des  leltres  a+ 0+7  +  ..*.-|-p-|- «r^in.- 
On  adopte,  pour  les  arrang^emenls  enqiicslîon,  la  tiolaltor, 
(^a^b  c^,...r^5*Aj.  Cela  posé,  le  nombre  des  arrangomend^ 
qui  ne  conlientieiil  pas  a  est  évidemment  (l^V....  r'VAjip 

Pour  avoir  ceux  qui  oiutienuent  a  une  fois,  ou  arranger! 

*"  •  lJ 

n  —  l  3  n  —  I  les  lettres  i'V  ....  rV ,   et  dans  chacun  de  ce 

arran^euients,  on  placera  a  à  toutes  les  places  possibles  aii% 
nombre  de  n  -^  le  nombre  des  arrangements  en  questiou  §era 
donc  nib  c^ ,..,r's''A^_X  Pour  avoir  les  arrangeineols qur 
conlieoneut  a  deux  fois ,  arrangeons  n  —  2  à  «  —  2  les  let- 
très  ^'"c'^....  rV  et  disposons  dans  chacun  de  ces arrauge- 
ments,  de  toutes  les  manières  possibles ,  les  letires  a  el  a'-,  b 
lettre  a  pourra  ôire  placée  à  a —  1  places  différentes  ;  et  en 
prenant  un  des  résultats  obtenuî> ,  la  lettre  a'  pourra  encore 
y  être  placée  à  n  places  différentes  \  donc,  dans  chacun  des^ 
arraDgements  en  question  ,  il  y  aura  n[n— l)  manières  de 
disposer  les  lettres  a  et  a\  Supposons  actuellement  a^^  a'^ 
en  prenant  un  des  arrange menls  précédemment  formés ,  el, 
en  y  permutant  de  toutes  les  manières  possibles,  c'est-à-dire^ 
de  1 .  2  manières ,  les  deux  lettres  a  et  a!\  saos  toucher  aux 
autres  lellres ,  on  aura  autani  d'arrangements  qui  précédem- 
ment  étaient  différents  et  qui  maintenant  deviennent  les  ^ 
mémt  îï.  Donc  ^  en  résumé  ,  le  nombre  de  manières  de  dispo- 
ser deux  lellres  semblables  dans  chacun  des  arrangements' 

n  —  2  à  «  —  2  de  6 V . . , .  r^j ^  se  réduira  à  — - — - —  ^  donc^ 

Je  nombre  total  des  arrangements  qui  contiennent  a  deux^f 

"''•- 'k6V'...,rVA_).    On  trou-' 


fois  est  représenté  par 


1  .  2 


I 


/^V....rVA^^\    Donc 


foi,  par  des  raisonnemeDts  analogues ,  que  le  nombre  des 
gtmpments  qui  oontiennenl  a  trois  fois  est  exprinîé  par 

'*—  M    "Z^Çjb^c^ ....  r^s^'A^  ;  que  le  nombre  des  ar- 
1.2.3  -»/  »  M 

lacements   qui   contiennent   a  a   fois  est   exprimé  par 

1  .52.3  ....« 
«  a  la  formule  générale  : 

V6V....  r^s'Aj^ib^c'..,.  r  5'Aj  +  /iUV'....  r^s'A^)+ 

1.2  1.2.3  "^^ 

/i(n~l)  (/i-2) ....  (/»— «+>)ri.6^y       „.,..       ^ 

Cette  formule  ramène  le  problème  proposé  à  d'autres  du 
■tee genre,  mais  plus  simples,  sur  lesquels  on  raisonnera 
^h  même  manière. 

On  observera  1^  que  si  a'^  n,  on  pourra  évidemment 
le  réduire  à   n  sans  rien  changer  {    de  manière   que  si 

!_/«,  5  /i,  7  _n  ....,  le  problème  se  ramènera  à  celui 

éei arrangements  complets  des  lettres rz,  O^c  ....r,5pris  /ià.ii. 

2^  Que  si  a=6  =  7  =  .,.  =9=1 ,  le  problème  dcTient 
«B  problème  d'arrangements  ordinaires. 

3"  Que  si  €  +  7  +    ...  +  p  +  <7  <  71,  l'expression 

(aV....  r's  aJ  =  0  ;  do  mémo  pour  les  aulres ,  dans  les  cas 
lemblables. 

V  Que  si  n  =  oL,  l'expression  (^V....  r'^s  Ao)  devra  être 
ojij»idérée  comme  égale  à  1 . 

On  parviendra  finalement  à  avoir  à  calculer  des  exprès^ 
SODS  telles  que  5»  A^ ,  et  une  pareille  expression  revient , 

laprés  la  première  remarque^  si  a  __/i,  à  ^"A^  =  1  ',  et  si 

r</i,  elle  est  égale  à  0,  d'après  la  troisième  remarque. 
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2.  Examinons  le  cas  parijculicr  de  m  =  n  ;  alors ,  dans  h 

rormule  gcncralo  ,  toas  les  termes  du  second  membre  dispa-  " 

raisscnl ,  excepic  le  dernier ,  cl  on  a  suecessiveraenl  :  | 

f-«/.«-y         •-'*    ^       mim~i)(m—2)....im-tt+i)  ^Ê 

[abe'.,..r>Am)  = ,.2.3...  ^ ^ 

(6V....r'»'A«_.)t 
fLtV  ->..  \      (<»— a)(ff'-"-1)--(w— »— 6+1) 

(c'...V*°A«-.-cy 

■..(TO-3-e-y+i}    I 
...7 


y  9   « 

w  ....  tt 


A«-._«J  -  J.2.3....7 


1 


....-p+1)  I 


(A'A»_.-^v— •)  = 

(m—» — 6 — 7 — . . . .  ) . ,  ,.(m — m — ^- 


=  (*-A.)^- 


d'où 


^((r— l)(ff— 2),...l 


Am)  = 


1.2.3.,..^ 


i.2.3.4.,,.  (m— i)m 


=  1; 


.  r^ 


(1.2-  ..a)(i.2....<5)...,(t.2.,..(T) 
make  connue* 

3.  Lci  i|ucâlîon  analogue  pour  les  Lombinaisons  se  Irait''  de 
la  même  manière;  sculemcnl,  dans  la  formule  générale, 
lous  les  termes  du  second  membre  ont  1  pour  coefficient. 
(  Celte  Tormule  relalive  aux  combinaisons  m'avait  été  donnée 
autrefois  el  je  Tai  êlendue  au3i  arrangements.  ) 
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NOTE 
sur  la  convergence  des  $éries. 


I.  La  convergence  des  séries  présente  beaucoup  d'ai^alugie 
vtt  l'asymptotisme  des  courbes.  En  effet ,  lorsqu'une  courbe 
a  ne  asymptote,  soit  rectiligne ,  soit  parabolique  ou  hyper- 
loiique ,  cela  signifie  que  les  parties  très -éloignées  de  Tori- 
pMse  confondent  sensiblement  avec  une  droite ,  une  para- 
Me  oo  hyperbole  de  divers  degrés ,  et  peuvent  être  calculées 
«nme  telles.  Il  en  est  de  même  des  séries.  Lorsque  des 
termes  très-cloignés  du  premier  se  déduisent  les  uns  des 
aoires  d'après  une  loi  sensiblement  la  même  qu'on  observe 
dus  une  seconde  série  connue ,  on  peut  dire  que  la  première 
Krie  s'approche  asymptotiqucment  de  la  seconde  et  en  par- 
tage les  caractères  ;  si  donc  celle-ci  est  convergente  ou  di- 
Tergente  pour  certaines  valeurs  de  la  variable ,  la  première 
Krie  sera  aussi  convergente  ou  divergente  pour  ces  mêmes 
Takors. 

II.  II  s'agit  donc  de  trouver  des  séries  types  bien  connues 
qoi  puissent  servir,  par  moyen  de  comparaison,  à  établir  les 
caractères  de  convergence  des  autres  séries.  Le  premier  type 
fui  s'offre  naturellement^  c'est  la  progression  géométrique , 
convergente  ou  divergente ,  selon  que  le  rapport  est  inférieur 
on  supérieur  à  Tunité.  Si  donc  une  série  a  chacun  de  ses 
tomes  respectivement  moindre  ou  plus  grand  que  le  terme 
de  même  quantième  d'une  progression  géométrique  conver- 
gente oo  divergente ,  il  est  évident  que  la  série  elle-même 
ffra  aussi  convergente  ou  divergente. 

Soit  «,,  «,,",••••"«  +  ctc-»  la  forme  générale  d'une  série 


<f(n)'    (rt  +  l)ç(»)'    („^_i,(„4  2)y«' 


I 


soDl  tous  inférieurs  aux  termes  com^pondanb  de  la  pro- 
gression géométrique  convergente , 


I 


^n      nf(n)*    n^f[n) 


etc. 


(A™ 


t 


Donc ,  la  série  qui  a  pour  terme  général  — -  est  conver- 
gente \  il  est  de  plus  évident  que  chacun  de  ses  lennes  est 
moindre  que  la  somme  c*iitîère  de  la  «;éne  {k)  ^  somme  qui 
est  égale  à 


1 


1 


1 


f(n)    n— 1     1.2.3.,,,rt— I     n—i 


i 
n—i' 


Ainsi,  en  ajoutant  les  n  premiers  termes,  le  reste  sera 
moindre  que  le  prinluît  du  /e^*"^  terme  par  siTousup- 


—  lOS- 
'fBieii^ll,  on  aort  e  =  2,7182818,  et  Terreur  commiie 
etf  Boîndre  que 

=  =  0,00000002  ; 

1  .2.3...  10.  10       36288000        ' 

de  sorte  qu'elle  n^altère  pas  la  septième  décimale  {*). 
III.  1*  Théobèmb.  Lorsque  dans  la  série  namérique 

u^.  Il,  ...M^  + etc.  ;a; 

cbque  terme  est  inférieur  à  celui  qui  le  précède ,  cette  sé- 
rie A)  et  la  suÎTantc 

tt, ,  2ii. ,  4f/, ,  8ii,,  16u„ ,  3211,.  +  etc.  (B) 

sont  CD  même  temps  convergentes  et  divergentes  (**)  ;  les  iu- 
Ates  sont  une  série  récurrente  ayant  pour  échelle  de  rela- 
tion.  2,  + 1 . 
f      Démonsiration,  On  a  : 

Wo  =  «o  , 
2ii.  =  2ii. , 
4ii,<2ii,  +  2ii., 
8*1,  <  2ii,  +  2w«  +  2a,  -f  2ii, , 
etc. 
Donc 

II,  +  2w.  +  4ii,  +  etc.  <  iio  +  2fu.  +  u,  +  ....  +  etc.) 

Ainsi,  si  la  série  (A)  est  convergente,  la  série  (B)  lest 
aussi. 
On  a  encore  : 

llo  =  "o  , 

2ii.>ii.  +  ii., 


'   Canchy ,  Court  d'analyse ,  i83i ,  p.  129. 
*-;  niâ„  p.  135. 


Donc 
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w.  +  2M.  +  4ih  +  etc.>M„  +  «.  +  ii,+ 


Si  donc  la  série  (A)  est  divergente,  la  série  (B)  est  direr 
geôle  à  fortiori  ;  donc  aussi  réciproquement. 
IV.  Exemple  : 


«ui 


2."       3^       4^ 


(A) 


On  aura  pour  (B)  : 

Celte  série  (B)  est  une  progression  géométrique  coover-  ^ 
génie  pour  p.  ]>  1 ,  et  dirergenle  dans  le  cas  contraire.  Ainsi  ^g 
(A)  est  convergeole  si  (^>  I  ,  et  divergente  si  (a^I  ou  est    . 

1  i       I       1  ' 

V,  La  progression  t  +  7:  +  «  +  7  +  7  "*"  ^^^'  ^  ^^^  "**™'  •! 

2  3       4       5 

mée  harmonique,  parce  que  les  rapports  entre  deux  lerraes  ' 
cODséculifs  représenteot  des  intervalles  musicauE«  Ainsi  une  ^ 
corde  de  longueur  t  rendant  un  son. 


(r.p-  12.) 


ceUe  de  longueur  -  rend  l'octave  de  ce  son. 

â 

--  la  quinte. 

3 

2  la  quarte  juste. 

* 

—  la  tierce  majeure. 

5  ,     . 

—  la  tierce  uuneure. 
o 

—  la  geeonde  majeure. 


On  suppose,  d'ailleurs,  que  les  cordes  ont  même  tension 
et  même  diamètre* 


^ 


-  1«6  - 

n.  Cette  progression  harmoniqae  jouit  de  la  propriété 
IM  trois  termes  consécatifs  forment  ane  proportion  harmo- 
iftf,  qui  s*éiionce  ainsi  -.  La  différence  des  deux  premiers 
est  à  la  diflEÊrence  des  deux  derniers ,  comme  le  pre- 
est  au  dernier. 

^  _  1.  i  —  ^      i  .1 
3       4  "4       5  ••3  '5' 

(fmtre  pmnts  A,  fi,G,  D  se  succédant  en  ligne  droite,  si  l'on 
i,atre les  trois  distances  AB,  AC ,  AD ,  la  proportion 

AG  —  AB  :  AD  —  AC  ::  AB  :  AD , 

kl  quatre  points  sont  situés  harmoniquement. 
TII.  Quoique  la  série  harmonique  soit  divergente ,  la 
■uneangoiente  trés-lentcment  ;  ainsi  Eulcr  trouye  que  la 
■medes  1000  premiers  termes  est  7,4849708605503,  et  en 
pesant  le  premier  million  de  termes  ;  14,3927262228657  (*); 
parvient  à  ces  résultats  par  des  considérations  fondées 
le  calcul  différentiel  ;  mais  on  peut  arriver,  sans  sortir 
éa  élénieiits ,  à  une  limite.  En  effet,  la  somme  des  termes, 

fcpuis  — r— •  jusqu'à  —  compris ,  est  renfermée  entre  /i— 1 
a  '•\-  1  na 

et ;ainsilasonmiede  -—-  jusqu'à  -—--  est  <4;  en 

n  200  "^     ^       1000 

raisonnant  de  la  même  manière ,  on  trouve  que  de  1  à  — r, 
b  formule  est  aussi  inférieure  à  4  -,  donc  de  1  à  — --  la 

lUUu 

iomme  est  moindre  que  8. 

VIII.  Lorsque  r  est  un  nombre  entier  pair,  Euler  a  d-é- 
■ontré  que  la  limite  de  la  série  A ,  divisée  par  tt*",  donne 
toujours  un  quotient  rationnel  ;  par  exemple  : 


ifUêituêioMê  cmkuli  dilF»r$nt.,  1. 1 ,  p.  446 ,  èdit.  de  Pèlerebourg. 


^^p 

— 
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^r  «+^+3--+^+ 

etc.^ 

1.2.3 

^r  ^+h+j*-^'^'- 

-         ^'            1    .* 

1;3,3,4.5  '  3 

m      '^h'  +  h'''- 

-        '      '''               \* 

1.2.3.4.5,6.7      3 

Les  puissances  de  ^  sont  multipliées  par  deux  facteurs^ 
formalîoQ  du  premier  esl  évidente;  le  second  fadeur  «^^ 
forme  à  Faide  de  certains  nombres,  dits  BerDoulliens^dtiQOin^ 
de  leur  auteur,  Jaeques  Bernoulli  -,  la  loi  de  ces  nombres  a^ 
été  Irouvêe  ,  la  première  fois,  je  crois,  par  L^aplace.  Ainsi  » 
si  IV)[i  pouvait  démontrer  rirrationalité  de  ta  limite  de  h  . 
somme  des  puissances  réciproques  paires  des  nombres  uaUh  | 
rois,  Hrrationalité  de  n"*  serait  aussi  démontrée. 

IX,  Lorsque  a  est  un  nombre  entier  impair,  la  limite  esl, 
encore  inconnue  ;  on  ne  sait  de  quelle  transcendante  elle  csi. 
dépendante.  11  est  probable  qu'elle  dépend  d'une  transceo-» 
dante  hyperbolique  ou  elliptique  En  effet ,  s<nt  la  courbe^ 


hyperbolique  ifig. 


ti)   donnée  par   Téquation    y^—^f 

^         H 

ç  étant  positif;  0  est  l'origine  ^  OX,  OY  les  axes  des  coor- 
données, asymptotes.  Soit  00'=.!,  et  OM  =  !  ;  on  dé-J 
montre  facilomenl  que  Taire  asymploMquc  renfermée  entre 
la   courbe    MM' M"...  {fig.  Il),    lordonnée   OM  et  raxej 

pour  limite  -  i  prenons  lesdistanees  Oty,  O'A** 
q  1 

AB ,  BC,  etc  ,  égales  chacune  à  Tunité ,  et  menons  \mi 

ordonnées    AU\   BW\   CM",  et  achevons  les   roctanglesj^ 

OAM  D,  ABM"D\  BCM"'D'\  etc.  ;  on  aura  \ 

AM'=^/^;BN'^=5î^;CM-=p^; 


O'ABC.  ...a 


les  aires  des  rectangles  seront  exprimées  i>ar  ces  mêmes . 
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bctiûiis;  or  Taire  asymptotique  étant  limitée ,  il  s'ensuit 
|K  b  somme  des  aires  rectangalaires  est  aussi  limitée  ;  mais 
hnqne  q  est  négatif ,  Tespaee  asymptotiquc  a  pour  limite 
-oc ,  et  alors  on  démontre  aisément  que  Taire  du  rectangle 
alpins  grande  que  la  moitié  du  trapèze  rectiligne  C'AMIM; 
r  b  somme  de  ces  trapèzes  est  évidemment  inânie  ;   donc 
I  somme  des  rectangles  est  aussi  infinie.  Je  dois  cette  se- 
mé partie  de  la  démonstration  à  l'obligeance  de  M.  le 
jwfcsscor  Boardoonay  -  Dnclésio  .   auteur   d'une  savante 
tàt  mathématique  sur  la  distribution  de  l'électricité  sur 
k  flrface  des  corps  conducteurs.  Le  théorème  général  est 
ià  M.  Gauchy  (*).  Cela  suffit  pour  faire  voir  la  connexion 
ike  la  somme  des  puissances  réciproques  et  les  aires  hy- 
IvboUqaes. 

L  A  l'aide  du  théorème  que  nous  venons  de  citer,  M.  Ber- 
■d  prouve  facilement  (**)  que  les  séries  : 

^  "^  âlâ)*       "3T/3F  n(//i)«    "^*'  ^^' 

■*^'     *  "^  212{U2)^    "^  31og3(//3F  '^  nln.ilhi)^'^'"  ^^^ 

^  "^  2l'2U2{UlD-  "^"   nlnllnilUuY  '^ '"  ^^' 

nt  toutes  convergentes  si  a  est  >  1,  et  divergentes  si  et  est 
pi  à  1  ou  plus  petit  que  1  ;  nous  avons  déjà  considéré  la  pre- 
ière  série  ;'  pour  la  seconde,  il  faut  recourir  à  la  courbe 
vperbolique  donnée  par  l'équation 

1 


y 


'  x{V}^xy  ' 


'*.  Kiercircs  de  inathéiiiatiqueB ,  seconde  année,  1 827,  p.  m. 
'^:  Journal  dei  Ma Ibëma tiques,  fôv.  i842,  p.  38. 


--  t08 


et  donl  l  aire  asymptotique  est  exprimée  par  , 

1  -=-  a- 

ainsi  des  autres. 

XI.  Ces  séries  servent  au  même  gt*omèlre  à  établir  d€ 
règles  de  convergence.  Avant  de  les  donner,  nous  rappel 
lerons  deux  ihcorémes  de  M.  Cauchy  (*)  qui  servent  de  poio 
de  départ 

Théorème  l.  Si  dans  une  série 


U  =  Wo  +  «.  H-  **.+  ••  «*™  +  "n+.  +  <5lc> 


(V) 


tons  les  termes,  à  partir  d'un  certain  rang,  sont  positifs ;6i 
si  de  très-grandes  valeurs  de  n  font  converger  le  rapport 

-^^  rers  une  limite  R  5  la  série  sera  eonvergente  lorsqu'on 

aura  R  <  l ,  et  divergente  lorsqu'on  aura  R  >  l  (AlgiMill 
Fourcy,  p.  52*2,  3*  édit.).  En  effet,  le  rapport  ayant  une  ton^ 
dauce  à  devenir  constant^  la  série  s'approche  asymptotiquc- 
ment  d'une  progression  géométrique  et  en  prend  lecarao 
lôre.  I 

Théorème  II  Si  dans  la  même  supposition  t  pour  de  très^ 
grandes  valeurs  de  n,  l^^u^  converge  vers  une  limite  K  ;  la 
série  est  convergente  ou  divergente ,  suivant  qu'on  aura 
R  <  1  ou  R  >  I  (Algèb.  de  Fourcy,  p,  524).   Lorsqu'on  a 

œnslamment  -^  =  P^w^i  la  s^rie  est  une  progression 


H+l 


géométrique  ;  car  on  aura  ainsi  -^  =  ^*^n+t  j  rem- 
plaçant  dans  le  second  nombre  a„^  par  sa  valeur  tirée  de  la 
première  équation ,  il  vient  -.-^  =  Vu^\    on    voit  donc 

que  lorsque  yu^  s'approclie  d'une    valeur  fixe,    la  série 


(*)  Cours  ffAnalyte,  p-  Ui»  HA. 
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Mierfe  encore  v«rs  une  progression  géomébrîqae;  et  cette 
est  identique  à  celle  qui  est  donnée  par  le  théorème 
(Rodent  {Cours  d'analyse  y  p.  134).   Ainsi  les  dcuxthéo- 

ÏBtt  oe  diflereut  qne  pour  l'énoncé. 

m.  Ce  théorème  est  en  défaut  :  r  lorsque  R=f  ^  2*  lors- 
|B  R  est  tantôt  au-dessus  tantôt  au-dessous  de  1  ;  ce  qui 
iriTe  poor  certaines  séries  que  Logciidre  a  désignées  sous  le 
MB  de  «rrtef  semir^onvergentes. 

Four  trouver  les  caractères  à  employer  lorsque  R=l, 

.      ,  .     .      .  lOR  tt.       , 

oainoQS  (aj  la  série  qui  a  pour  terme  gênerai  =  log  a, 

icdot  une  constante  ;  on  en  déduit  u^  =  a"  ;  ainsi  toute 
m  qui  pour  de  grandes  valeurs  de  n,  satisfait  à  cette  équa- 
ia,  s'approche  d'une  progression  géométrique  et  participe 
n  cvactères  de  cette  progression ,  comme  il  a  déjà  été  dit 
Chëesos;  il  n*y  a  du  doute  que  lorsque  !og  a  =  0 ,  et  re- 

log  "n  "*  a. 


■trqnonsqae 


,      1 
log  — 


;6j  La  série  qui  a  pour  terme  général ^  =  a  ;  on  en 

iw  M,  =  -^ ,  ce  qui  est  la  première  des  séries  (A)  ;   donc 

fans  toatc  série  où    le  rapport  -j s'approche    d'un 

lonbre  constant  pour  u  très-grand ,  tend  à  s*idenli6cr  avec 
Il  première  de  (A)  ;  ainsi  si  a >>  1,  il  y  a  convergence;  et  si 
■<  *  »  il  y  a  divergence  ;  il  y  a  doute  si  «  =  1  {Cours  d*ana- 

log  —                   log  — 
fme,  p.    137).  On  a: =  =   .  2  =  ^.   or, 

noor  n  infini  = est  infini. 

'  log/2 
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il  est  infini  le  premier  facteur  est  infini  ;  il  faut  donc 

,      1 

fÊt  le  second  facteur  s'approche  de  zéro  ;  ou  que ? 

èfieooe  égal  à  Tuoité  ;  ainsi  lorsque  la  troisième  règle  a 
In  la  seconde  esl  nécessairement  en  défaut.  Soit  la  série 


2\/2       3Ï/3  nÇ^n 

1**  Régie.  Rapport  de  deux  termes  consécutifs 

.  fcsant  n  =  oc , 

(/i+l)|//i+l 

ce  rapport  deyient  ^al  à  1  ;  ainsi  cette  règle  n'est  pas  appli- 

oble. 

Il,— 

i-  Régie,  '"g^^^  =  ""^  ^  ;  fesanl  /i  =  oc,  ce  rapport 
logn  /i     ' 

=  1  ;  donc  la  deuxième  règle  n'est  pas  applicable. 

3='  Règle,  log  ^!l^  __  1  ;  fesant  /i  =  oc ,  le  rapport  =  0, 
/ilog/i       n 

par  conséquent  a  <  1 ,  et  la  série  est  divergente  et  à  fortiori 
b  série  suivante 

,+-L  +  ±  +  J-+..J^, 

\/2       P'a        K4  V^n 

[d]  Si   le    rapport  précédent  est  égal  à  Tunité,  il  faut 

log — r 
prendre  le  rapport  -j — jp—j  et  ainsi  de  suite. 

[roir  Lebesgue ,  t.  IV,  p.  66.) 


m  à  Vécoleât 
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THEOREMES  ET  PROBLÈMES. 


td 


107.  Éiaol  données  deux  sphères  fixes ,  trouver  la  dislance 
des  deux  (  eolres ,  en  ne  se  servant  que  de  la  régie  et  da 
compas-  -'* 

108.  Deux  quadrilatères  ABCD,  A'B'G'D' étant  inscrits  dans 
la  même  conique  ;  si  les  Irois  points  d'intersfMlion  (AB.A'B^,^ 
(BG,B  G),  (CD, CD')  sont  sur  une  même  droite  le  point  din- 
lerse^tion  CDA,I>'A')  sera  sur  la  même  droite  (Pliicker).  *^ 

109.  Un  polygone  de  2w  +  4  côtés  étant  inscrit  dans  une  M 
conique;  les  côtés  opposés  donnent  m  +  2  points  dlntersec-  ig 
lionî  si  m  +  1  de  ces  points  sont  sur  une  même  droite,  le^- 
point  rrstant  est  sur  la  môme  droite.  ' 

1  tO,  Un  polygone  de  2m  +  4  côtés  étant  circonscrit  à  aoe  "' 
conique  ;  m  -|-  2  diagonales  passent  par  les  sommets  opposéi  ;  *f 
si  m  -f- 1  de  ces  diagonales  se  coupent  en  un  même  point ,  Il  n 
diagonale  restante  passe  par  le  mérne  [>oint.  ^i 

1  fi   Lorsqu'un  corps  pesant  flotlant  est  en  équilibre  dans 
un  liquide,  la  distance  du  centre  de  gravité  du  corps,  au  ^ 
centre  de  gravité  de  la  masse  liquide  déplacée ,  est  un  maxi-  k 
mum  ou  un  minimum  (Clausenl 


ANNONCE. 


M.  Aristide  Marre ,  connu  de  nos  lecteurs  (voy.  I.  III, 
p.  317),  et  qui  s  applique  avec  ardeur  à  l'étude  des  mathé- 
matiques el  des  langues  orientales ,  est  occupé  à  traduire 
louvrage  clas$i(]ue  de  Boha-Eddin  sur  Talgèbre^  qui  donne 
une  idée  de  Té; al  de  cette  science  au  douzième  siècle. 
Noui  en  enrichirons  les  Nouvelles  Annalen.  11  est  a  dé- 
sirer que  ce  jeune  homme,  soldat  au  71*  de  ligne,  soit 
bientôt  entièrement  rendu  aui  lettres,  où  il  pourrait  ausî*! 
rendre  au  pays  un  genre  de  service  qu'on  ne  saurait  Irop  en- 
courager, surtout  depuis  que  nos  relatioiis  avec  TOrienl 
prenni  nt  de  jour  en  jour  plus  d'importance.  Tm. 
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RECTIFICATION  ESSENTIELLE. 


les  problèmes  109  et  110  ({taf^c  lia)  doivent  <Urc ainsi 


109.  Un  polygone  de  Am  4-  2  côtés  étant  inscrit  dans  une 
(mqne,  les  côtés  opposés  donnent  2/n-f  1  points  d'intcr- 
Klion  ;  si  2/n  de  ces  points  sont  sur  une  même  droite ,  le 
point  restant  est  sur  la  môme  droite. 

110.  Vu  polygone  de  4m  -{■  2  côtés  étant  circonscrit  à  une 
CDBÎqae ,  2/n  -|-  1  diagonales  passent  par  1rs  sommets  oppo- 
féi;  tî  2m  de  ces  diagonales  passent  par  le  même  point,  la 
âifoiiale  restante  passe  par  le  même  point. 

£0  cherchant  les  démonstrations ,  j'ai  trouvé  le  vice , 
fiillears  évident,  de  renoncé  que  j'ai  copié,  par  inadver- 
tnce,  dans  CrclL 


OBSERVATIONS 

fur  U  mode  actuel  d'examen  pour  radmimon  à  V école  de 
Saint-Cyr, 

PAR  UV  ABONMÉ. 


Le  Doaveau  mode  de  concours  a  eu  un  effet  rétroactif  assez 
ficheax.  Gomme  dans  le  midi  de  la  France  cm  ne  s'attendait 
1»  à  sabir  les  examens  le  15  juillet  »  les  professeurs  ne  s'é- 
Uîeat  pas  arrangés  de  manière  à  avoir  terminé  leurs  cours  à 
cette  époque.  De  là ,  lorsqu'ils  ont  été  assez  tardivement  in- 

A^9.  OB  MATIIIMAT.  v«  8 


slruils  des  nouvelles  disposi lions,  la  nceossité  de  se  hâter  'm 
inconvénient  d'autant  plus  grave  qn  il  portait  sur  les  parliez  iM 
les  plus  élevées  du  cours ,  la  Irigonométrie  cl  ta  géométrii 
descriplive.  Idi 

Examinons  maintenant  en  elles-mêmes  les  nouvelles  dÎA-r^ 
positions.  ^il 

La  création  de  vingl-sepl  commissions  d'examen  netablit-goi 
elle  pas  une  inégalité  injuste  entre  les  diiïérents  candidats ?|g| 
Les  unes  no  seront-elles  pas  Irop  sévères,  les  autres  Irop^i 
indulgentes  ?  Je  citerai  un  exemple  du  premier  de  ces  excès»  |^ 
le  plus  à  craindre  dans  une  simple  épreuve  d  admissibilité.  ^« 
Bans  une  académie,  à  ma  connaissance,  un  candidat  a  élé^ 
exclu  des  épreuves  orales ,  sous  prétexte  qull  n'avait  pas  ^ 
terminé  sa  composition  de  Irigonométrie^  Il  avait  cependant  ^ 
ré^lu  le  triangle  qu  on  lui  avait  donné  ,  mais  n  avait  pas  ,. 
eu  le  temps  d'eu  trouver  la  surface  ;  il  s'était  borné  à  indî* 
quer  la  marche  à  suivre  pour  la  trouver.  On  a  cité  un  article 
du  règlement  qui ,  je  crois ,  M'était  pas  fait  pour  la  circon-  ^ 
stance  :  n'est-ce  pas  là  une  sévérité  outrée? 

Le  choix  des  examinateurs  est  encore  une  cause  dinégalité 
entre  ks  candidats.  Ce  stml  des  bommes  honorables,  mais  * , 
pris  dans  le  pays  même,  et  ne  pouvant,  avec  la  meilleure 
volonté  du  monde ^  se  soustraire  tout  à  fait  aux  intluences 
locales,  aux  nécessités  de  leurs  positions.  Ainsi ,  des  profes- 
seurs ont  eu  à  interroger  leurs  ji-opres  élèves    Or  un  élève 

H 
habitué  aux  méthodes  de  son  professeur,  à  la  tournure  de  \. 

son  esprit»  familiarisé  avec  sa  manière  d'interroger,  naura-  1 
t-il  pas  in  Uniment  plus  de  chances  de  réussite  qu  uu  candidat  ^ 
soumis  à  rémotion  inévitable  d'un  examen  passé  devant  une 
personne  étrangère  ? 

Enfin ,  dans  une  académie  que  je  pourrais  citer  ^  l'un  des 
candidats  était  le  lils  du  président  de  la  commission  ;  un 
autn- ,  frerc  de  lexaminateur.    L'impartialité  de  ces  per- 
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I  fanes,  que  j'ai  rhonncur  de  connaître  particulièrement, 
'  m  bit  pour  moi  Tobjet  d'aucun  doute  .-  mais  cela  est-il 
lôniier? 
J'ignore  quelles  sont  les  intentions  de  Tadministration 
pur  cette  année  ;  mais  il  est  Tivement  à  désirer  qu  elle  re- 
mue à  Tancien  mode,  qui  n'avait  jusqu'à  présent  soulevé 
acuDeopposition.  On  cherche  aujourd'hui  à  tout  perfection- 
Mf.  Cette  disposition  d'esprit  a  son  bon  côté  ;  mais  il  ne  faut 
fn  qu  elle  dégénère  en  manie.  On  a  d'ailleurs  beaucoup 
oagéré l'inconvénient  qui  résulte  du  trop  grand  nombre  de 
asdidats.  Il  n'y  a  guèrequc  les  candidats  sérieux  qui  subissent 
tooles  les  épreuves  ;  les  autres  sont  toujours  éliminés ,  soit 
■X  compositions ,  soit  au  premier  examen. 

Note.  On  dit  qu'une  commission  a  été  nommée  pour 
f'oocaper  de  la  révision  du  mode  actuel  d'examen  pour 
âuot-Cyr. 


THÉORÈME 

sur  les  racines  imaginaires. 


TntOKt^E.  f{x\  étant  une  l'onction  algébrique  entière  ,  si 
r^îx  — a)  renferme  2â:H*1  variations  de  plus  qne/(.r), 
alors  celle-ci  a  au  moins  2k  racines  imaginaires. 

DémonstrcUion.  Conservons  la  notation  indiquée  t.  II, 
p.  250  5  ainsi  pour  le  polynôme /j:,  T  désigne  le  nombre  de 
termes;  t,  nombre  de  termes  manquints;  c  nombre  total 
des  variations  ;  ^\  nombre  de  variations  répondant  à  des 
lacunes  impaires,  i^\  nombre  de  variations  répondant  à  des 
lacunes  paires  ;  p,  nombre  total  des  permanences  ;  p'^  nombre 
de  perqfiancQCCS  à  lacunes  impaires  ;  //',  nombre  <le  porma- 


ïiences  à  lacunes  paires  ^  0,  nombre  de  racines  posiliver? 
fi ,  nombre  de  racines  négatives  ;  ï ,  nombre  de  nicines  ima- 
ginaires; c,  nombre  positif  indclerminé.  U*s  lettres  grecques  *^ 
T,  T,  7,7',  <p",  tî,  tt',  tJ\  désignent  les  quantités  analogues 
pour  le  polynôme  fx [x  —  a),  ^1 

Ona:  7t-f  tp  +  T  =  0  +  NH-I+l  ;  (I)     * 

car  le  polynôme  fx  {x  —  a)  a  une  racine  positive  de  plus 
que  le  polynôme />  ;  * 

©— fr'  +  âA^+l,  par  hypothèse,  ït^tt'  +  tt";  0  =  t*  — îj 

Substituant  ces  valeurs  daos  l'équation  (1),  il  vient  : 
d'où  I  =  2if'+  2k  +  3''+  5'+  5. 


Donc 
Observation,  Ce  théorème  est  de  M.  Storm. 


I         2Jt  +  2f:'. 


C.Q.KD. 


V 

« 

ù 

2 


Correction  importante.   Dans  rarticlc  sur  les  imaginaires 
(t.  IV,  p.  236) ,  au  lieu  de  trois  termes  consécutifs,  il  faut 
lire  trois  premiers  termes  consécutifs.  Celte  correction  m'avait  | 
été  indiquée  immédiatement  par  le  savant  auteur  do  Tarticle  ;   ^ 
à  mon  grand  regret  ^  j'ai  oublié  de  la  mettre  dans  Feirala,       ^ 


NOTE 

sur  la  méthode  d'approximuthn  de  Newton, 

Ancien  élève  de  l'Ecob  polylcehniciuf. 


I 

Soity(j^  =  0  une  équation  ayant  une  racine  réelle  «  \ 
plus  grande  ou  plus  petite  que  a;  posant  x=a4-j  ,  îl  ^ 
vient  i  ! 


1 
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Celte  équation  a  pour  racines  les  m  restes  qu'on  obtient 
es  retranchant  de  a  chacune  des  m  racines  de  f{x)  =  0. 
L'une  d'elles  est  (a  —  a)  et  le  résultat  de  sa  substitution 

,,,+,._.,y.,,+t^+....+l^^:j^ 

est  identiquement  nul. 

La  méthode  de  Newton ,  comme  il  est  dit  dans  toutes  les 
algébres ,  suppose  la  différence  (a  —  a)  assez  petite  pour  que 
Tensemble  des  termes  qui  suivent  les  deux  premiers  puisse 
être  négligé  ,  et  que 

donne  pour  y  une  valeur  6  qui,  ajoutée  à  oc,  forme  un 
■ombre  a  +  6  =  a'  différant  encore  moins  de  a ,  c'est-à-diro 

et  enfin ,  appliquant  les  mêmes  calculs  et  les  mêmes  hypo- 
thèses ,  non-seulement  à  a',  mais  encore  aux  résultats  suc^ 
cessirs,  les  quantités 

convergent  de  plus  en  plus  vers  a. 

Mais  comme  il  existe  un  grand  nombre  de  circonstances 
iicompatibles  avec  de  telles  hypothèses  ,  cette  méthode  est 
souvent  en  défaut  et  ne  doit  son  emploi  qu'à  rexcessivc  sim- 


plÎL  ité  de  son  applkâtion  ;  bieo  plus ,  si  Ton  exprime  cm  ^ 
quanlités  eo  ilécimalos ,  et  en  ne  prenant  qu'un  nombre  dé- 
tertniiié  de  décimales ,  le  cakal  pourra  donner  pour  «',  a", 
a".,.,  des  nombres  moins  rapprochés  que  ces  fracUons  dont 
on  n'a  pas  ainsi  la  valeur  exacle ,  et  la  méthode  pourra  de-  ^ 
venir  fautive  uniquement  par  telle  restriclion.  ^^ 

Pour  interpréter  analyliquement  les  circonstances  qui 
peuvent  rendre  celle  méthode  exacle  ou  fautive ,  il  faut  re-  ^ 
marquer  que  résoudre  Téquation/ (j:)  ^  0  ,  c'est  chercher  à  ^ 
exprimer  numériquement  les  abscisses  des  points  d  intersec- 
tion de  la  courbe  j^=r/(jr)  et  de  Faxedgs  j:;  cette  intersco- 
lion  peut  se  faire  sous  l'une  des  quatre  directions  des  fig* 
15  et  16. 

Soit  aR  =  ^ï,  oA^fic,  AB— /(a),  ou  AB.=/(«j,  Au  j 
point  B  ou  BJe  mène  la  langente  BA'  ou  B,A';  au  point  A'  je  j 
mène  une  ordonnée  A'B'  ou  A'B/  ,  puis  la  tangenle  B'A"  ou  ' 
B/A",  et  ainsi  de  suite  j  et  Ton  obtient  une  suilc  de  pieds  de  ' 
tangentes  A',  M\  A"'..,,  s'approchant  de  plus  en  plus  de  R  ^ 
et  ces  triangles  donneront  : 


3 


{fis- 15) 


AA'^ 


AH 


AA'  = 


lan^BA'A 

AB. 


tang  B.A'A 


/(«) 


Comme  ià/{a]  et  /"(«)  sont  de  sigaes  contraires,  —  '-j—  ert 

J  (") 
positif,  et  par  suite  : 


/{«) 


/'(«) 


=  oA  -I-  AA'  =  oA', 


AA'^ 


AB 


AA'= 


lang  BA'A 
AB, 


lang  B.A'A 


A 
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là  A')  «»/'(«)  sont  de  même  signe ,  —  ~^  est  négatif ,  et 
pv  suite  : 


oA  — AA'  =  oA'. 


Ainsi  R  sera  la  limite  supérieure  des  points  A',  A  ",  A'".... 
fas  le  premier  cas ,  et  sera  dans  le  second  cas  leur  limite 
irfêrieore. 

Ces  points  A\  A ',  A'"....  ne  dépasseront  pas  le  point  R  si , 
tes  toatc  l'étendue  de  Tare  BR,  les  ordonnées  sont  con- 
sUmment  décroissantes  de  B  en  R  ,  ainsi  que  les  coefficients 
fiodinaison  (abstraction  faite  du  signe).  Pour  cela,  il  faut 
{Be/'(x)  n'admette  de  B  en  R  ni  maximum  ni  minimum, 
cest-à-dire  que  l'arc  BR  n'ait  ni  sommets  ni  inflexions. 
Foar  qu'une  fonction  soit  croissante ,  il  faut  et  il  suffit  que 
iadérîTée  reste  positive  ;  puis  une  quantité  négative  est  d*au- 
laot  plus  grande  que  sa  valeur  absolue  est  plus  petite.  Cela 
admis  : 

V/(jr]  ^f\x)  (tif^'ix)  ne  doivent  pas  changer  désigne 
poor  tonte  valeur  de  .r  comprise  entre  a  et  a. 

2*  De  B  en  R  (fig.  15)  ou  de  R  en  B  [fig.  16)  ,/'(x)  aug- 
mente ;  donc  fix)  reste ,  comme  f{x) ,  positif  entre  ces 
fimites. 

r  I>e  B.  en  R  {fig.  15)  ou  de  R  en  B.  (fig.  16)  ,f'{x)  dimi- 
Boe;  donc /"(x)  reste,  comme  fix),  négatif  entre  ce» 
lioutes. 

D'où  il  soit  que  la  méthode  ne  sera  pas  en  défaut  : 

1**  Si  l'on  a  deux  nombres  « ,  7  comprenant  entre  eux  une 

ncine  dey(x) = 0  et  une  senle. 
2»  Si^  ponr  toute  valeur  de  x  comprise  entre  «  et  7,  les 

fonctions  y(x),/'(jr),/''(x)  ne  changent  pas  de  signe.  (Le 

théorème  de  M.  Sturm  permettra  de  déterminer  toujours  a 

et  V  dans  ces  conditions,) 


3*  Si  ToQ  prend  pour  première  approximation  de  la  racingv^  ' 
dey(x)^0  celui  des  deux  nombres  dont  là  substilutiooiP'' 
dansyCx)  el  /"(x)  donnera  deux  rcsiiUats  de  même  sî^oe. 

Or  voit ,  d'après  cela  ,  que  si  les  uombres  a ,  a ,  a^..,  con-iÀi 
vergent  de  plus  en  pins  vers  une  certaine  limite ,  celte  limite  «4 
est  la  racitio  a  ;  il  serait  donc  utile  de  reconnaître  si  en  t II 
effet  il  y  a  convergence ,  c'esl-à*dire  de  déterminera  chaque  tiÉ 
nouvelle  opération  une  limite  de  Fcrreur  commise.  On  pour-  il 
rail ,  à  cet  elTct ,  substituer  aux  tangeotes  les  cordes  des  arcs  il 
ayant  le  point  H  pour  un  de  leurs  points  ,  comme  Tindique  ^ 
M,  Lercbure  de  Fourcy  dans  sa  Géométrie  analytique,  ou  g 
bien  des  parallèles  aux  tangentes ,  ainsi  qu'il  suit.  i^ 

Soit  oA  :=  a  une  limite  inférieure,  et  soit  oC  une  limite   m 
supérieure  de  oR  =  «  ;  supposons  que  Tare  BD  n'ait  ni  sora-    || 
mets  ni  iullexions ,  il  est  clair  que  si  par  le  point  D  Ion  mène    g 
DC  parallèle  à  BA'^  le  point  R  sera  compris  entre  A'  et  C  ;     j 
menant  Tordonnée  CD'  du  point  C  et  la  parallèle  DX"  à  la 
tangente  B'A"^  on  aura  deux  nouveaux  points  A'\  C*  plus 
rapprocbés ,  et  néanmoins  comprenant  entre  eux  le  point  K , 
et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que,  comparant  ces  deux  construc- 
tions, on  aurait  : 


_AMf m , 

0  A  ^^=  a    ^  fi 


/'{«")' 


oC"'= 


■/"=y" 


fil) 
/(y") 


fvr 


et  ainsi  de  suite  \  el  Terreur  commise  à  chacune  de  ces  ap- 
proximations est  évidemment  moindre  que  7  — a,  7' — «', 

Ainsi  on  pourra  prendre  pour  valeurs  approximatives 
celles  qui  sont  formées  des  décimales  communes. 


/ 
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Il  est  clair  que  ce  calcul  serait  îdeDtique ,  si  la  courbe 
init  ranc  quelconque  des  quatre  courbures  dessinées  fig.  15 
Kfir.  16. 

Xous  croyons  utile  aux  élèves  de  leur  faire  connaître  suc- 
OKtnnent  cette  méthode,  duc ,  comme  chacun  sait,  à  l'il- 
hBOre  Fourîer.  Elle  est  exposée  avec  bt^aucoup  d'étendue 
à»  rouTrage  posthume  publié  en  1831  sous  le  titre  à^Ana- 
i^  dt$  équaiions  déterminées  ;  il  ne  renferme  que  deux  livres, 
Intle  premier  traite  de  la  séparation  des  racines,  et  le  se- 
coBd  do  calGol  approché  de  ces  racines  selon  le  procédé  new- 
loaîpD  perfectionné.  Dans  ce  second  livre ,  on  trouve ,  pour 
le  même  objet,  l'ingénieuse  abréviation  de  la  division  ur- 
douiéc,  qoi  a  passé  dans  les  traités  élémentaires.  Nous  cm- 
frontons  au  même  ouvrage  Texemplc  suivant,  qui  peut 
wvir  d'exercice  (p.  "203)  : 

j:' — 2jr— 5  =  0. 
P  val.  app.  j:  =  2,09  à  0,01  près  ;  on  ne  sait  si  c'est  en  plus 

ou  en  moins. 
i»  jc=  2.0945,  à  0,001  id. 

>  jc  =  2,09^55148 ,  moindre  que  la  racine. 

4«  JC  =  2,094551 1815423265 ,  à  naoins  d'une  déci- 

male du  1 6"  ordre  ;  plus  pelitque  la  racine. 

>  jc  =  2,0945514815423265914823865405793. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  55  (t.  I,  p.  521) , 
sur  le  binôme  de  Newton. 

PA»  M.  BSMBZ  D*AVDRiv 

élève  de  rinstituUon  LaTillc. 


Theorêuiî.  L'exposant  du  binôme  de  Newton  étant  de  la 
furroc  rt" —  1  où  a  est  un  nombre  premier  cl  />  un  n(ïmbn* 
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entier  posilif  quelconque,  aucun  coefficient  du  binôme  n'est^^ 
divisible  par  a  ;  si  l'expo^nt  esl  ^'*,  tous  les  coelicienls ,  te^ 
deux  extrêmes  exceplês ,  sont  divisibles  par  a.  '  ^ 

Démomtration,  U^  cas.  Le  coefficient  du  terme  général *•■ 

....  ...  («"— l)(fl''— 2).,.:(û''-^«J  i«i 

a  un  tel  binôme  est  évidemment  — — — — — — — • 

1.2.3        ....      n        ^ 

nombre  essentiellement  entier*  a  étant  un  nombre  premier,  il  j^, 
est  nécessaire  de  considérer  seulement  les  facteurs  divisibles 
par  a. 

Soit  Art*'  ou  k^^a  un  des  facteurs  du  dénominateur;  il 
existe  dans  le  numérateur  un  facteur  correspondant  a^-^ka^i  ^ 
les  deux  facteurs  sont  donc  divisibles  par  a''  et  donnent  des 
iiuolients  non  divisibles  par  a;  6lant  donc,  haut  et  bas, 

les  diviseurs  a,  on  parvient  au  nombre  entier  ^' ,  ou  ni  le 

dividende ,  ni  le  diviseur  ne  contiennent  comme  facteur  le 
nombre  premier  a  ;  donc  ce  nombre  entier  n'est  pas  divisible 
par  /i.  C.  Q.  F.  I).  - 

2*  cas.  Le  coefficient  du  terme  général  est  t 


i 


n+l      a^a'—  I  ....a' 


La" 


Î.2.3....  »  a"— fi,1.2..-.»  a"—n 

or  on  vient  de  démontrer  que  L  ne  cotitîenl  pas  le  factenr  a^ 
él  a^—  n  ne  contient  jamais  autant  de  fois  le  diviseur  a  que 
^'  ;  donc  ce  terme  est  divisible  par  a. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈIVIE  83  [Llll,p.  83)  j 
lieu  rdaîifà  une  parabole, 

déve  de  rinstitution  Laville. 

Théorème,    Une  parabole  variable  ayant  un  foyer  fixe 
ri  teiuchant  cooslamment  une  conique  fixe  de  même  foyer, 


/ 


/ 
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k  iOBBet  de  la  parabole  variable  décrit  une  conclKÂ'de 
qiDt  pour  directrice  une  circonférence  sur  laquelle  se 
mare  le  pôle  (Chasles). 

Dét/èonsiraiion.  L'équation  de  la  conchoïde  s'obtient  im- 
■éfiatement  en  coordonnées  polaires,  en  prenant  pour  pôle 
kpoînt  fixe,  et  pour  axe  le  diamètre  qui  passe  par  ce  point. 

S  r  est  le  rayon  du  cercle  et  ^  sa  longueur  constante, 

•  a  : 

p  =  2rcoso±:i/. 

Je  suppose  que  la  conique  fixe  soit  rapportée  à  un  système 
fsies  rectangulaires  ayant  pour  origine  le  foyer  et  dirigés 
loD  sQÎTant  le  diamètre  de  la  courbe ,  Tautrc  suivant  Tor- 
éamte  da  foyer  ;  alors  comme  la  directrice  est  parallèle  à 
iixe  des^,  Tcquation  focale  de  cette  conique  sera  : 


1)  y^j:^=^(ajc  +  b)\ 

h 
«0  désignant  par  j:  =  — -  Véquation  de  la  directrice. 
a 

L'équation  de  la  parabole  variable  sera  suivant  le  type 
Snéral  : 

%  y  +  Ji'^  =  {niy  +  njc  +  /;j' , 

ifec  la  condition  /n'  +  /t'  =  1 . 

Je  vais  d'abord  exprimer  que  ces  deux  courbes  sont  tan- 
gentes :  pour  cela  il  suflBt  de  chercher  Téquation  qui  aurait 
pour  racines,  les  abscisses  de  leurs  points  d'intcrsec- 
tiOD,  et  d'exprimer  que  t  cette  équation  a  deux  racines 
«gales. 

Conformément  à  la  règle  prescrite  pour  la  résolution  de 
deux  équations  du  second  degré  à  deux  inconnues ,  je  fais 
d'abord  disparaître  le  carré  de  l'une  des  variables ,  et  je  ré- 
tous  par  rapport  à  l'autre  ;  il  est  très-facile,  dans  ce  cas  par- 
ticulier, d'atteindre  ce  but ,  en  égalant  les  seconds  membres 


des  équations  des  deux  courbes ,  et  exlrayânt  la  racine  cai^f* 
rée.  des  deux  membres.  11  vient  de  cette  manièri'  :  ^ 

my'{^nJC'^p^±[ax'\'b)  ;  on  en  Ure  ,r— •— — ^mii 

Je  porte  dans  rêqualion  (i)  celte  expression  de  j^  ,  ce  qot  " 
donne ,  en  développant  et  réduisant  :  ** 

{an::piYj:'-2[abm'-{±a'-n){±b-p)]  Jt:^{±b-py-b'm*=  0,  ** 
La  condition  d'égalité  des  racines  de  cette  équation  est  :  ^ 

[abm'—  ia—n)  (àzb—p'jY—  {ani^iy  [(± b^pT^  b^m'}  =  0.  * 

Eflfectnant  les  calcnls  cl  ayant  égard  à  la  relation  m'+'^'=^  t  ^ 
on  trouve  ûnakmeut  : 

p(a'^i)±^2b^2abn^Ù.  (2)        ^- 

Aclnellement ,  le  somitiel  se  trouvant  sur  la  courbe ,  ïefr  'î* 
coordonnées  doivent  satisfaire  à  Féquatioa  • 


l 


th 


OU  bien  (  j  Kl  —  «'+  «Jf +/?)'= y+  x\ 


m 


Si  on  Tenvisage  comme  résultant  de  rintersectton  de  la  courbe   t 
avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la  directrice, 
on  aura  encore  : 

m  ]/i—n 

n 


{*) 


Or  il  est  facile  de  voir  que  si  je  donne  à  p ,  par  exemple  ^ 
une  valeur  parliculiére ,  je  tirerai  de  Véquation  (2)  une  va- 
leur correspondante  pour  n,  et  on  les  substituant  dans  les 
équations  (3)  et  (i)  ^  j'obtiendrai  un  couple  de  valeurs  de  x 
et  de ^  qui  seront  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  ;  donc 
si  j'élimine  p  et  «  entre  les  trois  équations  (2),  (3)  et  (4), 
Téquation  résultante  en  jc  eij  sera  vérilièe  par  tous  les  cou- 
ples et  par  les  seuls  couples  de  valeurs  de  x  et  de  y ,  qui . 
conjointement  avec  une  valeur  tiuclconque  de  p  et  de  n ,  vé- 


/ 
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lient  les  trois  équations  ci-dessus  ;  mais  ces  couples  de 


sont  les  coordonnées  d'autant  de  points  du  lieu  :  donc 
fifntioo  en  JT  et  j^  sera  vériGéc  par  les  coordonnées  de  tous 
ks points  du  lica>  et  uniquement  par  ces  seules  coordon- 
Ms.  Ce  sera  donc  bien  l'équation  du  lieu. 
Pour  effectuer  l'élimination  le  plus  simplement  possible , 
je  tire  de  Tcquation  (4)  : 

jc  ,  y 
-    et  par  suite ,     m  = 


âi'on  substitue  ces  valeurs  dans  réquation  (3j ,  il  vient  : 

(V/7+l?+/.)'=y+x'; 

fou  p=±  Vy+jc'  —  Kr'+j:\ 

Or  /7  ne  peut  pas  élre  nul  ;  car  la  directrice  ne  passe  pas 
par  le  foyer  ;  la  seule  valeur  admissible  est  donc  : 


n  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  dans  l'cquation  (2)  n ,  /i  par 
leurs  valeurs ,  et  on  trouve  : 

{a-—  1)  ,>'+  x')  =  zpb  V/P+^+  abj,'. 
En  passant  aux  coordonnées  polaires ,  il  vient  • 

{«'—  1)  p'  =  =p  bp-^aOp ces?. 
J (yte le  facteur  &,  ce  qui  fait  disparaître  lequation de  l'ori- 
gine ^  et  je  parTÎens  enGn  à  Téquation 

t»cos9  =r  —. — :  b. 


On  Toit  donc  que  le  sommet  de  la  parabole  variable  décrit 

on  limaçon  de  Pascal  ayant  pour  directrice  une  circonfé- 

u 
rence  dont  le  diamètre  serait  représenté  par  —rzi  ^  ^  ^^  ^^^ 

b 
paramètre  constant , 


a^-r 


On  pt>urrait  exprimer  ces  quantités  en  fondions  des  aiei 
lie  la  conique  proposée  ;  mais  on  ne  parvient  pas  à  des  va- 
leurs remarquables* 

Nate^  On  peut  parvenir  à  ce  résnltat  d'une  manière  plus 
simple.  Soil  F  le  foyer  d'uue  ellipse,  pris  pour  origine  j  F'  le 
second  foyer;  FF'  Taxe  des  x  et  les  coordonnées  rectangu- 
laires. L  équation  de  rtllipse  est  :  «>'+  6'x*— 2à*cx  =^  6*  î ,' 

i 
a  =  -  axe  focal  ;  b  =  petit  axe  ;  c'=  à*^  Zi'. 

Soit  M  ly,  a'}  un  point  de  Tellipse  ;  menons  p»r  F  une 
paraHèle  à  MF  et  rencontrant  en  P  la  tangente  en  M  ;  soil 
MQ  une  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  cette  parallèle , 
et  S  le  milieu  de  PQ  ;  la  parabole ,  qui  a  S  pour  sommet  et 
F  pour  foyer,  touche  Tellipse  en  M  ;  faisons  FS=&  ;  SFF'^f  j 
il  s'agit  de  trouver  une  relation  entre  p  et  5»  ï  faisons  : 


FM  ^2': 


ù'+cx' 


FM^3i"=r 


a  -f-  c^-^  cx' 


a  a 

les  triangles  semblables  donnent  pour  les  coordonnées  de  P  : 
s'  (x'—  'le)  j/z' 

La  parallèle  à  MF  passant  par  l'origine  a  puur  équation  : 

y 

La  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  parallèle  a  pour 
équation  : 

,      2c  —  X 

y 

Les  coordonnées  de  Q ,  pied  de  la  perpendiculaire ,  sont  . 


(x/— 2c)(^^^— ^cx'j 


_y{z''^fàcT'} 


(2) 


/ 
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Bmc  les  coordonnées  da  point  S ,  milieu  de  PQ ,  sont  : 


_by 


(3) 


iVk 


Éfimioant  •:^\  il  vient  p  =  a  —  c  cos 9 ,  équation  du  limaçon 
k  Pucal.  Ainsi  G  étant  le  centre  de  Tellipse,  on  décrit  une 
drcDoférence  sur  CF  comme  diamètre  \  prenant  F  pour  pôle, 
et  le  demi-axe  focal  pour  ligne  constante,  on  construit  avec 
es  données  le  limaçon  qui  conyieot  au  lieu  cherché. 

L'équation ,  étant  indépendante  de  ^\  a  donc  lieu  aussi 
lorsque  la  conique  flxe  est  une  hyperbole. 

Observ€Uion.  11  est  à  désirer  qu'on  démontre  géométri- 
quement la  propriété  f^z"  =  b*  ;  cela  abrégerait  beaucoup  le 
oicol.  Tm. 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DU  PROBLÊME  103. 

(  V.  l.  IV,  p.  560.  ) 

PAR  M.  A.  cnossoir . 

Professeur  au  collège  de  Bourges. 

Soient  M  et  M'  {fig.  17)  deux  points  voisins  de  la  courbe 
demandée  j  la  ligne  MM'  sera  une  sécante  à  cette  courbe.  Les 
deux  angles  AMB  et  AM'B  étant  égaux ,  on  pourra  faire 
passer  une  circonférenco  par  les  quatre  points  A,  B,  M' et  M; 
et  la  ligne  MM'  sera  aussi  une  sécante  à  ce  cercle.  Conce- 
vons qae  le  point  M'  se  rapproche  indéGniment  du  point  M  ; 


i'utie  |>arl  la  position  lioiite  de  la  âecante  IMIVr  a  la  courbe 
"cherchée*  î^era  la  tangente  à  celte  même  coorbe  ao  point  M  î 
d'autre  part  la  position  lîmile  de  la  sécante  ]\IM'  à  la  circon- 
férence ,  sera  k  tangente  au  m^ine  point  1^1  à  la  position 
limite  de  cette  circonférence  ,  c'est-à-dire  à  la  circonférence 
passant  par  les  trois  points  P,  M,  Q.  Ce  qu'il  fallait  dé- 
mon Irer. 

Si  l'angle  donné  est  droit ,  on  aura  une  normale  à  la 
courbe  décrile  par  le  sommet  >  en  joignant  ce  sommet  au 
milieu  de  la  corde  qui  joiol  les  points  de  contact  des  côtés  de 
cet  angle. 


I 

m 

i!. 


NOTE 

Sur  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre^  et  mr  le  calcul 

de  radicaux  mpcrpom^ 

IPAJBL  m.  A.  OBOSSOir, 

l^rotessetir  au  calti-ge   de  Ikiiirges* 


i 


i 


En  partant  des  relations  qui  permettent .  étant  données  les  | 
aires  des  polygones  inscrit  et  circonscrit  à  un  même  cerde^ 
de  calculer  les  aires  des  polygones  inscrit  el  circonscril  d'un 
nombre  de  côtés  double,  M.  Catalan  a  fait  voir  (t.  I^  p,  191  ) 
que  les  aires  des  polygones  successifs  inscrits^  sont  les  termes 
d'une  suite  telle  que  le  carré  de  cbaque  terme  est  égal  au 
double  du  cube  du  terme  précédent,  divisé  par  la  somme 
faite  de  celui-ci  el  du  terme  précédent. 

Si  Ton  représente  par  A ,  A\A",  les  aires  de  trois  polygones 
successifs  inscrits  ;  par  B,B',B"  les  aires  des  polygones  sem- 
blables circonscrits,  on  sait  qu'on  a  les  relations  : 

A"  =  AB,  A"^::=iA^B^ 


B'  = 


AB, 
L>AB 

A  +  A" 


B"  = 


2A'B' 
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B'  et  B  entre  les  trois  prviui^^,  on  arrive  à 

Si  00  fait  le  même  calcul  sur  les  périmètres  des  polygones 
«ccessifs  inscrits  et  circonscrits,  on  arrive  à  ce  résultat  re- 
Hrqiuible  qae  les  périmètres  des  polygones  successirs  in- 
Krits  suivent  identiquement  la  même  loi  que  les  aires  de  ces 
wémes  polygones. 

Déngoons  par  P^V^V*  les  périmètres  de  trois  polygones 
Mcorssîfs  inscrits  ;  parQ,Q',Q"  les  périmètres  des  polygones 
«nUablcs  circonscrits ,  on  a  les  relations  : 

^     P+g'     ^    p  +  Q" 
P"  =  P.Q' ,    P"  =  F.Q*. 
F-Nmiiiuns  Q'  et  Q"  entre  les  trois  dernières ,  on  obtient  : 

F  +  Q' 


F'  =?'. 


2P'Q' 


P'*  2.  F 

H  en  remplaçant  Q'  par  —,  on  trouve  :  P'" 


P'  P-l-F* 

Si  on  fait  le  calcul  en  partant  de  T hexagone  inscrit»  on 

2    2    2 

arrive  facilement  à  la  relalion  2::  =  6.-.-.- 

u    h    c 

En  posant ,  pour  abréger , 


V/24-l/3=^^     [/^^_^2  =  b,     \/^-}-2  =  c,ctc. 
Résultat  de  mémo  forme  que  celui  qu*a  obtenu  M .  Catalan , 
en  partant  de  Taire  du  carré  inscrit. 

En  s*arrétantau  n^"'  facteur,  on  aurait  le  périmètre  du 
polygone  inscrit,  dont  le  nombre  de^  cùtés  serait  marqué  par 

6X2*.  Or  on  sait  que  Q«  —  P«  <  ^(Q-Pj^  QmCtPm, 

désignant  les  périmètres  des  polygones  obtenus  en  doublant 
Hurcessivenient  m  fois  le  nombre  des  côté«  des  polygones 

A  MX.  Dl  MATlftM.    V.  9 
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clfifU  les  périmètres  sont  Q  et  P.  Udm  k'  cas  qui  nous    v 
occupe  Q  —  P  e^i  <  I.  Donc ,  en  s  urrélanl  ati  n^^f  racleur 
le  périmèlre  du  polygone  obietm  différera  de  la  circonfé- 


^*r' 


rencc  de  moins  de  ^^ ,  el  par  conséquent  on  pourra  calculer  jf 

m 
à  moins  de  — ;;  près.  (Voir  t.  IV,  p*  156)^  ^ta 

Quelques  mots  sur  k  manière  d'effectner  ce  calcul,  el  en 
général  sur  Textraclion  de  la  racine  carrée ,  dt^s  quanUté» 
qu'on  ne  peut  évaluer  qu'approxiraalivemenl. 

Théorème.  Si  on  a  un  nombre  quelconque  de  'Ip  +  2  ou 
de  2p  +  1  chiffres,  et  qu'on  supprime  les  p  derniers  chiffres,  ? 
en  les  remplaçant  par  des  zéros  ;  la  racine  carrée  de  ce  dernier  ^ 
nombre  obtenue  h  moins  d'une  demi- uni  lé  près ,  sera  celle  1 
du  nombre  donné  à  moins  d'une  uni  lé  près.  On  peut  même  )^ 
si  Ton  veut,  augmenter  le  dernier  chiffre  signilîcatif  d'une  ^ 
unité.  I 

Démonstratiùn.  Soit  N  le  nombre  proposé ,  N  ±J\  i  0^  sera   ^ 


1 


le  nombre  mutilé,  /'reprêsenlan  tune  fraction  plus  petite  que 
l'unité.  Soil  n  la  racine  carrée  de  ce  dernier  nombre  obtenue 
il  moins  d'une  demi-unité  prés  \  alors  on  aura  ; 

/'  représentant  aussi  un  nombre  plus  petit  que  l'unité.  De  là 
on  déduit  ■. 

Deux  cas  peuvent  se  préscnlcr,  on  bien  le  second  membre 
est  positif,  ou  il  est  négatif. 

S'il  est  posilif ,  on  a  N  —  ^'  >-  0  ou  N  >  a\  D'ailleurs  a 
est  au  moins  égal  à  10''  puisque  la  racine  a  /?  -[-  1  chiffres  ;  de 
¥orle  qu  en  ^supposant  le  cas  le  plus  défavorable ,  où  les  frac- 
lions  seraient  égales  à  Tunité,  f'a-j-fAû^^  est  toujours 
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I  que  2a  4-  i-  De rinégali té N—a^  <  2a -f- 1  ou  tire 
âôeot  N  <a  -|-  1)*.  L3  nombre  donné  étant  compris 
otre  a*  et  (a  -(- 1  )'  ;  M  racine  est  donc  bien  a ,  à  moins  d'une 
«lé  prés. 

Si  le  second  membre  est  négatif  ;  on  a  d'abord  N— a'  <  0 , 
el par  conséquent  N  <  /i*.  D'ailleurs,  pour  peu  que  a  dé- 
puK  10^  d'une  onité  anttaaent,  ce  second  membre  est 
■oiodre  en  valeur  absolue  que  âa— 1  \  on  a  donc  Finégalité 
X— «i*  >  —  2a  -|- 1 ,  et  par  conséquent  N  >  a*  —  2a  +  1 , 
«Meo  N  3>  (a  — 1)\  N  étant  compris  entre  a*  et  (a  —  1)'  ; 
«Kra  donc  aussi  sa  racine  à  une  unité  prés. 

Il  résulte  de  là  que  si  on  veut  calculer  une  expression  de 

il  forme  V  2  +  V^3  à  un  millième  près  par  exemple,  je  cal- 

crierai  V^  à  un  millième  près,  on  ajoutera  2  à  la  racine 
Étome ,  et  Ton  cskolera  la  racine  dn  résuMat  à  un  demi- 
■illièmc  près ,  ce  qui  donnera  la  racine  demandée ,  à  moins 
te  milliènoe  près. 

Si  Von  avait  un  plus  grand  nombre  de  radicaux  saper- 
posés,  on  pourra  toujours  continuer  le  calcul  de  la  même 
■rnière,  extraire  les  racines  carrées  successives  à  un  demi- 
nillième  près  ;  ce  qui  donnera  en  dernier  résultat  la  racine 
demandée  à  un  millième  près. 

Ce  théorème  pourrait  servir  dans  la  construcironde^  tables 
de  logarithmes  en  arithmétique  :  on  veut  insérer  âT  —  1 , 
oioyens  géométriques  entre  1  el  10  par  exemple,  on  aurait 
la  raison  à  un  dix-milMèmo  près,  en  extrayant  m  racin» 
cnrées  successives  de  10  à  un  demi-dtx^aiilKèaae  près. 

^Voir  Guilmin ,  t.  I,  p.  487 ,  et  t.  lY ,  p.  124 ,  205). 

N^M.  Il  serait  à  désirer  qu'on  eût  une  théorie  analytique 
de  toutes  les  approximations  usitées  en  arithmétique  ;  sur- 
tout pour  celles  de  Fourier  et  de  M.  Guy.  Tm. 


LOI  DE  LA  DIFFÉRENCE 


ï 


I 


€nire  deux  réduite.^  de  ran^  quelconque^  danê  ks  fractioni  i 
continues, 

n 

é\éftt   en  spéciàlet. 


Considérons  un  nombre  quelconque  de  réduites  consécu- 
tires  : 

P_    Q     R^    S     T     V 
F    Q^    W    S'    T    V" 


m 


et  proposons'oous  de  trouver  les  différences  entre  une  quel- 
conque d'entre  elles ,  ^,  ,  par  exemple  ,  el  toutes  les  sui- 
vantes, 
Nommons  t\  s^  i,  y^  les  quotients  incomplets  correspoo- 

R  S  T  V 
dâiits  aux  réduites  ~  -  —,  —,  \  si  nous  Tormons  ces  réduites 

suivant  la  loi  établie  à  cet  égard ,  nous  aurons  i 


R'  ~  QVf  F 


Or.+P.+Q 


T  _  (Qr5+Pj+Q)^+Qr+P   _    Q/yg+Pjf+Q^+Q^+P 
T^(QV5+F5-f-Q>+Q>+P'  ^  QW^+Fjl+Q'i+QV+P' 

V  __      (Qr^f-|-pgf-^Q;^^Qr+P)p+Qrj+P^+Q       _ 

V"  (  yVj^+P'sr+Q'f+QV+F)  l'+Q'rj+P'j+Q'  ^ 

_     Qrj^»^4-P5l^^+Qit^+Qn^+P^>+Qr?+P^+  Q 
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Sq^posons  de  plus  qae  ^,  soit  uoe  réduite  de  rang  impair , 

cfle  sera  alors  plus  petite  que  toutes  les  suivantes,  et  toutes 

u.  ^«.            R       Q     S       O  ... 

w  diflërences  «#  —  qî >   c?  ""  ^  » seront  positives  ;  si 

■OQseuaaioiissiippoaéqne^,  fût  une  réduite  de  rang  pair, 

die  eût  été  plus  grande  que  toutes  les  suivantes ,  et  les  diflé- 

R        Q 

KBces  =7  —  ^ eussent  été  les  mêmes  en  valeur  absolue, 

n       V? 

fedemenl  le  signe  eût  été  changé. 
Cela  posé ,  nous  avons  successivement  : 

a     Q  _  Q/S-P      Q  _  (QrfP)Q -(Q'rf F)Q  ^ 
R'    Q*      Q'r+F     Q*""  RV 

_  QTP^F  _    i 

S  _Q  _  QrH-Pjr+Q  _  Q  _ 
S-     Q'^QW+Fi+Q'      Q'" 

Q<y/^-fP(y54-Q<y-Q<yr5~QP5->-Q<y  _ 

^         Q'S'        "  Q'S' 

r      Q'  ~  Q'r5/+P*£+Q'/+Q'r+P'  "^  Q'  " 
(P<y— QP05/+i  _  j/+t 

T~  Q^""  Q'rsliM-P5/^+Q'r^+Q'n;+P^+Q'r5+P5+Q'  ""  Q'  ^ 

—      C'Y' 

On  continuerait  de  même  pour  les  réduites  suivantes. 
Considérons  les  numérateurs  des  différences  successives  ^ 
ces  numérateurs  sont  : 


» 


-  !»  - 

et  les  quotients  correspondanU  sont 


01 


On  voit  iramédîatement  que  le  numérateur  de  chaque  dîJ-  i*| 
férencc  est  égal  âu  précédent ,  multiplié  par  le  quolieut  tu* 
complet  correspondant ,  plus  le  numérateur  de  la  diiïéreuce 
précédant  de  deux  rangs. 

Cette  loi  est  identiquement  la  même  que  celle  qui  a  été 
étahlîe  lors  de  la  formation  des  réduites  d'une  quantité  déve- 
loppée en  fraction  contiouo. 

On  Yoit  alors  qu'en  nommant  les  quotients  incomplets  , 
successifs /ï,^,r,#,l,*^,ar,r,»»*.  tes  numérateurs  des difTéreuces  \ 
seront'  f 

{ 

Appliquons  ceci  a  un  exemple  numérique  ;  étant  donnée  la     1 


fraction 


86400 


première  réduite  est  -  ,  et  les  différents 


20929  ' 

quotienls  incomplets  successifs  auxquels  on  est  conduit  lors- 
qu'on la  développe  en  fraction  couliaue  sont,  4,7,1 ,3,i, 10, 
11^15;  proposons-nous  de  trouver  la  différence  entre  la 

4 

première  réduite  - ,  et  toutes  les  autres. 

Le  numérateur  de  la  V^  diffièrence  sera  i 


y 

t,i4^=f 

:i" 

1.3+1=4 

4* 

i1+l=6 

5' 

5.16+4=8! 

e* 

81.1+5=89 

7* 

89.1+84=173 

r 

l73J5+89=26a4 

/ 
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Quant  an  déDominatean ,  ils  sont  égaux  aax  dénomioa- 
leus  de  la  réduite  dont  on  retranche ,  puisque  le  dénomîna- 
tanr  de  la  réduite  retranchée  est  l'unllé  ;  or,  si  nous  formons 
esdéiiOfiiiiMitears ,  nous  avons  snccessiTement  : 

7,  8,  31,  39,  655,  694,  1349,  20929. 

Donc  enfin: 
isdiflèrence  entre  la  1'*  réduite  et  la 

6- est  il 
655 

89 
'*         694 

^  ÏS49 

20929 
\  OD  peut  s'en  convaincre  en  effectuant  directement  le 


r  tu 

1 

7 

i* 

1 
8 

V 

4 
31 

»• 

5 

39 

I  pour  vérifier  cette  loi ,  on  peut  encore  considérer 

l'expreMion 

R      Q  _  Qr+P       Q i_ 

R'      Q'~QV+P'      Q^~Q'R" 

1  R     S 

y  changer  r  en  r-f-    ,  et  passer  ainsi  de  „,  ^  zt;  ' 

i     Q      ^V"*"*")"*"  ^     Q      Qr»+P«+Q      Q  _  « 

On  continuerait  de  même  pour  les  autres  réduites ,  donc... 

Pour  passer  de-|  —  ^à|5-^,il  suffisait  encore  de 

changer  dans  Tciprcssion  de  la  différence 5  en  5  -f-  -,  et  Ton 


,  1 

..        T       Q        '^7 
aora.lcu:-,-_  =  -^ 


i 


si  +  i  *  .     .  .^  î4 

-',   ,  ce  qui  venGe  on-     , 


corcle  rèsullal  énoncé.  Mats  la  première  marche  élail  celle  j|| 

qQÎ  se  présentait  loul  d'abord  à  l'esprit,  c'est  par  suilc  la  plus  ^ 

logique,  mais  on  voil  qu'elle  est  loru  d'élre  la  plus  simple.  J 

Noie,  En  Ire  deux  réduites  consécutives  de  même  parité , 


par 


u       5                                       ^       .  J 

exemple  entre  --  el  ^,  ^  on  peut  insérer  ?  —  1  Fractions  ■ 

Q        ^  'g 

ilémentaires  qui  jouissent  des  mêmes  proprièlés  nue  lei  i 


supplémentaires  qui  jouissent 
réduites,  ces  fractions  sont 


Q+R     Q  +  âR      Q4-3R       Q  +  (^— 1)R  ' 

déjà  employées  par  Huyghens,  fe  fractionîi  stipplémentaircs    *î 
sonl  utiles  dans  plusieurs  questions  ;  enlrc  autres  dans  îa  sim- 
pli  Dca  lion  de  ^  ;  dans  le  problème  de  T  intercala  lion  î  dans  le 
nombre  des  dénis  des  rouages  pour  ccrlains  mécanismes     | 
d'horlogerie,  Lagrangc  s'en  est  occupé  ^  et  nous  ignorons     | 
pourquoi  on  ne  dit  rien  de  ces  fractions  importantes  dans 
les  traités  élémentaires*  Tm. 


LIEU   GÉOMÉTRIQUE 

relatif  à  l'intersection  de  deux  coniques, 

PAR  M.   MMTSTIOK, 

élève  en  spéciales. 


Proël^aib.  Deux  courbes  du  second  de^ré  passant  par  trois 
points,  trouTcr  le  lieu  g(k>raétrique  du  quatrième  point  d'in- 

rsection  lorsque  leurs  axes  pri|^ci|>^u\  sonl  donnés  de  di- 
rection 


I 


Sêlmiiam.  Soient  M ,  N,  P  les  trois  poinis  donnés  ;  je  prends 
fm  origine  des  coordonnées  l'on  de  ces  points ,  N  par 
owple,  et  poor  axes  les  lignes  qui  joignent  ce  point  aux 
en  astres.  Soit  p  l'ordonnée  do  point  qui  est  sor  Taxe  des 
f  ;  «  rabdsae  de  celni  qui  est  sor  Taxe  des  x. 

tet  féipiatîon  do  second  degré ,  noos  obtiendrons  Téqoa- 
fao  générale  des  ooorbes  passant  par  les  trois  points  en  po- 
stât: 

?  =  — ?,    a  =  -5,d'0ÙD=:r-A|S,    E  =  ^C«; 
pomt  nlon  — -  =  m ,     7;  =  '^  ?  Féqoation  sera  : 

^•+  2mjy  +  ^^*  —  f^  —  /lax  =  0. 

GûBfldmMis  donc  maintenant  deox  coorbesdo  second  degré 
rmÊMi  par  les  trois  points  : 

jr*+  ^mxy-k-na^ — py — iiaj:  =  0, 

Si  nous  appelons  a  et  a'  les  angles  que  les  axes  principaux  de 
CCS  oonrlies  font  avec  l'axe  des  j:  ,  on  devra  avoir  a  =  a'+90% 
ou  2a  =  2:t'  +  180,  ou  tdng  2a  =  tang2a',  ce  qui  introduirait 
encore  le  cas  a  =  a,  cas  où  ils  seraient  encore  parallèles; 
€li2rclions  donc  tang2a  et  tang2ai',  afin  de  les  égaler.  Or, 
lorsque  les  courbes  do  second  degré  sont  telles  qoe  leors 
équations  sont  privées  do  terme  x^i  ^'^^^  ^^  ^^  courbe  est 
parallèle  aux  axes  des  coordonnées ,  ces  coordonnées  étant 
rectangulaires;  rapportons  donc  la  courbe 

à  on  système  de  coordonnées  rectangulaires,  on  obtiendra  : 
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(A  +  C  eos' ô  —  B  008  0)  y  +  (B sin §  —  2Asin 6cosô)xy  +' 

+  Csin»  ©j:^  +  {Dr  +  Ejr+F)siD*6  =  0, 

de  sorte  que  maîntcDant  on  a  : 

_  — B'    BsJQQ—  âCsinScosS 

^"^  ""^A  -C  ^  Bcosfl— A  — CCOS29' 

et  SI  nous  remplaçons  B  par  Sm ,  A  par  1 ,  C  par  fi 

2ffi  sin  ô  —  Il  sîn  2ô 
lane  ^2^  ^  — — , 

2ïncùsB  —  f—ncos^ 
lions  devrons  avoir  -  taDgâ^^  taiig2<,  ou 

2/«sin  ^  —  «  sin  20  âiîï'  sin  Q^n'  stn  29 


un 


4! 


2mcos  9  —  «  C08  29  —  1        âm' COSS  —  «^  C0S2Ô— t 

(2ffi  sîn  9  —  «  sin  25)  &m!  cos  9  —  n'  cos  2©  —  !  )  =s 
==  {2fw'  siti  9  —  «'sin  2^)  (2m  cos  0  —  «  cos  29  —  1} , 


OU      ^mm'  sÎD  0  cos  6  ^  2to'/î  sin  29  cos  (ï  —  2wm'  sin  G  cos^ô-j-     I 
+  nn'  cos  29  sin  2<î  —  2w sio  0  +  ?i  sin  20  —  ' 

=  4m/n' sin 5 COS 9  —  '2mn  sin  25  cos 0 — ^m*fi sin 9  cos 29  + 
+  nn  cos  2^  sin  29  —  2m' sin  9  +«'  sin  26. 

Réduisant  et  supprimant  le  facteur  2  sin  9,  qui  n'est  pas 
nul  : 

2m' n  oos'6  +  mu^  cos  29  +  m  —  «  coS  0  =: 

=^  %nn' C0$*  0  +  m'/ï  cos2ft+  m'  —  n'  COS  9, 

OU  (m'/i — mn*)  (2cos*9  —  cofi  29)  -f*  —  "* 

—  (n  —  n)  cos  9=0; 
d'où ,  enûn . 

mn  —  mn  -\-  m  —  m'  —  {n  —  /i')  cos*  =  0.         (k) 

Eliminons  donc  m  et  m'  entre  celle  équation  cl  celle  de* 
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te  courbes.  Or,  ai  je  imiUIplie  la  première  équation  de  la 
I  par  m\  la  seconde  par  /n ,  et  si  je  retranche,  j'ob- 

X  {m  —  m)  (jr  —  p)  -f  (m'n—  mrl)  (a:—  a)  x  =  0. 

plaçant  m'n  —  mn'  par  sa  Talenr  tirée  de  Féqaation  (k) , 

>y-m)(jr_p)  +  [(i,-n')cosG-(/ii~iii')x](x-«)  =  0; 

M  («•'— m)[j<^~P)+x(j:-^«)]H-(/i— /i')eosex(x-«)=0. 

Or,  es  retrancbaDt  les  éqoationsdes  deux  courbes,  on  trouve  : 

m  —  Jfi  =s  . 

OoBc  y  enfin ,  l'équation  du  lieu  sera  : 

[j^  (^  — P)  +  J:  (j:— «)] +  J^COSG  =  0  ; 
r(r~W-f^(*— «)  +  2xreos6  =  0; 

^-+- «JPjr  «OSÔ  +  4P^— ftr  — «j?  =r  0  ; 

eerde  qni  passe  par  les  trois  points  donnés.  Donc  les  quatre 
points  ae  troaTcnt  sur  une  circonférence ,  et  on  en  conclut 
fae  slles  axes  de  deux  courbes  du  second  degré  sont  con- 
staannent  perpendiculaires  ou  parallèles  àdes  droites  données, 
les  quatre  points  d'intersection  sont  sur  une  circonférence. 

Si  l'on  n'eût  cber^  ce  problème  que  dans  le  cas  de  la  pa- 
rabole, an  eût  obtenu  lennénie  résultat  plus  simplement. 

Car  on  arrive ,  en  posant 

Ay+Bay  +  ^x-+Btr  +  Ex  +  F  =  0 

ponr  éqMktton  des  paraboles ,  à 

j^4-  ^mxy  -+-  m' jt'—  py  —  m*ax  ==  0 , 

poor  éqnalîan  des  paraboles  passant  par  les  trois  points ,  de 
sorte  que  si  on  prend  une  autre  parabole  ' 


—  no  — 

On  remarquera  que  w  =  — ,  c'est-à-dire  rinclinaisou  de** 

l'axe  de  la  courbe  sur  Taxe  des  a:.  )  sss= 

Donc  il  faudra  exprimer  que  m  et  m  satisfont  à  la  condition 
i  -j-mm'— (m  +  m')cO80=O. 

Or  remarquons  que  dans  ces  deux  éqoations ,  m  est  dans 
rone  ce  que  m' est  dans  l'autre  f  de  sorte  que  m  et  m  noai 
sont  donnés  par  cette  première  équation ,  et  on  en  tire  : 

m  -+-/?»  ^ ; ;     mm  =    ,  ;  il 

X  —  ax  X — oiX 

d*OÙ  '^ 


^ 


I  +4^112?:+  ^y^^^  =  0  ouy +2xj^cosG+x'-Rr. 
X  —^x        X — OlX 

% 

Note.  Soit  réqnatîon  de  la  conique  passant  par  les  trois 

points  ^*4-  ^^nxy  +  nx* —  pj^  —  nax  =  0.  . 

Le  système  des  axes  principaux  est  :  < 

y(m-^coS'f)  +  xy(n—  l)  +  ncos7  — /»  =  0  (t.  I,  p.  496y. 
Les  axes  devant  rester  parallèles  à  eux-mêmes ,  on  a  donc  : 
n  —  1  nco87  —  m 


m  —  CO87      '  m  —  COS7 

p  eiq  étant  des  quantités  constantes;  on  tire  de  ces  équa- 
tions n  =  1 ,  m  =  cos  7  ;  substituant  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion ,  on  trouve  y+  2  COS7 x^  -f-  jt'—  p^  —  ox  =  0 ,  équa- 
tion d'un  cercle ,  lieu  géométrique  du  point  cherché. 

Ainsi ,  la  conique  qui  passe  par  les  quatre  sommets  d'un 
quadrilatère  inscriptible  a  des  axes  principaux  d'une  direc- 
tion constante  ^  ce  qui  d'ailleurs  est  évident  à  priori.  En  effet, 
en  vertu  du  théorème  sur  les  segments,  dans  chacune  de  ces 
coniques  les  diagonales  du  quadrilatère  sont  parallèles  à  des 


^mux  ;  donc  les  direclions  des  axes  principaux  di* 
lint  ks  angles  des  diagonales  en  parties  égales.  Donc  ces 
sool  constantes.  Tm. 


NOTE 
fsuT  les  racinei  imaginaires. 


Kemarque.  Ce  qni  snît  est  nne  réponse  à  une  question 
iàtMéc  par  un  abonné.  Noos  engageons  les  élèves  à  nous 
comnnniqoer  les  difficultés  qu'ils  peuvent  rencontrer.  La  pu- 
lidté  des  réponses  est  nn  moyen  d'être  utile  à  tous ,  et  de 
ptas elle  provoque  la  discussion,  et,  s'il  y  a  lieu  ,  des  ob- 
MTalîoos  critiques  sur  les  eiplications. 

Pour  remontor  à  Vorigine  du  symbole  imaginaire ,  il  est 
sécessaîre  d'avoir  recours  à  quelque  préambule. 

La  Té9oUU\on  des  équations  est  l'objet  principal  de  l'algè- 
bre. Lorsqu'on  a  autant  d*équations  que  d'inconnues,  l'éliroi- 
nation  apprend  à  les  réduire  à  l'équation  où  ne  Ggore  qu'une 
iBConnae ,  et  cette  équation  peut  toujours  être  mise  sous  la 
firme  d'ane  équation  dont  un  membre  est  un  polynôme  en- 
tier en  jt  (l'inconnue]  et  dont  l'autre  membre  est  zéro.  De  sorte 
que  la  résolution  des  équations  algébriques  est  ramenée  à 
découvrir  les  valeurs  de  x  qui  annulent  un  polynôme  donné. 
Or  il  est  de  principe  que  lorsque  dans  un  prodoit  un  des  fac- 
teurs est  nul ,  quels  que  soient  d'ailleurs  les  autres  facteurs» 
tous  entiers ,  le  produit  est  toujours  nul.  On  est  donc  natu- 
reDeoient  conduit  à  chercher  à  décomposer  le  polynôme  en 
bcteors  de  moindre  degré  possible ,  et  par  conséquent,  s'il  y 
a  moyen,  en  facteurs  du  premier  degré.  Ainsi  la  résolution 
des  équations  dépend  en  dernière  analyse  de  la  décomposition 


-    Ik2    - 


<lrs  pol^tiôme^i  lhi  facteurs.  Les  algebf isles  sont  fiarveiiusj 
déitioiilrer  qu  il  y  a  trois  clauses  de  polynômes.  ^ 

1'*f/(M.<ye.  Polynômes  décomposabîcs  en  aulantde  facteur*  i 
du  premier  degré  qu'il  y  a  d'unités  dau'j  l'exposant  du  degré.  _ 

2  "  f  ifliî.«îc .  Pol  y  nom  es  décom  posablcs  en  fa  cteu  rs  d  u  pre  m  ler  j 
degré  et  en  facteurs  du  deuxième  degré,  euK-mômes  indécoai-*'^ 
posables.  *^ 

3*  doêit.  Polynômes  décomposables  seulement  en  facteurs^  ^ 
du  deuxième  dogn*  indécomposables.  «- 

On  sait ,  de  plus  ^  que  les  polynômes  de  degré  pair  peu  vent  tÉ| 
renfermer  les  trois  classes  ;  mais  la  troisième  classe  est  exclue  ^l1 
des  polynômes  de  degré  impair,  ,  u^ 

Ensuite  tout  facteur  du  premier  degré  peut  se  mettre  soQ8  ^m 
la  forme  x  —  a,  où  a  est  rationnel  ou  irrationnel  ;  et  tout 
facteur  du  second  degré  indécompombk  est  nécessairement 
de  la  forme  (jt  —  7)*4-  P*»  ^  et  fi  étant  des  nombres  rationnels 
ou  irraiionneb. 

Ces  deux  genres  de  facteurs  ne  jouent  pas  le  même  rôle 
dans  ta  résolution  des  équations  ;  le  premier  genre  de  facteurs  H 
résolvent  le  polynôme  en  posant  Jt:=:a;  ce  sont  les  vraies  •* 
solutions  dans  le  véritable  sens  du  mot.  Pour  les  seconds  fac-  ^ 
Ceuri««  il  n'ca  e^l  pas  ainsi.  Il  faut  remplacer  partout  x^  par  4 
ûax—  2* —  p%  et  opérer  ce  remplacemeiU  }uiî(|ua  ce  que  le 
pulynôme  soit  réduit  h  un  polynôme  du  premier  degré  de 
la  forme  Aa:  +  11 ,  et  on  aura  alors  identiquement  A  ==  0  el 
B  =  0. 

Par  exemple,  .1^  donnera  d'abord  (âoj.'  —  a'— p')*jr  = 
4a V  —  4a  {^  +  p')  j:»  +  (a'  +^')'-r  =  ^Jc'  [a*  ^  4«  («•+?')] 
+(a+p')*x.  On  remplace  de  nouveau  x'  par  2x^  —  ^'—P*, 
et  ainsi  de  suite.  On  voit  donc  que  les  facteurs  du  deuxième 
degré  fournissent  d  autres  genres  de  solution.  Ces  facteurs 
ne  fournissent  pas  de  solutions  proprement  dites,  puisqu'au- 
runc  valeur  ne  répond  à  x  ;  il  s*agil  de  savoir  si  on  ne  pour 


i 
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niCakRferropératkNi  li  longue  de  la  sobsUtotioD  par  x'  e( 
knmmer  à  one  snbatitalion  par  x  Malemenl.  On  j  parrient 
m  mofea  de  la  oonTeotioo  aaivanie  :  le  factear  do  second 
è|ié(jr— ot)* — p'  est  déoomposable  en  deui  facteurs  {x — ot+p) 
elx—  z  —  p.  On  décompose  de  même  (x  —  a)'-f  p'  eo  deux 

falMrsx—.+  pk^  elx-a—pl/IÏÏ.Le signe V/=^, 
^€tt  proDonce  racine  motn«  un^  indique  que,  dans  la  mul- 

lipfialioo,  on  doil  poser  pV^^.  — pV/^=  +  P*- 
<^»îqa'on  prononce  racine  tnoim  un^  il  n'y  a  là  ni  racine,  ni 
màt  négative  :  c'est  purement  un  signe  qui  porte  pour  nom 
eatrois  mots-là.  L'avantage  de  celte  notation  consiste  en  ce 
fiau Beu  de  remplacer  x\  on  peut  mettre  x=2+pV^Iir  dans 
k polynôme ,  et  ayant  égard  à  la  convention,  le  polynôme 

lirfEimL  deux  parties  :  Tune  sans  le  signe  l/— 1  et  l'autre 
me  ce  figne,  et  chacune  s'annule  d'elle-même.  On  aurait 
fi  adopter  tout  autre  signe  et  toute  autre  dénomination  ; 
c'est  V&matogû  qui  a  déterminé  ce  choix.  De  même  que 
\VT.^\/\  =  ?%  on  a  ^ k'-l . p I/<=T« - p\  u première 
è|Balioa  a  un  sens  logique  \  la  seconde  a  un  sens  symbolique 
faî  devient  logique ,  en  la  rattachant  à  la  décomposition  en 
fadeurs.  Lorsque  3  =  1,  alors  1  \/^ .  1 .  \/^crz  —  i  • 
et  comme  on  supprime  ordinairement  Tunité  lorsqu'elle  entre 
CQflune  facteur,  on  écrit  l/— I  .  l/— l  =  —  1  ^  dans  cette 
c^oation ,  il  faut  toujours  sous-cntendrc  Tunité  omise  ;  car 
la  multiplication  de  deux  signes  est  une  extravagance. 

De  même,  quand  le  polynôme  a  un  facteur  x  —  a,  qu'on 
appelle  a  one  racine,  parce  qu'elle  annule  le  polynéme  *,  on  a, 
psr  amalogie ,  donné  le  nom  de  racine  à  «  +  p  1^ — 1 ,  lorsque 

X — B  —  p  \/ —  I  est  facteur  ;  et  pour  distinguer  ce  genre  de 
racines ,  on  les  a  surnommées  racines  imaginaires  ;  elles  ont 
toatefois  cette  signincalion  réelle^  qu'elles  indiquent  l'exis- 


—  tu  - 

Il'hcc  de  facteurs  du  second  degré  iiidécom(»osable»  ,  coml 
Siint  les  Dombres  premiers  eu  arithmétique.  Lorsque  le  { 
lynômc  a  plusieurs  de  ces  facteur» ,  par  exemple  quatr 

(a  —  7  — ^V  — Oi  **«•  produit  peut  s'exécuter  de  si\  ftia-jp| 
iiières  diiïérenles  ^  et  le  résultat  est  toujours  le  même,  poonm^i 

qu'où  reste  fidèle  à  la  convention  ^  l^— 1 . 7  •'' —  1  ^  —  PîMijlÉ 

Un  donue  quelquefois  aux  racines  imaginaires  d'aalre«ff| 

formes  symboliques.  Ainsi  on  a  :  td' 


ût  =  V^a'4-  fi'  cos  fi     p=  l/a  +  p\  sinf  ï  hi^ 

dW  a4-pK^Ï^|/7T^(cos'^+sin<pJ^^}=k'ct'-f?*.e'^*^ 

,  .  «^ 

Le  facteur  l/a'+p'  pris  positivement  se  nomme  le  mo- 

rfu/«  ou,  selon  Gauss ,  le  norme  de  chacune  des  deux  racine» 

a  it:  pv  — 1  ,  dites  racines  conjuguées.  Les  relations  des  înia*    ^ 
giuaires  avec  lo.s  lignes  trigonomélriques  onl  donne  lieu  à    , 
ridée  de  représenter  les  direçtiom  par  des  imaginaires     i>n 
en  parlera  dans  une  autre  occasion.  ^ 

On  a  quelquefois  des  signes,  tels  que  |/ — 1 ,  (irovenant 
de  Téquation  *r^-H  t  ^^0  ^  mais  on  sait  toujours  ramener  res  J^ 

sortes  de  racines  au  type  unique  a  -f  p  y — t- 
M.  Gauss  représente  v  — 1  par  la  lettre  italique  «\  ce 

qui  est  plus  commode,  %  l^ — 1  ^^i\  Tm.         j 


PROBLÈME  D'OPTIQUE. 

Élèves  de  TÉcole  nwmale- 


Soit  une  droite  AB  :/<^,  18),  donnée  de  {grandeur  et  de  po- 
sjlton  dans  un  plan  harizontal.  Considérons  le  point  A  t  omme 
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ttfKneoCde  la  sorface  de  ce  plao  horiioDtal.  Soit  alors  anc 
MleBCfituée  dans  le  plan  vertical  qui  passe  par  AB.  £a 
liiMifgHiirraor  BC  uoe  lamière  d'intensité  constante,  il  y 
I ne  position  M  da  point  lumineux  pour  lequel  l'éclairé- 
mt  prodait  on  A  est  le  plus  grand  possible.  On  demande 
I  i^lieodes  points  M  satisfaisant  à  ceUc  condition ,  quand  la 
I  Mie  BC  prend  tontes  les  positions  possibles  autour  du 
I  fOBtfidans  le  plan  vertical. 

Noos  traiterons  la  question  en  coordonnées  polaires.  Soit 
Ajbc  A  le  pôle,  AB  l'axe  polaire.  Je  pose  : 

MAB  =  a>;     MBA  =  Ô;    AM  =  pî     AB  =  «. 
&  représentant  par  1  la  quantité  de  lumière  qu'envoie  le 
fontlamineax  à  Tanité  de  distance,  et  sur  une  surface  sur 
iiprlle  le  rayon  tomlie  perpendiculairement,  la  quantité  de 
ittière  reçue  par  le  point  A  sera  : 

sinw 

— •        "I 

Tdieest  l'expression  qu'il  faut  rendre  maximum. 

Le  triangle  AMB  donne  : 
4         asin  0  asin6  a 


à      sîQ  {r»  4-  6)         s\w*i  cosô+sin  Ocos  r»      siit»  cot  0  -|-  cosw' 

et 

^^  ^  ~  sin  ru  cot  6  H- eus  M*  ^"^ 

L'expression  (i)  devient  alors 

sin  w  (sin  w  cot  0  -(-  cos  o>y 

a 

a 

Et  comme  ol"  est  constant ,  il  suffît  de  rendre  maximum 
lexprcssion  sin  cû  (sin  go  cot  B  -f  coso))'.  Pour  cela  il  faut 
égaler  à  0   la   dérivée  de  cette  expression ,  ce  qui  donne 
CD  faisant  les  réductions  : 
•sin  w  col  0  +  cos  w)  (3  cos  «  sin  w  cot  0  +  i  —  3  sin'w)  =  0.     (3) 

Amn.  D«  Matbéii.  V.  10 
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En  donnaDt  à  0  une  valeur  particulière,  €€U€  équation  fc 
cxtnnaUre  ta ,  et  par  suite  Téquation  (2)  donnera  p,  de  sorte 
que  le  point  M  sera  déterminé,  et  si  Ton  élimioe  ô  entre  (2}  cl 
(3),  on  aura  reosemblede  tous  les  points  M  qui  satisfont  à  la 
condiUon  demandée.  Or  Téquation  (3j  donne  : 

3sîn'ft>^ —  î 


col  9^. 


COS^i 

sin'^ 


et     col û  = 


3slni^cois^ 


La  première  valeur  donnant  toujours  pourp  une  valeur  in- 
finie est  inadmissible ,  et  la  seconde  donne  : 

P  =  — ^— t 


(I 


U 


équation  d'un  cercle  qui  passe  au  point  A,  etdontledia-  ^ 

3a  s 

nietre  est  — -.  ^ 

Ce  cercle  répond  bien  aux  points  qui  donnent  un  celai-  i 

renient  maximum.  Car,  en  cherchant  la  seconde  dérivée  de 

sin  tii                               ,  Il 
(sin  o>  col  û  +  cos  w)  ,  et  en  y  mettant  la  valeur  de  ] 


colO== 


SsinVv— 1 


3  sin  ùi  cos  t»)^ 


^     ,    .   .  ,^  .   .  2  1  +sin'« 

cette  seconde  denvee  se  réduit  a  : -. , 

3  sint^cosw 

Or,  pour  avoir  tous  les  points  de  la  courbe  »  il  sufltt  de 
faire  varier  oi  depuis  0*  jusqu'à  180° ,  et  dans  cet  intervalle 
le  sinus  est  toujours  positif.  Donc^  la  seconde  dérivée  est 
négative,  et  par  conséquent,  il  y  a  maximum. 

Note,  Le  point  B  étant  fixe  et  la  droite  BC  quelconque ,  le 

lieu  du  point  M  est  une  sphère ,  passant  par  le  point  A ,  ayant 

3a 
son  centre  sur  AB ,  et  pour  diamètre  — . 


Tro. 
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SOLUTION  ANALYTIQUE  DU  PROBLÈME  103. 
(t.  IV,  p.  560  et  t.  V,p.  127). 


'WOMMim  ET  yJAVqVWLEM , 

Elèves  de  l'École  nomale. 


Ca  aogte  oomUot  étaol cirooDScrit  à  une  courbe  plane géo- 
•èlrîque,  la  tangente  an  lieu  géométrique  du  sommet,  menée 
JET  un  des  sommets  est  aussi  tangente  au  cercle  qui  passe 
pr  ce  somaiet  et  les  deux  points  de  contact  correspondants. 

Soit  ^  ==f{jc)  réquation  de  la  courbe  plane  donnée ,  qu'on 
oche  OQ  non  trouver  cette  équation.  Nous  supposons  d'atl- 
knrs  les  axes  dans  une  position  quelconque ,  mais  rectan- 
gihire. 

Soient  jc  ^  ;  ^\y^  les  coordonnées  de  deux  points  A  et  B 
de  la  courbe  donnée.  On  a  les  équations  : 

De  pins  soient  AM,  BM  (/f^.  19)  les  tangentes  à  la  courbe 
doonée  aux  points  A  et  B,  et  soit  AMB  l'angle  constant  de  ces 
tangentes;  on  a,  en  désignant  par  x^y  les  coordonnées  du 
point  M  ,  les  relations  : 

b  en  désignant  par  m  la  tangente  de  l'angle  AMB  : 

~l+/'(x')/'(.r")' 


m  +  mf  iJ^lf'  (a:'')  =f  (Jr") -f  (xX        (i) 

Les  èqualioos  (6)  deviennent  en  chassant  les  dénomma- 
teurs»  et  en  ayaat  égard  aui  équations  (a)  : 

f{x')[jc^:r')=y—f{xX  (2) 

En  éliminant  x'  et  jc"  entre  les  équations  {!),  (2)^  (3) ,  on 
aurait  une  relation  entre  x  ^iy  qui  serait  le  lieu  géométrique 
des  points  M  ,  et  de  cette  relation  on  pourrait  tirer  te  coeffî* 

cient  angulaire  de  ta  tangente  MT   Ce  coefficient  est,  cooime 

ily 
on  sait,  3—,  x  étant  la  variable  indépendante,  ct^  la  fonc- 

lion  de  jc  donnée  par  l'équaiion  du  lieu  des  points  M.  Cette 
équation  ne  pourra  en  général  s'ol)tenir  que  quand  on  con- 
naîtra la  forme  de  la  fonction  (/)  ,  mais  on  peut  calculer 
dy 
dx 


sans  connaître  cette  équation. 


En  effet ,  au  moyen  d€s  équations  (I) ,  (2) ,  (3) ,  chacune 
des  quantités  x\  x\j  peut  être  considérée  comme  fonction 
de  la  variable  indépendante  x  ;  car  trots  équations  entre  trois 
inconnues  suOisi'nt  en  général  pour  déterminer  chacune  de 
ces  inconnues.  On  peut  prendre  les  dérivées  de  chaque 
membre  des  équations  (1) ,  (i) ,  (3)  sous  ce  point  de  vue»  et 
exprimer  que  lu  dérivée  du  premier  membre  égale  celle  du 
second. 

L*équation  (1)  donne  : 

dx'  dx' 


dx 


ou 


dx'  dx* 


-IW  - 

En  ranplaçuit  m  par  n  rtikmr,  les  binâmes 

"•Ax'O+l,     'nfix')~i, 
denennent  respectivement  : 

t+c/-'(-r^r     __L±[/Vfli 

De  sorte  que  l'équation  précédente  devient  : 

L'éqoation  (S)  donne  : 
d'où 

L'équation  (3)  donne  de  la  même  manière  • 

dx  X— jc" 

Portant  ces  valeurs  dans  (4) ,  on  a  : 

oo 

^  J(j:-j:")[1  +  [/'(x'r]-(x-x')[l4-Ax')*]  j  = 
=  (j:^x")/'{a:')  (l+/'(j:")']-(x-x')/'(J^")  [i+/'(x')'l. 
Ainsi  : 

'(r_(-g-x")/'(j/)[i+r(x")']-(x-x')/'(x")[i+/'(J^'0']_ 

rfx  (x-x")  [l+/'(x")l-(x-x')  (t+/'(x')'] 

(X— x")y'(j:')  [1  +/'(x")1  -  (x-x^)/'(x^')  [t  -\-/'lx")'] 
~  (x-x")  [/'(x")']  -  (X-  x-)  [/(x-n +x'-x 


Il  s  agit  mâmlenaul  d  avoir  le  coelFicient  augtilaire  de  la 
taDgente  au  cercle  au  point  M. 

Pour  cela  C  étant  le  centre  du  cercle ,  il  faul  chercher  le 
coefficient  angulaire  de  la  droite  CM. 

Pour  avoir  les  coordonnées  du  cenlrc ,  il  suffit  de  prendre 
le  point  d'intersection  desdeus  lignes  £C,  BC  menées  per- 
pendicnlairement  aux  droites  MA.  et  MB  eo  leurs  milleuit. 

Les  équations  de  ces  normales  sont  : 
i 


i  P— 


>a  vec  ( 


2 


îP'= 


2      ' 


Les  éqaalions  de  ces  normales  donnctii  par  leur  combi- 
iiaisoD,  les  coordonoies  da  point  C,  on  a  successivement  : 

/'(y')Y+X=?'/(j:")  +  «', 


Le  coeflîcicnl  angataire  de  CM  étant 


Y-j. 


X-x' 
On  tire  des  deux  équations  précédentes  le  rapport  : 

y-r^  r/'(-^')-  ^/'(■r')+»'-a-r[/'f-^")-/VJ] 

Or 

p     p  ~,  a— »  _— ^       ,  K— J_-^      ,   i—x—       ^       , 


p-r=V^,  p'-y=-V^- 
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Es  se  nppelanl  qaey  =/(a/)  et  qncy=/(jr"),  1er 
équlions  (S)  et  (3)  donnent  : 

Or ,  la  tangente  an  cercle  étant  perpendiculaire  au  rayon, 
k  coefficient  angnhire  de  cette  tangente  sera  : 

(X— x")/'(x'y— /'(xT(x— JC') +X'— ^' 

nleor  précisément  ^ale  à  ceUe  de  -j- ,  trouvée  précédent 
ment.  Ainsi ,  le  théorème  est  démontré. 


RECUEIL  DE  FORMULES  ET  DE  VALEURS 
relaiives  cmx  fonctions  circulaires  et  logarithmiques. 

(Saite,  Toir  p.  79.) 


21.  Sinus  arc  égal  au  rayon  =  0,84147098480514. 
Cosinus       id.  =  0,54030230584341 . 

22.  Arc  égal  à  son  cosinus  =  42*  20^  47"  14'",  etc. 
Longueur  de  cet  arc  =  0,7390847. 

Se  trouve  par  la  règle  de  fausse  position  et  des 
parties  proportionnelles. 

23.  Arc  égal  an  douUe  de  son  sinos=  54*  18' 6"52  "  43>''  33^ 
Sinos  de  cet  arc  =  0,8121029. 

Cornus  de  cet  arc  =  0,5335143. 
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1 


24,   Arc  de  dcmi-scgmeot  équivalent  à  un  -  du  cercle  =  < 

Sinus  de  cel  arc  =  0,914771 1 .  ^ 

Cosinus  de  cet  arc  =  0,4039718-  J 

Ob$,  Se  résout  au  moyen  du  probL  2*2.  J 

•25.  Arc  de  segment  équivalent  au  -  du  cercle  ==  149^  1 6'  27''-   | 

Corde  de  cel  arc  =  1 ,9285340.  i 

Ârc  égaL  à  son  sinus  plus  le  cosinus  plus  le  rayon   if, 

=  138Mi'53".  I 

«,  ^  4 

Sinus  =  0,6665578  =  -  presque. 

^  i 

Cosinus  +  rayon  =  1 ,7454535,  ^ 

Obs^  Par  fauïise  po&ilîon  et  parités  proporltonnelles* 
27>    Arc  égal  à  k  moitié  de  sa  tangente  =  66"  46'  54"  14'''.        ' 
Tangente  de  cel  arc  i^  2,331 1 220.  : 

518.    Arc  égal  au  rayon  divisé  par  le  sinus  de  la  moilîé  de 
rare  =  «4°  53' 38"  51", 
Obs.  Il  SLTl  à  résoudre  ce  probléoie  t  Mener  par  Tex- 
I rémité  d'un  cadran ,  une  corde  qui  retranche  un  arc 
égal  à  cette  corde  prolongée  jusqu'au  rayon  qui  passe 
par  l'autre  exlrémilô  du  cadran. 
Û^.   Arcs  égaux  à  leurs  tangentes     ^0^—  90*^.  | 

3.90**«12'32U8  . 
h.90''^  7- 22' 32. 
7.90^... 

19.90".... 

{FoirU  I,  p.  245.) 

^^,  .     ^  .            sinmftsinfm— l)e^8inwafsin(w — 1)9 
ir  'smiifi8iii«^t= ^    ,    \ —  ^— — -. 

^  2{C0SÛ— CQSip) 

{Journ.  de  TÉc.  Polyt.,  cati.  18,  p.  419,  formule 
de  Lagrange.)  (V.  t.  lli,  p.  526). 
I  est  relatif  à  n 
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}l.Siiiiur=2sifur[co8J:+cos3j:+cos5x. .  .+008(n— 1  j:)];/ipair. 
swur=  sinx-f  2sin  j:[cos2j:+cos4a:+cos6jr+. . .  co9(n — 1  )x]  j 
n  impair. 
.     ^  <    .     2     ,     17    ,      62     ^      1382     „ 

^1844^ 

6081075  ' 

Tang  X  =  Ax  +  Bx'  +  Cx*-»-  Dx'+  Ex»+  Fx"+  Gx"-f . . . . 
Loi;  3B=A%  5G=:2Afi;  7D=a2AC+B*;  9E=2(AD+BC)  ; 
tiF=2(AE4-BD)4-C*;  13G  =  2(AF4-BE  +  CD)  ; 
tSH  =  2(AG  4-  BF  +  CE)  +  D%  elc. 

à  uo  miUiooièmc  près. 

^   5?llL^!lil?  =  3  1415926536  ==tr  à  un  billionième 
240  ' 

près. 

15.  x=€30sx— sînx;  x  =  26'9'45",615; 

x=:008x  +  8inx;  x=72*ril%324; 

X  =COlx  ;  x=:  49*^  it  35",79  j 

x  =  C08écx;  x=63''50'  14",385. 

.it»  22446688         ,„.  „.     , 

^-    2  =  i-3-3-5-5     7-7-9 ^"^''^''^ 

(Suite.) 


NOTICE   SUR   L'ÉLIMINATION. 

Suite.  (  V.t.I,p.i25.  ) 
FONTAINB,   YaNDERMONDE  ,    LaPLACE. 

9.   Considérées  en  elles-mêmes ,  les  formules  de  Cramer, 
indépendamraeot  de  leur  applîcalion  primitive,  jouent  un 
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grand  rôle  dans  la  Ibèorie  combioatoirc,  dans  la  lliéorîe  i 
nombres ,  dans  là  résolulkm  générale  des  êqoalions ,  dans  l 
calcul  aux  différences  finies,  et  dans  liniégratton  d'une  cer- 
taine classe  d*équalions  dilTérenliellcs ,  et  renrermenl  mêmi 
le  conlenu  de  beaucoup  de  lhi*orènies  géométriques  :  aoss    J 
ces  formules  se  sonl-elles  présentées  à  tous  ceux  qui  onl  cher- 


»i« 


cbé  la  forme  générale  soit  des  racines  des  équations  algébri- 
qu{!s,  soit  des  intégrales  des  équations  diiïérenlieUes*  An 
premier  rang  parmi  ces  géomètres»  dans  Tordre  de  date,  il 
faut  compter  Fontaine  (*J.  Calculateur  intrépide,  profond 
dans  l'art  combina toire ,  il  a  signalé  le  premier  une  belle 
identité  dont  il  tire  un  grand  parti  (**).  Cette  identité  consiste  * 
en  ceci  :  soient  huit  quantités  quelconques,  x, ,  x,,  j:„  x^^    i 
^,iJ>\  1  ^i-,  .^4  ;  pour  abréger,  nous  représentons,  avec  Van-  \\% 
dermonde ,  par  [1,  â]  le  bin6nie  '^\j\—  ^tj\f  tîl  ain.si  des 
autres.  Celte  notati<m  admise,  ridentilé  peut  s'écrire  ainsi  : 

[i ,  2]  [a,  4]  +  [1 ,  4]  [2,  3]  =  [1 ,  3]  [2,  4].  ^ 

f  0.  La  même  identité  peut  se  traduire  en  langage  géo-  ^ 
métrique.  En  effet ,  les  huit  quantités  représentant  les  ^ 
coordonnées  rectangulaires  de  quatre  points  situés  sur  un  I 
même  plan ,  chaque  binôme  est  le  dotible  de  Faire  d*ufi  | 
triangle ,  ayant  pour  sommets  l'origine  el  deux  de  ces  points,  \ 
De  là  ce  théorème  :  Si  d'un  point  O  situé  dans  !e  plan  du 
quadrilatère  ABCB  ,  ou  mène  des  droites  aux  quatre  angles , 
on  a  : 

OAB  X  OCDdztJBC  X  OAD  ^  OAC  x  OBD. 

Par  OAB  on  entend  l'aire  do  triangle  OAB  el  ainsi  des  autres. 
On  prend  le  signe  supérieur  quand  le  point  0  est  en  dehors 


(*)  Fonutine  .  «le*  lieriins,  Alcïiâ),  ne  à  GlavdwjB  (  nrAiiie  j.  vrrs  lîos,  mon 
tn  iTïi. 
1**^  Trille  He  Calcul  rlinv^riMiiiel  el  inléRnl ,  p,  ttO,  iti-< .,  iTTo. 
Ceil.  un  riTticil  de  ihiMrtoire>;  trluî  t|UL'  iioii!»  cilons  est  de  niS^ 


r- 

: 
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ÉfBdrilal^e,  cl  le  signe  inférieur  quand  le  point  O  est 
tennlérieiir  du  qaadrilatère. 

f^andermonde. 

fl.  Un  des  génies  les  plus  abstraits  du  dernier  siècle , 
Taimnonde,  élève  de  Fontaine  f),  a  eu  l'ingénieuse  idée 
ie|RMlre  la  question  à  rebours.  Au  lieu  de  chercher  direc- 
iant  la  réaolation  générale  de  /i  équations  du  premier  degré 
ttheomnei,  il  a  entrepris  de  démontrer  que  la  formule  de 
taer  ooDvient  à  ces  équations.  Dans  cette  vue ,  il  change 
ûmSBme  enoore  la  notation  de  son  devancier.  Chaque  coef- 
ioatest  désigné  par  deux  chiffres  superposés  ;  le  supérieur 
iifDe  le  quantième  de  l'équation  ,  et  Tinférieur  la  place  de 

raeOBDae  dans  Téquation.  Ainsi  -  désigne  le  coefficient  de 

btroîsièBie  inconnue  dans  la  cinquième  équation.  Bien  en- 
isAi  que  les  inconnues  conservent  toujours  respectivement 
iinéme  place  que  dans  la  première  équation. 
11  Four  former  le  dénominateur,  il  a  recours  à  une  mé- 
I  Me  récurrente ,  diflEérente  de  celle  de  Bezout ,  mais  suscep- 
lUe  de  s'écrire  d'une  manière  fort  abrégée  (**). 
fiuB  cette  notation ,  il  fait  usage  d'un  genre  de  combinai- 
mqueles  Allemands  désignent  sous  le  nom  de  combinaisons 
ofdique»  --  ce  sont  les  arrangements  circulants  de  M.  Gauchy. 
Oise  présentent  fréquemment  dans  la  théorie  des  fonctions 
wnétriques  des  racines  et  servent  à  la  résolution  générale 
faéquations  binômes;  il  est  utile  de  les  connaître.  Four  fixer 
ks idées,  supposons  4  éléments  à  combiner,  quo  nous  repré- 
xntotts  par  les  nombres  1 ,  2 ,  3 ,  4  ;  ils  donnent  24  arran- 
|«Bients.  Écrivons  le  premier  arrangement  1 ,  2,  3, 4  autour 


"'  Vanderraonde,  né  à  Paris  en  1735,  mort  ie  f' janvier  1796;  les  prénoms 
"if  Vindrrmondft  ne  sont  indiqués  dans  aucune  noticn  biographique. 
"'  Mém.  de  l'Acad.  des  Se,  1773,  ?<-  partie,  p.  :ii6. 


i 
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d'une  circonférence  ;  en  conmiençaul  par  H  et  circulaDl ,  %ii 
obUenl  l':irraogGment  '2341  ;  partout  de  3,  on  a  3412,  etpOj 
4123  ^  ensuite  on  retombe  sur  le  premier  arrangemeot  lâ^jj| 
On  a  ainsi  un  premier  g^roupe  :  g 

1234 
•  2341 

3412 

4123 

Écrivons  maintenant  sur  la  circonférence  1324  et  opérant  i 
même ,  on  obtient  le  second  groupe  : 

1324  '* 

3241 

2413  ^ 

4132  ^ 

En  général ,  on  écrit  successivement  sur  la  circonfêrenci 
les  six  arrangements  qui  se  terminent  à  droite  par  4  ;  chacui^ 
fournit  un  groupe  circulant  de  4  arrangements,  et  en  loul 
24  arrangements,  et ,  comme  il  est  facile  de  voir,  esscnliel* 
Jement  diffèrent.  Par  conséquent ,  on  a  ainsi  les  arrange- 
ments possibles  décomposés  en  six  groupes.  Si  on  avaîi 
5  objets  è  combiner,  on  conçoit  qu'on  écrive  circulairemeol 
les  24  ârrangemenls  terminés  à  droite  par  5  ;  chacun  fournil 
un  groupe  de  5  arrangements ,  et  ainsi  de  suite. 

13,  Cela  posé^  rappelons  que      désigne  le  coefficient  éé 

Hnconnue  qui  occupe  la  place  a  dans  Téquation  du  rang  a. 
Voici ,  d'après  cette  convention  ^  la  notation  deYandermondej| 

a \  b       au       b'  a 

«  I  M  y  ^  «    P  h  1  <*  M  7  ,  «   M  7 

a  \  b  \  ç       a 


{♦) 


-lPl7|^ 


Wi\o 


a\b\c\d       a    b\c\d 
et  ainsi  de  suite. 


b  I  c 

b'  c\d\a'^  c 


t'  c\  a^  c 


d\a\b' 


a  I  b 
il'alblc 


(2) 


(3 
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Qifoîl  1*  que  les  leUres  grecques  conservent  un  ordre 
fanridile  ;  2^  que  les  lettres  latines  suivent  un  ordre  circu- 
M;  T  lorsque  le  nombre  des  lettres  est  pair,  les  termes  sont 
Anativement  positifs  et  négatifs  ;  si  le  nombre  des  lettres 
et  impair ,  les  termes  de  la  formule  sont  tous  positifs.  C'est 
J  a  ce  point  que  ce  procédé  se  rattache  à  celui  de  Cramer. 

S  00  traduit  ces  formules  selon  la  notation  usitée ,  elles 
èfinment  : 

a\  o 
liii^  =  a  {Vd'—  Ô'V)  +  b  {da"--  c"a')  +  c  (a'b"^  a%'), 

14.  Ensuite  Vandermonde  établit  cette  proposition  fonda- 
■atale  :  en  changeant  mutuellement  deux  lettres  du  même 
ilpbbet ,  la  fouction  représentée  par  abréviation  ne  fait  que 
teger  de  signe. 

Cette  proposition  est  basée  sur  deux  autres,  qu'il  démontre 
fôiblenient.  Nous  préférons  la  démonstration  plus  claire , 
piiibcile  de  Laplace ,  que  nous  donnons  ci-dessous. 

tS.  Un  corollaire  important  découle  de  cette  proposition  : 
S  deux  lettres  du  même  alphabet  deviennent  égales ,  la  for- 
■ofe  devient  identiquement  nulle.  En'eiïet,  en  changeant 
eitre  elles  ces  deux  lettres  devenues  égales ,  la  formule  res* 
m  évidemment  la  même,  et  toutefois  elle  doit  changer  de 
igné  Y  d'après  la  proposition  fondamentale  (14)  ;  or  une 
fBsotité  ne  peut  conserver  sa  valeur,  en  changeant  de  signe, 
fae  lorsqu'elle  est  nulle. 

A  l'aide  de  corollaires,  on  démontre  ensuite  facilement , 
eomiie  nous  verrons  plus  bas,  que  les  formules  de  Cramer 
resoivent  complètement  les  équations  du  premier  degré. 

16.  En  combinant  ensemble  les  équations  (â)  et  (3) ,  Van- 
dermonde exprime  la  formule  avec  quatre  lettres  en  produits 
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a  I  «  t 
do  formules  en  ticuic  k-llres  A  tfl  ofTcl,  il  remplace  .  i 

0\e\ 

par  sa  valeur  tîrùce  dv  Icquatiûn  {%),  cl  ainsi  des  aulra 

CcUc  dêcomposilion  facilite  les  calculs  oumôriques. 

1 

Lapiaee.  t 

17.  Dans  un  mcmotre  intitulé  :  Recberchcs  sur  le  calen 
intégral  et  sur  le  système  du  moude ,  et  qui  eoiitieot  la  bw 
des  méthodes  d'approxîmalîon  développées  depuis  dans  Ir^ 
MécaDique  céleste ,  l'illustre  géomètre  est  amené  à  rêftoodi^ 
n  équations  linéaires  à  n  inconnues  (').  «  Les  géomètres* 
»  dit-il  »  ont  donné  pour  cet  objet  des  règles  générales ,  mat 
.»  comme  elles  ne  me  paraissent  a%oir  été  jusqu'ici  démon^ 
>»  trées  que  par  induction  ,  et  que ,  d'ailleurs  ^  elles  sont  fm^ 
»  praticables  pour  peu  que  le  nombre  des  équations  soilcoih 
«  sidérable ,  je  vais  reprendre  de  nouvi^au  cette  matière  e 
Il  donner  quelques  procèdes  plus  simples  que  ceux  qui  sont 
»  déjà  connus,  *> 

Laplace  ne  cite  que  Cramer  et  Bezaut,  sans  faire  aucQiM 
mention  du  travail  de  Vander monde  ,  qui  a  précédé  le  sien  \ 
quoique  imprimé  dans  le  même  volume.  Ileslexïrémemenl 
probable  que  Laplace  n  a  pas  pris  connaissance  du  mémoire 
de  son  confrère  :  on  sait,  d'ailleurs,  que  les  analystes  françatt 
lisent  peu  les  ouvrages  les  uns  des  autres.  Ceci  nous  expliqué 
également  comment  la  résolution  de  l'équation  du  onzième 
degré  à  deux  termes ,  la  plus  impi>rtanle  découverte  de  Van* 
dcrm<»nde,  soit  restée  ignorée  jusquVi  ce  qu'elle  ait  attiré 
rattention  de  Lagrange ,  après  la  découverle  similaire  de 
M.  Gauss. 

18.  Laplace  adopte  la  notation  et  la  méthode  récurrente 

{*)  JHéinoirei)  di?  î'Acjd.  des  Sciences, 2^  partie,  p.  294»  C'est  l«  iJeiixiénie  me- 
moire  de  Laplarr  ,  le  premier  est  insère  4^ns  le  Becueil  de«  Satiints  èlratigfr»* 
i.  Vlï. 
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èBooal  :  il  oommc  variation  ce  que  Cramer  appelle  déran* 
fmmL  n  montre  d'abord  que  la  règle  de  Bezout  retombe 
ÉB  cdie  de  Cramer.  Cela  est  évident  pour  les  deux  per- 
■latioos  -{-ab^-^ba.QXi  écrivant  dans  cos  deux  termes  la 
ii(&«  c  la  dernière ,  le  nombre  de  variations  dans  chacun 
f«  reste  le  même ,  aussi  conservent-ils  le  même  signe 
ffli  avaient  ;  mais  si,  dans  ces  termes ,  on  écrit  la  lettre  c 
hnat-demiëre ,  le  nombre  de  leurs  variations  est  augmenté 
tae  aoité ,  et  snîTant  la  règle,  ils  changent  de  signe  ;  car 
■■ombre  ne  peut  augmenter  de  l'unité  sans  changer  de 
|rtè.  Si  l'on  écrit  la  lettre  c  rantépénultième ,  le  nombre 
fciviations  augmente  de  deux  unités;  alors  le  premier 
^da  terme  reparaît ,  et  ainsi  de  suite  pour  un  plus  grand 
de  facteurs.  En  général ,  tous  les  termes  dont  le 
de  ▼ariations  sera  nul  ou  pair  auront  le  signe  -{-  et 
biatresle  signe — .  IVailleurs  le  nombre  de  termes  est, 
mot  les  deax  méthodes,  égal  à  1/2.3 ....  n—-\,n  s'il  y  a 
ikttres  ;  et  tons  ces  termes  sont  différents  les  uns  des  au- 
lo.  Donc  les  formules  qu'on  obtient  par  les  deux  procédés 
■t  identiques.  Il  suffit  donc  de  s'en  tenir  à  la  méthode  de 

19.  Supposons ,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  y  ait  10  lettres; 
j/m  connaître  le  signe  d'un  terme ,  il  faudra  compter  le 
de  variations  relativement  à  la  première  lettre  à 
,  ensuite  relativement  à  la  seconde  lettre,  jusqu'à  la 
pÎMdtième  inclusivement,  et  ajouter  tous  ces  nombres.  Si  la 
pfBÛère  lettre  restant  à  sa  place ,  on  permute  les  autres 
fsae  manière  quelconque  ;  il  est  évident  que  le  nombre  de 
miations  dépendant  de  la  première  lettre  n'a  pas  changé  ; 
cvdle  sera  toujours  suivie  de  lettres  plus  avancées  et  moins 
aranoées  qu'elle  dans  l'alphabet ,  dans  un  autre  ordre ,  mais 
tasjonrs  dans  le  même  nombre;  et  si  l'on  rend  fixes  les  deux 
premières  lettres ,  quelque  permutation  qu'on  fasse  entre  les 
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huit  dernières,   le  nombre  de  variations  dépcodanlos   de: 
deux  lettres  fixes  ne  changée  pas ,  et  ainsi  de  suite.  Il  en  est  di  . 
même  si  l'on  rend  ûxes  les  lettres  à  droite. 

20.  En  général ,  le  nombre  des  lettres  étant  n ,  si  ou  renc  ' 
fixes  \esp  premières  lettres  et  les  q  dernières  d'an  terme, 
quelque  permutation  qu  on  fasse  entre  les  i» — p — q  leUre^*"^ 
intermédiaires,  le  nombre  de  variations  provenant  deslellrcf^'^ 
fiies  reste  toujours  le  même.  Le  changement  dans  le  nombr^'^^ 
total  des  variations  ne  peut  provenir  que  des  lettres  mobileSi^ 

21.  Donc ,  si  on  rond  mobiles  seulement  deux  lettres  «d^e 
jacentes ,  il  est  évident  que  leur  échange  de  place  amènera  otfR 
une  variation  en  plus  ou  en  moins  ;  le  nombre  total  de  vi-He 
riations  changera  donc  de  parité  ;  par  conséquent ,  suivant 
la  règle ,  le  signe  du  terme  changera.  ^g^ 

22.  Reprenons  l'exemple  du  S  1 9.  Soit  un  terme  de  10  Gm-,  pi 
leurs  et  où  la  lettre  quelconque  d  occupe  la  septième  place, ^ , 
et  la  lettre/ la  première  place.  Admettons  que  le  terme  a  ki, 
signe  -j-  ;  si  on  insère  la  lettre  d  entre  la  sixième  et  la  dn-  ^ 
quième  vers  la  droite ,  il  y  aura  une  variation  de  plus  ou  de 
moins,  en  vertu  de  (21) ,  le  terme  prendra  le  signe  —  ;  si  on 
place  maintenant  la  lettre  d  entre  la  cinquième  et  la  qua- 
trième, le  terme  reprendra  le  signe  + ,  et  ainsi  de  suite.  En 
général,  quand  une  lettre  fait  un  nombre  pair  de  mouve-  t^ 
ments,  soit  vers  la  droite ,  soit  vers  la  gauche ,  le  signe  du  .. 
terme  ne  change  pasj  autrement,  il  change.  Ainsi,  lorsque 
la  septième  lettre  d  sera  arrivée  avant  la  première  /,  elle  * 
aura  fait  six  mouvements  successifs  vers  la  gauche  ;  par  con-  M 
séquent  le  signe  ne  change  pas.  Dans  cette  position ,  la  pre-  ? 
roicre  lettrey^est  devenue  la  seconde;  elle  n'aura  besoin  que  4 
de  faire  cinq  mouvements  vers  la  droite  pour  arriver  à  la  *' 
scplicrae  place ,  qu'occupait  primitivement  la  lettre  ^.  11  y  ^ 
aura  donc  un  changement  de  signe  ;  et  généralement ,  lorsque   * 
deux  lettres  érhangent  leurs  places  dans  un  terme,  si  l'une    ■ 
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Ml/  OMNifcmeoU  vers  la  droite ,  l'autre  fera  p  —  1  mouve- 
KDls  vers  la  gauche  ;  or  Ton  de  ces  deux  nombres  p,  p-^x 
otaccessiiTeiiient  impair.  Ainsi ,  par  suite  de  cet  échange, 
le  terme  diaoge  de  signe. 

23.  Laplace  donne  le  nom  de  résultante  à  la  somme  des 
pBQUtioiis  de  n  lettres  prises  n  à  /i ,  les  signes  des  termes 
ilHt  déterminés  d'après  la  règle  de  Cramer.  Il  suit  du  para- 
piphe  précédent  que,  lorsque  dans  une  résultante  on  échange 
fcix  lettres  entre  elles,  on  obtient  une  seconde  résultante 
qrieà  U  première  prise  avec  un  signe  opposé. 

Ccit  le  théorème  de  Yandcrmonde  (t4)  avec  son  corollaire 
15). 

il.  Ensuite  Laplacc  passe  à  la  résolution  des  équations  du 
premier  degré ,  et  procède  de  la  même  manière  que  Yander- 
■oode.  Un  seul  exemple  suffit  pour  montrer  la  marche  de  la 
éÔDonsCration  générale. 

Soient  les  trois  équations 

ax  -j-  b'jr  -\-  c'z  =  d\ 

a"x+b'y  +  c"z  =  d"\ 
Formons  la  résaltante  (abc) ,  on  aura  : 
(oèc)  =  a'(6V"—  c"b"')  +  a"{c'b'"-  b'c")  +  d\b'd'—  c'^"). 

Si,  dans  cette  résultante ,  on  écrit  b  partout  où  est  a ,  sans 
neUre  ^  à  la  place  de  b ,  elle  s'annule  ;  de  même,  quand  on 
remplace  a  par  c,  et  cela  en  vertu  du  corollaire  (15);  donc  si 
oomnltipUela  première  équation  par  ^' V— c"6"'  ;  la  seconde, 
par  c'y — Ud''\  la  troisième  par  b'c"-^db'\  et  qu'on  les 
ajoute  ensemble ,  les  coefficients  de^  et  z  sont  identiquement 
rais.  ]1  ne  reste  que  x  dont  on  trouve  la  valeur,  conforme  à 
Hle  qai  est  indiquée  par  la  méthode  Cramer. 

25.  M.  Gogonne  est  le  premier  qui ,  dans  ses  Annales,  ait 

A:i1f.DKll\TH£M.   V.  il 
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lepeclives  des  ooeflicients  de  x, ,  par  rapport  à  a,.  Cela  posé, 
loieM  *,  *',*"....  *(«-«),  m — 1  constantes  indéterminées,  et 
Uns  oomme  d-dcssos  r 

A+J^a  +  k"a' ....  *(«-»)a— +  «— =  ,(a,  ; 

•  «»: 

»Jf>J+-r.?'(a.)+J^.î(aJ...+jr»»(a«)=:«W+A'M')+rA(a)...+6(«-0. 

Wm»/l«)=l«— a.)'(a-«,)(a— a4)"(a-««)=«"+P^a... 
*,*'....  *{<»-«),  de  telle  sorte  qne/a  et  fa  aient 
les  m — 1  racines  a,,  a,,  a, ....  Om;  on  a  donc  : 

fia) 
a  —  a, 

àkÀk,  k',...  k^ii  se  IroaTent  déterminés ,  et  Ton  troove  .* 

».d— aj,,a=^a);  prenant  les  dérivées,  fa+(a'-a!)f'ammf(a)i 
foêrootire  ,'(a)=='C!±ZJ^, 

iBUittf  =a.,  ilvient«p'(fl,)=  — ,   el  d'après  la   métbod« 

rt«J  =/^(«.)  ;  donc  x. = — ^!?tjjj 

GonnaissaDt  x,,  on  fait  passer  les  termes  où  ib  se  tronvent 
le  leeoiid  meml»« ,  et  on  est  ramené  à  un  système  d'é- 
déjà  traitées. 

in.  Si  ka  coeflideDis  de  x.  étaient  les  dérivées  premières, 
tfhicoeflcientadex.les  dérivées  secondes  des  coeflBcients  de 
^,  «  iHralt/(a)=5(a  — a,)»(a  — a4)(c  — tf|)....  «  —  «■»; 
ItniMaBaBt  de  la  même  manière ,  on  trouvera  la  valeur  de 
;4s  <C  traiHporlant  ces  termes  dans  les  seconds  membres, 

la  iHMné  an  système  d'équations  précédent. 

IT.  Ob  toit  donc  cofunent  il  faut  procéder  lorsque  les 
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coeflicieulâ  d'une  iiiconuoe  sont  les  dérivées  de  l'inconnue^ 
précédente. 

Observation.  Ce  genre  d'équations  se  présente  dans  rinlé-" 
çralion  de  l'équaiion  linéaire,  à  coefficienls  constants ,  lors-'l 
qtie  réquatiou  auxiliaire  a  des  racines  égales.  * 

V,  Soit  le  système  suivant  de  n  équations  du  premier  de-* 
gré  entre  les  inconnues  ^, ,  a-, ....  x^  :  ^ 


i7  +  ■••■  i- 


=  <, 


Ht —  a 


+ 


a.— a. 


+ 


■=l,       (A) 


+ 


a. —  «i. 


+ 


a,,..,a^  sont  n  quantités  connues,  luaia  inégales  ;  de  méma 

\e%  n  quantités  œ^  ...  at„, 

'I 
Faisons    F.  jc)  ^  {jt:  —  iï, )  {,r  —  aj  .  • . .  i^' — »  J  , 


F{jt)  —fiJt)  est  de  degré  n—t,  et  par  conséquent 


.A- 


peut  se  décomposer,  par  la  méthode  des  dérivées ,  en  fonc- 
tions rationnelles  (^.  t.  I\\  p.  ^96)  ;  on  a  donc  ridentité  : 

F(x)-/j:  _  /M     1     _  yiw  _J_ 

F(x) 


+  ... 


Faisant  successivement  a*  ^  ^,  ;  jr  ^  û,  . .. ,  j:  ^  a^ ,  on  ob- 
tient les  n  identités  : 


)  ^  -/('.) 


) 


/(«j 


1 


t  = 


+  ... 
+  ... 
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tarie,  «leurs  -.=-^^  ^'  =  -^y  '"^  "«*" 
fail  an  système  des  équalions  (A). 

Si,  parmi  les  quantités  a. ,  a, ....  «^ ,  il  y  en  a  d'égales ,  on 
frit  la  décomposition  en  fractions  rationnelles,  comme  pour 
kc»  des  facteurs  multiples ,  et  le  reste  comme  ci-dessus. 

Ohervaiion.  Ce  genre  d'équations  se  présente  dans  la  théo- 
fie  des  surfaces  homofocales,  expression  hybride,  qu'on 
pomiait  remplacer  par  biconfocales.  L'élégant  procédé  d'é- 
âninatioD  est  dû  à  M.  le  professeur  Jacques  Bioet.    {Suite). 


NOTE 
relative  à  Vintégratian  d'une  équation  différmHelle. 

PAR  M.  HVST, 

bceneié  es  sciences  mâlhémaliqoes ,  et  professeor  de  matbéma tiques 
ao  collège  de  Toalon. 


L'équation  différentielle 

dqà  intégrée  par  M.  Liouville  (*)  par  un  procédé  très-remar- 
quable ,  peut  encore  s'intégrer  immédiatement  de  la  manière 

soivante. 

dy 
DÎTisons  par  j- ,  et  multiplions  par  dx ,  elle  deyient  .- 

—  +/(x)dx+<f(y)djr=0; 
d7 


*)  Voyez  les  Leçons  de  calcul  différentiel  et  intégral,  par  M.  Tabbé  Moigno, 
lAflae  11,  pafe673. 


ec|uatton  dans  laqueLlc  los  Yarîables  sont  séparées. 
Intégrant  une  première  fois^  il  vient  : 

Passant  aux  nombres 


^^_^^//<*)**Jf^^/?(ïJ<iy 


dx 


d'où  Ton  tire  : 


et  par  suite  ; 


-f^(.^)difdy  —  ceffi^^dx , 


qui  est  Tin tégrale  cherchée . 

THEOREMES  ET  PROBLÈMES 


lu 
4 

a 


Il  1.  Soît  M  un  point  pris  sur  une  courbe  piane ,  et  MO  le 
rayon  de  courbure  en  ce  point  ;  considérons  M  comme  l'extré- 
mité du  petit  axe  d'une  ellipse,  et  ayant  en  ce  point  même 
rayon  de  courbure  MOj  quel  est  le  lieu  des  foyers  de  cette 
ellipse?  (Lancret.) 

i  12.  Soit  M  un  point  pris  sur  une  courbe  plane  ;  et  N  un 
point  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe  î  par  N  menons  une 
sécante  sous  un  angle  donné;  et  soit  P  un  des  points  d'intersec- 
tion ;  prenons  sur  la  sécante  un  point  Q  sur  le  prolongement 

de  NP  ,  tel  que  Ton  ait  NQ  =  ^^  ;  quel  est  le  lieu  du  point 

Q ,  N  se  mouvant  sur  la  tangente ,  cl  déterminer  la  position 
du  (>Dint  Q  lorsque  N  se  eonrond  avec  M  t  MaclauriaO 
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tl3.  Etant  doonée  une  progression  arithmétique  de  n 

ma  \  la  moitié  de  n  fois  le  dernier  terme  est  toujours  com- 
piR  mire  la  somme  de  Ions  les  termes ,  et  cette  somme  di- 
da  demi^  terme  ;  démontrer  cette  proposition  par  la 
gmétrie  (Madaurin). 

ili.  Dans  un  triangle  dont  la  base  est  donnée  de  gran- 
èiret  de  position,  et  dont  la  difiërence  des  deax  antres 
eMêfdîTîaée  par  la  médiane  intermédiaire  est  égale  à  1^2  ; 
iemunet  mobile  décrit  une  lemniscate  de  BernouUi ,  et  qui 
otaossi  une  cassincâde. 

Ito.  Etant  donnés  dans  le  même  plan ,  deux  cercles  et 
m  point  fixe  ;  mener  deux  tangentes  parallèles,  chacune  à  un 
esde^  de  teUe  sorte  que  le  rapport  des  distances  du  point  fixe 
«I  deux  parallèles  soit  donné  ;  par  la  géométrie  élémentaire 
et  pir  la  géométrie  analytique  lorsque  les  cercles  sont  rem- 
pbcés  par  deux  coniques  quelconques. 

116.  Un  hexagone  spbérique  étant  inscrit  dans  une  courbe 
coao-sphérique ,  l'intersection  des  côtés  opposés  donne  six 
poiits  situés  sur  le  même  grand  cercle. 

117.  Un  hexagone  spheriqne  étant  circonscrit  à  une  courbe 
sphérique ,  les  trois  grands  cercles  qui  passent  par  les 

opposés  ont  le  même  diamètre  en  commun. 
On  appelle  cono-sphérique ,  la  ligne  d'intersection  d'une 
Hfcirc  et  d'un  cône  du  second  degré,  concentriques. 

118.  Si  on  élève  à  la  même  puissance  positive  les  trois 
(Ms  d^ma  triangle  rectangle,  la  sonmie  des  puissances  des 
cMés  est  pfais  grande  que  la  puissance  de  l'hyperbole  lorsque 
Feiposant  de  la  puissance  est  moindre  que  2,  et  moins  grande 
si  cet  exposant  surpasse  2. 


ANNONCES 


La  vraie  théorie  des  quantités  négativei  et  des  quantités  pré- 
tendues  imaginaires ,  dédïée  aux  amis  de  révideoce;  par*™ 
CV.  Mourey. — ^Paris.  Bachelier,  libraire;  et  chez  Tau  leur, 
rue  des  Quatre- Venls,  n"  8,  18i8,  ln-8%  x,  Ui  p.,  3  pi 


Gel  ouvrage  remarquable,  sur  lequel  M,  Ixfébure  de  ^ 
Fourcy  a  le  premier  attiré  raltention,  est  devenu  exlréme- 
meolrare.  Parmi  les  géomètres  de  Paris,  M.  de  Fourcy  esl^  . 
à  ma  cofiDai.ssancc ,  !e  seul  qui  en  possède  un  exemplaire, 
qu'il  a  eu  robligeance  de  me  corarauniquer.  Nous  en  donne-  '^ 
rons  une  analyse  détaillée.  Les  personnes  qui  ont  des  rensei-  ^ 
gnemcQls  à  donner  sur  la  vie  de  l'auteur  sont  priées  de  •* 
m'en  l'aire  part,  ^ 

Gnomonique  graphique  et  analytique ,  ou  Tari  de  tracer  les  M 
cadrans  solaires;  par  Born ,  officier  d'artillerie  (Lafére,  lH 
18'2f),  —  Paris,  Bachelier ,  1846,  in-8^  de  132  p. ,  0  pL     M 

Cours  complet  de  mathématiques  à  l'usage  des  aspirants  a  ^ 
toutes  les  écoles  du  gouvernemenl ,  reut'eruiant  Us  connais-  J 
sances  exigées  pour  ladmission  aux  écoles  polytechnique,  i 
normale^  navale,  militaire  de  St.-Cyr ,  forestière,  des  ' 
arts  et  manufaclure  et  des  beaux-arts ^  par  M.  Auguste 
Blue,  professeur  de  maihémaliqaes,  ancien  élève  de 
l'école  polyleclinique ,  tome  I  ,  arithmétique  cl  algèbre 
élémentaire.  —  Paris,  Carilian-Gœury  et  Victor  Dalmout. 
1814 ,  in-8"  de  480  pages.  (  11  sera  rendu  compte  de  ers 
deux  ouvrages). 
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GRAND  CONCOURS  (année  1845). 


JUathémaiiques  élémentaires. 

Kf.  29.  SoieDt  dans  un  même  plan  deax  cercles  qui  ne  se 
«pCBl  poiot  ;  O  et  0^  leurs  centres ,  AB  et  A'ff  lears  dia- 
■ikes,  qoi  tombent  tous  deux  sur  la  droite  qui  passe  par 
iBitax  centres  : 

1*  On  demande  de  proayer  qu'il  existé  sur  cette  droite 
fax  points  C  et  D  y  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  au 
«lire  de  chaque  cercle ,  est  égal  au  Carré  du  rayon  de  ce 

mût;    c'est-à-dire  tels  qu'on  à  OC  x  OD  =  OÂ'  et 

acx(yD=ô^^^ 

2*  Soîl  comme  dans  la  ûgure,  le  cas  où  lun  des  cercles 
(0)  tombe  en  dedans  de  Tautrc  (O']  ;  on  peut  d*un  point  P 
fris  sur  le  diamètre  A  fi  du  cercle  intérieur  élever  à  ce  dia- 
■ètre,  une  perpendiculaire  qui  rencontre  les  deux  cercles 
ea  m  et  m  : 

Or ,  si  l'on  considère  les  distances  de  ces  points  à  l'un  ou  à 
Vintre  des  deux  points  C  et  D ,  ci-dessus  déterminés ,  et  par 
eiemple ,  au  point  C  \ 

Ou  demande  de  prouver  que  le  rapport  de  ces  distances  est 
ooDstant ,  quelle  que  soit  la  position  du  point  P ,  et  que  le 
curé  de  ce  rapport  est  égal  au  rapport  des  distances  du 
point  C  aux  centres  des  deux  cercles;  cVst-à-diro  qu  on  a 


12 


Cm 

co 

Cm'' 

~co 

sa.  D(  HiiKa.  V. 

I 


PREMIER  PRIX 

WAm  M.   Z*.  J  -F.  BOBTirXEi. 

né  à  Romensy  (  Sadne  et  L«ire),  lo  12  juin  lisfl; 
^Collège  St«aial&i.  — CUste  d«  M.  AbeL  TriosonO 


Pour  répondre  à  la  premièro  parLie  de  celle  qupsiion 
tais  supposer  un  inslant  que  les  deux  poiots  C  el  D  exhlei 
de  rexislence  de  ces  deux  points ,  je  chercherai  à  dédt 
queh^ue  relation  cnlre  les  distances  de  ces  d^ut  points  i 
centres  de  chaque  cercle;  et  1  examen  de  cette  rdat 
devra  me  donner  la  condition  d*exisleuce  des  deux  poinl 
et  D*  Il  no  restera  plus  qu'à  ejumiiner  si  celle  condition  c 
respond  à  quelqu'une  des  condi lions  de  l'énoncé. 

Supposons  donc  le  prohiènie  résolu  ^  soit  x ,  la  distance 
point  C  au  point  O;  j^  la  dislance  du  point  B  au  mé 
poinl  0  ;  appelons  d  ^  la  distance  qui  sépare  les  di 
centres  00'. 

B'après  la  nature  même  des  deux  points  G  el  D ,  n 
devons  avoir 

(1)  xr  =  r% 

en  désignant  par  r  le  rayon  du  cercle  intérieur  (0)  ;  ei 

(2)  (d  +  x){d+y)=K\ 

en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  [O'). 

Dans  réquatiOQ  (2)  remplaçant^  par  sa  valeur  tirée  d 
première ,  nous  aurons  : 

Le  développement  du  produit  indiqué  donne  - 

—  -  --  ^  R* 


—  171  — 

«  bieD,  maltipliant  les  deax  membres  par  x ,  et  ordonnant 
fÊt  rapport  à  jt,  on  obtient  • 

djc'+  X  {iP+  r'— R*)  +  £/r'  =  0.  (3) 

U  résdation  de  cette  équation  nous  donne  pour  valeur 
kx 

YC—tP-t^zhV[YC—it—ry—\d>^ 


2d 


(i) 


[oons  alors  que  pour  que  les  deux  valeurs  de  x 
MU  réelles ,  il  faut  et  il  suflBt  que 

(R'— ^T— r')'— WV  soit  >  0. 

Or,  les  deux  valeurs  de  x  ne  sont  autre  chose  que  les 
tewes  des  deux  points  C  et  D  au  centre  O  :  car  Téqua- 
km  (3)  divisée  par  d ,  devient  : 


cifieiiBion  dans  laquelle  le  terme  tout  connu  /^  est  le  produit 
fa  deux  racines  de  Téquation.  Nous  poserons  donc  la  con- 


Man  celle  condition  se  transforme  successivement  en  celte 
litre 

(R«_^_r'— 2</r)  (R'— ^»— r'+2£/r)  >  0 

m  [R-«(rf+rn  [R--(rf-rn>0, 

oa  (R— <i_r)  (R+rf-f-r)  (R— rf+r)  (R4.rf-r)>0.     (5) 

Or,  si  l'on  bit  attention  à  cette  formule,  on  voit  que  d 

I  II  distance  des  centres  n'étant  jamab  moindre  que  0 ,  les 

fcux  {acteurs  (R  +  ^+r)  et  (R-f-^—r)  ne  seront  jamais 

I  plus  petits  que  0  ;  leur  produit  sera  donc  toujours  positif  ;  et 

I  pour  que  le  produit  total  le  soit,  il  faudra  que  celui  des  deux 


0\ 
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autres  facteurs  restants  soit  lui-même  positif;  il  faudra  doue 
que  Ton  ait  ; 

(K^d-^r)  (R— rf+r)  >  0.  *" 

Pour  satisfaire  à  cette  condition ,  il  faut ,  et  il  suflBt  que  Tong^ 
ait  à  la  fois  ^ 

R— flî— r>0 
et  R-^4.r> 

et  R-.rf^.r<OJ  ' 

ou  ce  qui  revient  au  même  pour  la  condition  (1)  :  ipA 

£/<R  +  r 
et  rf<R— r;  tm 

el'pocur  la  condition  (9)  .- 

^>R+^ 
et  rf>R  — r. 


iC 

i 

C'est-à-dire  que  la  distance  des  centres  des  deux  cercles  doitiî'' 
être  à  la  fois  plus  petite  ou  plus  grande  qac  la  somme  et  que^ 
la  différence  des  rayons.  « 

Mais,  d'après  l'énoncé  même  de  la  question,  les  cercles i« 
donnés  ne  se  touchant  point,  sont  tels  que  ces  conditions 
sont  eiactement  remplies;  donc,  dans  le  cas  où  les  deux 
cercles  ne  se  coupent  point ,  l'existence  des  deux  points  de- 
mandés est  bien  établie.  |j| 

Si  l'on  suppose  que  d  devienne  égal  à  R-^r  ou  R— r;  le 
produit  indiqué  dans  la  formule  (5)  devient  égal  à  0  ;  le  ra- 
dical de  la  formule  (4)  s'évanouit.  Les  deux  valeurs  de  x 
deviennent  égales  entre  elles ,  et  égales  à  r.  Dans  le  premier  j^ 
cas,  où  £?=R4-''9  c'est-à-dire  où  les  cercles  sont  tangents  p 
extérieurement ,  chacune  des  valeurs  de  x  est  négative ,  et  o 
se  trouve  égale  à  —  r.  Dans  le  second  cas ,  qui  est  celui  où 
les  cercles  sont  tangents  intérieurement,  les  valeurs  de  x 
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Ml  roue  et  raatre  posi(i?e8,  et  égales  à  r.  Les  points  C  et  I> 
le  coofoodent  alors,  et  se  trouvent  placés  tous  les  deux  au 
point  de  oootact  même  des  cerdes.  Leur  produit  du  reste  est 
nqonrsr^. 

Remarque  générale.  Toutes  les  discussions ,  et  tous  les  ré- 
siUals  qoi  viennent  d'être  établis  dans  la  supposition 

j:=OC,    et   r=OD, 
ttretroQyaraîent  parfaitement  dans  les  hypothèses 

aC=a:    et    y  =  (yD. 

Li  seconde  partie  de  la  question  consiste  à  prouver  que  le 
rapport  de  Cm  à  Cm'  est  un  rapport  constant ,  et  que  le  carré 

CO 
fc ce  rapport  est  égal  à  ^,.  Or,  remarquons  qu*en  prolon- 
geant Cm  en  Cm''  et  Cm'  en  Cm'",  nous  obtenons  deux 
triangles  Cm/n'  et  Gm^Cm'"  qui  sont  semblables ,  et  qui  nous 

èmnenl  — ?  =  tt-tt,-  ^^  ^  ^^^^î  d'autre  part ,  à  cause  des 
Cm        Cm 

pnpoidicalaîres  CE  et  CF  qui  se  trouvent  partagées  respec- 

lîfaDCDt  dans  les  cercles  (O)  et  ((V)  en  deux  parties  égales  par 

ks  droites  mm'^j  mm*'\ 

Cm:CEi^:CE:Cm'' 

d  Cm':CF::CF:Cm'" 

DirîsaDt  ces  deux  proportions  terme  à  terme,  on  obtient  r 

Cm  .CE,    CE  ,  Cm" 
C^'-CF'"*CF'Cm"" 

foù: 

<CE\      Cm  ^  Cm"  Cm  _  Cm" 


(1 


JCFJ  ~  Cm'       Cm""  Cm'       Cm" 

Ankoo  a  : 

/CEV      /C-wV        CB_Cm 
W;=ic^;   •'"CF-Cm'' 
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donc  le  rapp<irt  de  Cm  à  Cm*  est  constaiiL 


GO 


De  plus ,  le  carré  de  ce  rapport  est  égal  à  ^,*  En  effel|  ^ 

nous  venons  de  voir  que  (  ^--,  1  =  I  — -  J  , 

Or,  CE'  ^OG.CD,  tar  ,  en  verlu  de  la  propriété 

OGxOD  =  OE\ 

le  point  F  se  trouve  sur  un  cercle  décrit  sur  OD  comme  dia- 
mètre. En  vertu  d'une  propriété  analogue  des  points  G  et  D, 
on  aura  - 

CË'=0'C.CD: 
donc: 


li 


j 

Mi 


/Cm  Y  _  OC  Cl)  _  OC 


donc  caGa  ,  le  carre  du  rapport  de  Cm  à  Cm'  csl  bien  égal  à 
^.    C.Q.F.D. 

Il  est  à  remarquer  que  celle  seconde  partie  de  la  question 
suppose  un  théorème  que  je  n'ai  pcnnt  démoniré,  lequel 
consisterait  à  prouver  qoe  les  deux  triangles  Cmm*  et  Cm!"m*' 
sont  semblables.  Mais  on  peut  oimner  du  même  fait  une  dé- 
monstration un  peu  difTércnle,  qoe  j'ai  vue  depuis  le  con- 
cours ,  et  que  je  vais  exposer. 

Posons  pour  un  instant  P0'=  s,  et  exprimons  îc  rapptirt 

^—  en  fonction  de  cette  Inconnue  auxiliaire.  Nous  aurons 
Cm' 

successivement  les  expressions  suivantes 


ou  y  en  développa  ni  el  si  m  pli  liant  les  opérations  imliquées  : 
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Or,  si  dans  cette  expression  on  remplace  x*  par  sa  valear 

Éée  de  l'équatioB  :  x*  +  "Ç^^'^"^)  +  r'  =  0,  on  ob- 
iMra  en  rédaisant  : 


C^i'  X  X    ' 

x4-<'  =  C0'  et  x=OC;  d<»c ,  on  aura  bien 

S'     ce 

--_.     C.Q.F.D. 


MÉMOIRE 
mr  la  théorie  des  résidus  dans  les  progressions  géométriques. 

PAU  M.  B.  VaOUHBT, 

Professeur  au  collège  royal  d'Aucb. 


I.  Pour  bien  faire  comprendre  l'objet  de  ce  mémoire,  nous 
aOcms  rappeler  quelques  théorèmes,  et  définir  quelques  lo- 
taHùoê  doDt  nous  ferons  an  continuel  usage. 

Soit: 

une  progression  indéfinie  comprenant  les  puissances  entières 


€l  positives  de  rentier  ^7;  si  on  divise  lous  ses  termes  par  leifil 
nombre  P  premier  avec  a ,  on  obtiendra  une  cerlaine  suite 
de  rcsîdus ,  dont  Tiinité  fera  nécessairement  partie.  Si  a*  est,^Q 
ki  premier  terme  de  )a  progression  qui  donne  le  résida  I ,  tom  ^^ 
les  résidus  précédents  seront  différents  entre  euit  i  au  delà^ 
ils  se  reproduiront  dans  le  même  ordre.  On  sait  d^aîllcurs 
que  n  sera  on  diviseur  de  ^indicateur  de  P,  c'est-à-dire  du 
nombre  qui  indique  combien  il  y  a  dentiers  inférieurs  et  pre- 
miersàP. 

ù.  Nous  appellerons  période  de  a  par  rapport  à  P ,  Ten-  " 
semble  des  résidus  fournis  par  les  termes  rt,  a' ,  ^^  ,^^'»  .  ^^ 
$y$tème  de  périodes  ^  Pi^nsemble  des  périodes  de  tous  les  ^ 
nombres  inférieurs  et  premiers  à  P;  le  nombre  P  sera  dit  la 
Imse  du  système. 

Voici  par  esempic ,  toutes  les  périodes  du  système  dont  ! 
base  est  13. 


i. 

2, 

♦, 

8, 

3, 

6, 

t^, 

11. 

9, 

5,   10,     7,  1 

3, 

9, 

1. 

», 

3. 

12, 

9, 

1«, 

1. 

5, 

12. 

8, 

!. 

6, 

to, 

8, 

9. 

2. 

12, 

7, 

3, 

5.     *,    11,   i 

7, 

10, 

5, 

9. 

H, 

12, 

6, 

3, 

8,     *,     2,   1 

8, 

«2, 

5, 

1. 

9, 

3, 

1. 

10, 

9, 

12, 

3, 

*, 

1. 

n. 

4. 

5, 

3, 

7, 

12, 

2, 

9, 

8,   10,     6,   1 

3.  La  formation  d*un  pareil  tableau  n'offre  pas  de  diffi- 
culté. On  obtient  chaque  résidu  en  multipliant  le  précédent 
par  le  nombre  qui  cngem^e  la  période ,  et  supprimant  loos 
les  multiples  de  la  base  conlenus  ati  produit  On  peut  cepcn- 
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imk ■'cnpioyer  411e  l'addition,  en  procédant  de  la  maoière 

SoU  proposé  par  exemple,  de  trouver  la  période  de  3 
te  le  tyatéme  dont  la  base  est  25.  A  cet  effet  j'écris  ces 


CodEcients 
1A3,  4,  5,   6,  7,  8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,i8,19,20,21,22,2î 

Réâdos 
1^9.12,15,18,21,24,2,  5,  8,11,14,17,20,23,  i,  4,  7,10,13.16,11 

la  première  renfame  tons  les  nombres  inférieurs  à  25  $  la 
Mconde  se  forme  en  ajoutant  successivement  3  à  lui-même, 
ctretranchant  25  de  la  somme  s'il  y  a  lieu.  Cela  fait ,  le  second 
lenM  de  la  période  sera  le  résidn  9  correspondant  au  coeffi- 
deat  3  ;  le  deuxième  terme  sera  le  résida  2  correspondant  an 
(ttfideni  9  ;  le  troisième  terme  sera  le  résidu  6  correspon- 
faat  an  coeflBcient  2,  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière  on 
obtient  poor  la  période  de  3  par  rapport  à  25 ,  les  nombres  -. 

3.9,2,6,18,4,12,11,8,24,22,16,23,19,7,21,13,14,17,1. 

Au  reste ,  on  n'aura  besoin  de  former  directement  que  la 
iDoitié  des  périodes  du  système  ;  car  si  la  somme  de  deux 
nombres  est  égale  à  la  base,  il  est  facile  de  voir  que  les 
irrmes  de  même  rang  de  leurs  périodes  sont  égaux  si  ce 
rang  est  pair  ;  et  donnent  une  somme  égale  à  la  base ,  si  ce 
rang  est  impair. 

Mous  Terrons  pins  loin  d'autres  moyens  de  simplifier  la  for- 
mation d*ao  système  de  périodes. 

4.  Noos  a|q[)ellerons  racine  primitive  de  P  par  rapport  à  n, 
loftt  nombre  qui ,  dans  le  système  P  engendrera  une  période 
de  n  tenues. 

Nous  appellerons  plus  simplement  racine  primitive  du 
sy$(éme  €fade  la  base  P ,  la  racine  primitive  de  P  par  rapport 
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à  (P) ,  c'esUà-dire  (oui  nombre  donl  la  période  camprendra^ 
lous  les  entiers  inférieurs  el  premiers  à  la  base. 

Ces  définitions  comprennent  comme  cas  parlicnlîer  la  défî^ 
nition  d'Ëuler^  et  concordent  avec  celle  de  M,  Poinsoi^ 
sauf  le  point  de  vue  spécial  auquel  nous  nous  plaçons.     ^Ê 

Enfin ,  une  période  sera  dite  complète^  quand  elle  renfer- 
mera tous  les  nombres  inférieurs  et  premiers  à  la  base. 

5.  Cela  posé,  l'objet  de  ce  mémoire  est  Tétude  détaillée  ct| 
complète  autant  que  possible  des  difîérents  systèmes  de  pé- 
riodes. Les  théorèmes  que  nous  démontrerons  ne  sont  pas 
nouveaux;  à  quelques  développements  près,  ils  se  trouvent 
dans  Touvragre  de  Legcodre,  mais  séparés  et  déduits  de 
théories  différentes.  Nous  avons  cru  utile  de  les  réunir  et  de 
les  déduire  les  uns  des  autres  d'une  manière  uniforme»  Ce 
travail  aura  en  outre  Tavantage  de  faciliter  auic  jeunes  lec- 
teurs de  ce  journal ,  Taccès  de  la  théorie  des  nombres ,  partie 
dilUcile  et  encore  peu  cultivée  des  mathématiques,  et  sur 
laquelle  parât I  aujourd'hui  reposer  l'avenir  de  la  science. 

N.  B.  —  Dans  tout  ce  qui  va  suivre  P  désignera  constam- 
ment  la  base  d'un  système  de  périodes,  et  p  un  nombre  pre^ 
mier. 

S  I.  Propriéiés  générales  des  systèmes  de  pér iodes  {*). 

6.  Théorème.  Dans  toute  période  (F unité  non  comprise), 
fol  tirma  û  égaie  distance  des  extrêmes  sont  associés  par  rap- 
port à  la  hase. 

Soit  /*  le  nombre  des  termes  de  la  période  de  a ,  en  sorte  que 
Von  ait 

a^'^F  +  i, 

deux  termes  éplcmeni  êUngnés  de  a  et  de  a*"' ,  seront 
(m  étant  <C  n) 

{'^  C9UM  throrif  dm  r«]iidus  »  été  vrèér  piirE«ler(Voir  N.r*»mm.eèlr<*p,,L  V 


bfnriiiit  de  ces  deux  poismioes  éUnt  a*  et  par  conséquent 
F-f  1 ,  le  prodoU  de  leurs  résidas  sera  anssi  P  + 1 .  Donc  ces 
ftàÉÊÊ  sont  associés.  C.  Q.  F.  D. 

(krMmre  !•'.  Dam  toute  période  d'un  nombre  impair  de 
tao  (l'anilé  comprise),  le  produit  de  tous  les  résidus  est 

ùrsi  on  laisse  de  côté  le  résidu  1,  il  reste  un  nombre 
frirfc  termea  associés  deux  à  deux.  Le  produit  des  résidus 

(■tant  se  décomposer  en ——  facteurs  de  la  forme  P+^9 

m  aossi  P+l . 

CtroUaùre  2.  Le  produit  des  résidus  d*une  période  tun 
pmr  de  termes  est  P— 1 ,  qudnd  la  ban  est  une  puis- 
u  le   double  d'une  puissance  d'un  nombre  premier 


Cor,  si  on  néglige  l'unité,  il  reste  un  nombre  impair  de 
knMS  assocnés  deux  à  deux ,  à  rexception  de  celui  do  mi- 
fienqui  doit  être  un  associé  double.  Or,  d'après  l'hypothèse, 
Pue  peut  avoir  que  deux  associés  doubles  1  et  P— 1.  Le 
yenoe  dn  milieu  ne  peut  être  1  ;  autrement  la  période  com- 
■encerait  plos  tôt  qu'on  ne  l'a  supposé.  Donc  ce  terme  sera 
P-1.  Donc  le  prodoit  des  résidus  sera  (P-fl)  (P—l  :  =  P— 1 , 
C.  Q.  F.  D. 

C&roUiûre  3.  Quand  la  base  est  une  puissance  ou  le  double 
iwÊe  puiesance  d*un  nombre  premier  impair^  dans  toute  pé- 
riode d'un  nombre  pair  de  termes  y  les  résidus  qui  occupent  le 
mime  rang  dans  chaque  demi-période^  donnent  une  somme 
éff/e  d  la  base. 

En  eflTet  on  a  ,  comme  nous  venons  de  le  voir, 

n 

D'où  Ton  réduit  aisément 


— 
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fifl 

a  ^ 

+  a  = 

=p 

i 

=p 

fl2 

3 

+«3 

'=p 

C,  Q.  F.  D. 

Corollaire  4"*.  f/w  associé  double  ne  peut  pas  faire  poriit 
d'une  période  d'un  nombre  impair  de  termes.  , 

7.   Théorème.  Deux  associés  par  rapport  à  la  hase  ont  dm  ^ 
périodes  inverses  l'une  de  Vautre. 

Si  on  désigne  par  d  l'asscKsic  de  a  par  rapport  à  P,  on 
doit  avoir  d  après  le  théorème  préeéden!  ; 

en  élevant  les  deux  merobres  de  celle  égatité  aux  puissances  | 
i ,  2,  3..*  n,  et  sopprimant  dans  l'exposant  de  a  tous  les  mui-  à 
tiples  de  n ,  on  aura  i 

û**-'  =  P  +  ^' 
a"^'  =  P  +  fl" 


Donc  les  résidus  farmés  par 


^ 


Sont  respcclîvement  ceux  fournis  par 

a,a'%tf'V    •       C,  Q.  F,  D. 

Ce  théorème  simplifie  la  conslruclion  d'un  système  de 
périodes,  puisque  la  période  d'un  nombre  se  déduit  sans 
calcul  de  celle  de  sou  associé. 

Théorème.  iMfstjue  iti  somme  de  deux  nombres  fsî  un 
multiple  de  fa  base,  leurs  périodes  renferment  Ir  même  nom- 
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Iné»  êmmm  ou  bien  la  période  de  l'une  renferme  deux  foie 
fku  ie  fermée  que  la  période  de  Vautre. 
Soient  a  et  a'  les  deux  nombres  proposés ,  nein'  les  nom- 
Im  de  termes  de  leurs  périodes,  n  n*étant  pas  plus  grand 
|Kii'.  On  aura  d'après  l'hypothèse  : 

iteomme  a*=:P-j-l 

9wt  conséquent  si  n  est  pair,  on  aura  nl^^n  ;  et  si  n  est 
■^ir,  nl=2n.  C.  Q.  F.  D. 

On  Toit  par  là  que  n  et  n!  ne  peuvent  pas  être  tous  les 
fax  impairs  et  que  c'est  seulement  dans  le  cas  de  n  pair  que 
b  deux  périodes  peuvent  avoir  le  même  nombre  de  termes. 

9.  Théorème.  Lorsque  le  produit  de  deux  nombres  aug- 
meUé  de  runité  eH  un  multiple  de  la  base ,  leurs  périodes  se 
mnfouni  d'un  même  nombre  de  termes  ou  bien  la  période  de 
fm  renferme  deux  fois  plus  de  termes  que  la  période  de 
fi 


Soient  a  et  a'  les  deux  nombres  proposés  et  a"  l'assodê 
k  a  par  rapport  à  P.  On  aura 

aa'+iz=P 

aa"— 1  =  P 
(f où  on  lire  a  {a'+  a")  =  P 

ft  comme  a  est  premier  avec  P  il  en  résulte 

a'+a"=P 
Le  théorème  précédent  est  donc  applicable  à  a'  et  a".  Mais 
a  et  a"  ont  même  nombre  de  termes  à  leurs  périodes  (7). 
Donc ,  etc. 

10.  Problème,  Une  période  étant  donnée^  trouver  la  période 
engendrée  par  chacun  de  ses  résidus. 


-  m  -  ^m 

SoU  ù  le  résidu  de  raog  m  dans  la  période  de  a ,  on  sorUi^V 

que  f*     ^ 

Soit  X  Texposant  de  la  puissance  à  laquelle  on  doil  életet*''' 
h  pour  obtenir  le  résidu  1  *  On  aura 


i^r 


il 


Il  faut  duD€  que  mx^n  et  par  conséquent  la  plus  petite 
valeur  de  x  propre  à  satisfaire  à  la  relation  ^ 

s'obtiendra  en  cherchant  la  plus  petite  valeur  de  x  propre  à 
satisfaire  à  la  relation 

m*  :=  n 

Pour  trouver  ce  nombre  désignons  par  d  le  p.  g,  c.  d,  en- 
tre m  et  n  et  posons 

m  ^  ^im'^  n  ^  dn, 

mn!  sera  divisible  par  n  et  ce  sera  évidemment  le  plus  petit 
multiple  de  m  jouissant  de  cette  propriété.  Doqc  le  nombre 
des  termes  de  la  période  de  £»  sera  n\  On  pourra  donc  énoncer 
la  règle  suivante  ; 

Un  résidu  de  rafig  m  dam  um  période  de  n  termes  enten- 
dre une  période  dont  le  nombre  des  termes  s'obtient  en  divi- 
sant n  par  le  p.  g.  e.  d,  de  m  et  n. 

Reste  maintenant  à  obtenir  les  termes  mêmes  de  la  période 
de  h  :  il  sufBra  pour  cela  de  prendre  les  résidus  de  la  période 
de  a  de  m  en  m  comme  si  ces  nombres  étaient  écrits  circulaî- 
rement ,  car  on  a  6'  =  0  +  a'*"  -,  b^—V  +  a^"*,  etc. 

Corotiaire,  Si  m  est  premier  avec  «,  d=i  ;  n'=^n.  Donc  : 

Dans  iouie  période  de  n  termes  un  rendu  dfmt  te  rang  est 
indiqué  par  un  nombre  premier  avec  n ,  engendre  une  période 
de  n  termes  :  ou  suivant  une  aulre  manière  de  sei primer, 
est  racine  primiiirede  P par  rapport  à  n. 


tel 
1^ 


rtf 
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i~.  Si  dans  un  système  il  existe  une  période 
existera  aa  moins  i  (n). 

rque  2*.  Une  période  complète  suffit  pour  obtenir 
flvcdad  toates  les  antres  périodes  du  système. 

It.  Tkéorêwu.  Si  m  e$t premier  avec  i  (P),  ki  résidus  ofr* 
mmem  dàvisanipar  P  tous  les  nombres  inférieurs  et  premiers 
étde^éâ  é  la  même  puissance  m  ?  soni  différents. 
SapposoDs'qae  a^  et  fr"  donnent  le  même  résidu,  on  aura 

a*— 6*=P 

mi  V  l'associé  de  6  par  rapport  à  P. 
Moliiplioiis  les  deux  membres  de  l'équation  par  V^^  nous 

(a6')--.l=p 

Poisqiie  m  est  premier  avec  t(P),  cette  égalité  ne  peut 
à  moins  que 


■BBOO  a 

Ha  résulterait 


66'— 1  =  P 


(a— 6)6'=P 

égalité  impossible  puisque  V  est  premier  avec  P  et  a—b 
Boindre  «fue  P. 

%  II.  Des  systèmes  de  périodes  dont  la  hase  est  un  nombre 
premier. 

12.  Théorème.  Lorsque  la  base  est  un  nombre  premier  p,  la 
somsne  des  m«*  puissances  des  résidus  d'une  période  de  n  termes 
esi  divisible  par  la  base  quand  m  n'est  pas  un  multiple  de  n. 
Soit  a  on  nombre  qui  dans  le  système  p  engendre  une  pé- 
riode de  n  t^mes.  Les  résidus  de  la  période  élevés  à  la  m^ 
pniasanoe  donnent  les  mêmes  restes  que  les  termes  de  la 
progression 


,3-, 


tluut  la  .^omme  ^ 

est  divisible  par  p ,  pnisqœ  a**  —  1  =p  et  que  a*  —  1  mè^f 
peat  être  ^  qoâad  m  n'est  pas  n.  Donc  la  somme  S/n  deaiU 
wf  poissaiioes  des  résidus  est  aussi  divisible  par /».  C.  Q.  F.  M» 
Qaaod  msn,  la  somme  n'est  plos  divisible  par  /i;  miHiiH 
comme  alors  chaque  terme  est  /?  + 1 ,  on  a  iqiI 

13.  Corollaire,  Les  sommes  de  produits  1à^^  3^3,  ...  j^^ 
(n— 1)  d  (n  —  1)  des  résidus  d'une  période  de  n  termes  sont  . 
dtmsîifes  par  p.  . 

En  effet,  si  P.,  P.,  ....  Pn-i,  désignent  ces  sommes  de 

produits,  on  aura,  k  étant  ^  n — 1  i 

S»  — P.S*-i  +  P.S*-2  — ±:P*-tS.iF*P»  =  o. 

De  cette  égalité  et  du  théorème  précédent ,  on  déduit 

kPk  =  P'  Mais  k  est  inférieur  à  n  et  par  conséquent  premier 
à  p  :  donc 

Cette  relation  cesse  d'avoir  lien  si  on  fait  k=:n,  mais  il 
résulte  du  n""  6  (corol.  1'^  et  2*")  qu'on  a  dans  ce  cas 

Pn=p4.(-ir. 

H  Théorème.  Si  a  produit  une  période  de  n  termes  et  si  le- 
nombre  des  termes  de  la  période  de  h  est  n  ou  un  ditnseur  de  n  , 
b  sera  un  des  termes  de  la  période  de  a. 

Retranchons  de  b  tous  les  termes  de  la  période  de  a  et 
multiplions  toutes  ces  différences  entre  elles  :  leur  produit  B 

est  un  polynôme  en  b  dont  le  premier  terme  6*  est  /i  +  1 

et  dont  le  dernier  (— 1)"P,»=(— |j"|  p'  —  (—  j)«  jcst^  —  f . 
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kl  lenMs  intermédiaires  ayant  pour  oooffidents  —  P,  t  + 
t,^...±LPm^i  sont  j?  d'après  le  corollaire  précédent.  Dodc 

.1  'B  =  p  +  b^  +  {-\)Pn  =  p. 

^  1    àmaà^p  divise  B  et  par  conséquent  un  des  facteurs  de  6  ; 

ilOQS  ces  facteurs  sont  </?.  Donc,  l'égalité  précédente 
«pent  subsister  à  moins  que  l'un  de  ces  facteurs  ne  soit  nul , 
«qae  6  ne  soit  égal  à  Tun  des  termes  de  la  période  de  a. 
tQ.F.  D. 

Corollaire  i^.  Quand  la  base  est  un  nombre  premier^  fouies 
lafériodet  d'un  même  nombre  de  termes  renferment  les 
témet  nombres  dans  un  ordre  différent. 

Cv  si  a  et  6  engendrent  tous  deux  une  période  de  n  ler- 
ses,  b  sera  un  résidu  de  la  période  de  a  et  n'aura  à  sa  pé^ 
Me  qoe  des  termes  faisant  partie  de  la  période  de  a.  (10) 

Coroi.  2*.  Quand  la  frase  est  un  nombre  premier,  il  ne  peut 
fsi  y  avoir  plus  de  i  (n)  périodes  de  n  termes. 

Car  loat  générateur  d'une  période  de  n  termes  ne  pourra 
Are  qu'on  résidu  occupant  dans  la  période  de  a  un  rang 
avqué  par  an  nombre  premier  avec  n.,,  (10,  corol.).  Il  n'y 
tara  donc  pas  plus  de  périodes  de  n  termes  qu*il  n*y  a  d'en  j 
tiers  inférieurs  et  premiers  à  n. 

15.  Théorème.  Quandla  baseestunnombre  premierp^  sin  est 
«a  diviseur  dep^i,le  nombre  des  périodes  de  n  termes  est  i  (n). 

On  sait  que  le  nombre  des  termes  d'une  période  ne  peut 
«Ire qu'un  diviseur  dep—  1  et  que  si  n ,  n'  ^  n'\  ...  désignent 
1b  diviseurs  de  ce  nombre  on  a 

i(n) +  »(«')+ !(«")  + -=^p-i. 

Gomme  le  nombre  total  des  périodes  doit  étreégalà/^—  1 , 
s'il  n'y  avait  pas  i  (n)  périodes  de  n  termes  il  faudrait  qu'il 
V  eAt  plus  de  i  {nf)  périodes  de  n  termes ,  ou  plus  de  t  (nf') 
périodes  de  n"  termes ,  etc. ,  ce  qui  est  contraire  au  théorème 
précédent. 

An.   MllATatH.V.  ^' 


I 


Corollaire  i".  Dam  iout  n^stème  dont  la  ban  est  un  nomi 
remier  p ,  (e  nombre  des  racines  primitives  est  i  (p  — ^  I).    > 

Corollaire  2*-  Si  a  esl  une  racine  priQiilivg,  les  termes 
m  période  seront  dans  un  ordre  dilTérent  de  l'ordre  aatan 
les  nombres  1 ,  â ,  3 ,.  ,  /?  —  1«  De  là  et  du  n*^  12  on  dèàè 
ce  théorème  i 

La  somme  des  m«»  puissances  des  termei  de  ta  progre. 

1 ,  2 ,  3  .  . .  (f) — t  ) ,  e«r  p ,  quand  p  eM  premier  el  que  m  n* 

Corollaire  3*. 

1,2,  3...  {p-2)(p— 1)+1  =/i[o"6,corol0. 
C'est  danseettc  é;^alilé  que  consiste  ie  théorème  de  IP^iUa 
16.  Nous  avons  vu  qu'on  p(juvait  déduire  d'une  pérîo 
complète,  louteslea  autres  périodes  d'un  système.  Le  lablej 
suivant  rcnrermant  les  demi -périodes  complètes  des  sjstèm 
dont  la  base  est  un  nombre  premier  inférieur  à  29  ,  pour 
donc,  entre  ces  limites,  (enir  lieu  de  tableau  analogue 
celui  du  n**  2. 

ba$e.  demi-période  complète. 

7  3,  2,     6, 

ft  2,  4,     8,     5,  la, 

13  2,4,     8,     3,     B,   12, 

17  3,  9,   10,  13,     5,  15,  11  ,   H, 

19  2,  4,     8,  16,  13,     7,  14,     9,  18, 

23  5,  2,  10,     4,  20,     8,  17,  16,     9,  21 


^  % 


C)  Yalrt.  I,  p.  tn.  Ce  (béoréme  eiL  encore  une  conféqtienoe  fart  simple 
celai  étiblL  lu  n*  n.  En  ciTet^  d'après  ce  dernier  ht  pui»!tADees  i,^"'.Sn, 
ff— I)"  divisée*  par  p  donnent  pour  reMes  dans  un  ordre  différent  de  l'ord 
iMLiirel  10 ui  l«t  nombrea  iarérieu»  à  p.  On  •  donc 

Sm  — p  +  S, , 
S«— — - — — p,    •nencoticlui   S«i— p 
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partie  de  chacaoe  de  ces  périodes  s'obtiendra 
■RtnnduuDt  de  la  base  les  termes  de  la  première.  (6» 

■-3.) 

JM. Nooa  ajoateroDS  ici,  comme  sujet  d'exercice,  les 
kMisde  quelques  fhéorèmesd'Euler,  et  dont  la  démonv- 
Moa  ne  présente  pas  de  difficulté  sérieuse. 

Tkhrême.  Si  dans  la  période  des  résidus  on  trou?e  7  et 
itpRmiers  avec  /i ,  on  7  trouve  aussi  5. 

Théorème.  Si  »  est  un  résidu  et  a  un  non-résidu  ,  aa  cM 
ma  on  non-résidu .  Tiu . 


il 


SOLUTION  DU  PROBLEME  107  (p.  112). 
vAa  M.  psAanroT. 

prorcfMur  agrégé  aa  collège  royal  de  La  Rochelle. 


Problème.  Étant  données  deux  spliéres  fixes ,  trouver  la 
fctaooe  des  deux  centres  en  ne  se  servant  que  de  la  régie  et 
k  compas. 

Soluiion  (fig.  20).  Je  cherche  d'abord  le  rayon  de  l'une 
ies  sphères  O ,  puis  je  décris  à  sa  surface  une  circonférence 
ie grand  cercle,  sur  laquelle  je  marque  deux  points  A,A' , 
mx  extrémités  d'un  même  diamètre.  Fixant  on  des  points  du 
compas  en  A ,  je  trace  sur  Tautre  sphère ,  avec  un  intervalle 
fKloooqae,  une  circonférence  de  petit  cercle  dont  il  est  fa- 
dk  de  trouver  le  pôle  P  ;  les  deux  points  A ,  P ,  sont  avec  le 
«atre  O'  de  la  sphère,  sur  une  même  droite  AO'  dont  je 
fionnaîs  la  longueur  égale  à  AP+PU'.  On  déterminera  pa- 
mOement  la  distance  A'Cy.  Connaissant  ainsi  les  trois  lon- 
ganirs  AA',  AO',  A'O' ,  je  construis  le  triangle  AO'A' ,  puis 
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j'obtiens  la  distanrc  demandée,  en  prenant  la  li^n*^  qui  wk 
du  sommet  Cy  a;î  nnli  u  du  côlé  opposé. 

Le  point  B  dlnlerseclion  de  la  sphère  O  et  de  la  ligne  di 
centres,  est  le  poirtt  de  ronlacl  'h*  deux  circonférences  Ûi^^ 
crites  de  A ,  A'comnn*  piMcs  avec  des  inlervalks  AB ,  A'B  qu** 
Ton  délerminera en  prenant,  sur  la  médiane  00',  une  loi  J 
g'uetir  OB  égale  au  r^yon.  Le  puint  d'inlerseclioii  B\  $u  I 
Tautre  sphère,  se  déterminera  de  mérae  an  moyen  des  pôl^fe 
P ,  r  ,  et  des  dislaiices  PB' ,  PB. 

La  coiiuaissancn  des  points  B  ,  B',  peut  servir  à  ré<;oudria 
la  question  suivante  -  Tracf'r  sur  deux  sphères  Gxes  le^ 
courbes  de  contact  ûv^es  sphères  et  du  cône  tangent  à  la  foÎK 


à  Tune  et  h  l'autre ,  car  B  et  B'  sont  les  pdles  des  cercles  de^ 
contact 


M 


VALEUR  DE  LA  FRACTION 


3.5  9  (7. 


te  numérateur  et  ie  dénominateur  éUmî  de$  produits  indé~\ 

finie.  I 

FAa  M.  A.  VACHETTB  ,  ,  ,J 

liMncié  es  fcicncei  n3«lbémtiique«  et  plijaiqitet. 


Cette  fractTon  peut  s'écrire  : 

(•n)  (<4)  ('4)  K) 

£l  si  ou  la  compare  au  produit  des  m  racteurs  or+a, 
;rH-c,...  dont  la  valeur  est  : 

^•+S.x-"+S,^-^'+ +Sj:.*-"+ 

Ou  pourra  récrire: 

l+S.+S,+.,.,+S,+ 


a>f6, 1 


( 
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la  somme  de  loas  les  produits  n  à  n  des  facteurs 


i't'V 

Oteopoos-noos  donc  de  trouver  S^« 
ie  preoiier  de  ces  produits  est  : 

_1    ^2       J L   1 

ifsreoiplaceatteniaUvfnieDt  ^  par  ^,  _p ,  ...  puis 

spar  les  mêmes  facteurs,  puis  -^^^ puis  -  ;  on  aura 

iMks  produits  où  entrent  /i— 1  des  n  premiers  facteurs, 
IRC  le  premier  produit  où  ils  entrent  tons.  Désignons  par  s 
h  fonme  de  oes  produits. 
Si  OD  prend  le  produit  des  n  facteurs  qui  suivent  le  prs- 

wr  prodait ,  il  est  égal  kp'X  ^;ÈÏonj remplace ^q;  al- 
malivement  par  -^^j-^^^—  puîs^P<^r  1^  mêmes  fac- 
teurs, puis  Ti^v-  •  PuîS'Tt»  OD  ^°r^  lc>  mêmes  produits  que 

dans  la  somme  i,  multipliés  chacun  par  -^;  ce  sont  tous  les 
produits  où  entrent  n  —  f  des  n  facteurs  qui  suivent  le  pre- 
mier.  La  somme  de  ces  produits  est  s .  -^. 

En  continuant  de  même  on  obtiendra  une  3*  somme  égale 
à  s.-^,  une  4*  égale  à  5  .-j^....  et  ainsi  de  suite  à  l'infini. 

Donc  la  somme  totale 


s.='0+^+^+-)='-S 


'-r 


il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  s.  Cette  somme  s  est  com- 
posée des  n  sommes  partielles 


_*li    *  /  ^  ^-L-^     "M 

'     2'2''2^'*â'^  Vf^^â**^      ;2" 

2*2' 2*^î\^2^*T"2*^  '     "    /2*^*'2* 

^'"2\2*^      2"^        "*  '  2^'2*'""2* 

A  parlir  de  s^_^,  toutes  les  sommée  ont  on  facteur  coi 
mun  entre  parenlhèses  ;  cl  pour  passer  de  la  somme  jf  n^^  à 
somme  £«-fc— i  il  faudra  supprimer  avant  ta  parealfaéfie 


facteur  T^^rj^rT'   '"*r*^"'''*^  après  la  pareuttièse  le  facto 

t  i 

— n^  ;  ce  qui  donne  déûnitivemenl  sn-^k-i  =  —.«!»_».  Do 
on  aura  ^ 

Or  *,._ï  = 


1    1 


I  1 

[m~  t }(»— 2]  ~~  2*+*+ 
ç>t*i-h — — — 


I  2^(^i)— ^_2•M^^  +  2'(*»-*)^l_3.2'f*-^')- 


t 


2 


s.= 


t 
3.2*(«-i) 


2^ 


(2"— 1)2!^ 


et  pour  n  ^  1  on  trouve  S,  =  l  ce  que  devait  être, 
t.a  somme  cherchée  est  donc  ; 


-  m  - 

3.4*     "*"      T.»»     "*"   15.2"    "*"   31.2"    "^ 


"^"^  A3.2"'"7.2'"*"l5.2*"^31.2-'^63.2^"'" j 

./JL    .     _L  +  JL.+  J_    .  >| 

U-â»^  T.a'^  15.2"  ^31.2- ^ / 

fl  die  est  convergente;  car  chacune  des  parenthèses  a  ses 
fcnMS  respectivement  moindres  que  ceux  d'une  progression 
pr  quotient  décroissante  à  l'infini. 

Oestdair  ^u'au  lien  de  -,  on  pourrait  avoir  la  fraction  -, 

I  f  éiiBt  pins  grand  que  1  ;  on  aurait  des  formules  tout  à  bit 
I  MHables  aox  précédentes. 

_(^+1)^2(»i-»)_l 

ifele.  Ce  problème  se  rattache  à  la  théorie  qu'Euler  a  créée 
poar  la  partition  des  nombres  (  IrUrod,  in  miah/s,  t.  Il , 
f,  258}  ;  Toici  sa  marche. 

Soit: 

Z=(I+j:2)(!+x*z)(1+x52).  .   .   .  (1  +x*z) 

=  i4.p^+P.z'+P,z3+. . . .  py+ 

P^  F... ..p....  sont  des  fonctions  de  x  seulement  qu'il  s'agit 
ée  déterminer  ;  changeons  z  en  j:z,  il  vient  : 

i  +  P.*-(-P;B^  + =(!  +  «)  (i+P.j:z+P.xV+ ) 

La  théorie  des  coefficients  donne  : 

,  1.2 

P_^f_  P  = "^  p 


'1— jt'     •      [i—x){i~x')"    *      1  ~x){i—x')[\-x^)..(i—^)' 


fiifoni  jr  =  -  ;  fl  >  1  ;  il  ifienl 


(-i)  H)  ('v)- — 


lie 


•+r 


série  convergente  ;  en  effet  P^^i  =  P„ 


"—1 


i  or ,  lorsque 


un  terme  devient  plus  petit  que  la  moitié  du  précédent. 
Faisons  z=î ,  q  ^  2^  on  obtient  : 


+Uk 


1 


I 


1 


à 
li 

i      1.3     f.a,7      l.a.7J5'  13.7. 15. 3t      1.3.1J5.3I.63   rj, 
Ce  développement  diiïère  de  relui  qu'on  a  trouvé  ri  dessos 
par  la  méthode  combinatoire.  La  valeur  est  comprise  enlrfl  '^^ 

3  fit 

2  et  2  -,  iî  suffit  de  comparer  avec  la  progression  -;  —  :-— .  ^ 

On  sait  que  les  coefficteols  du  développement  de  la  fraclion  ^i 

*  w— i)  Il 

ratiotinelle 1 : r»  indiquent  de  combien  ^ 

de  manières  ou  peut  décomposer  ic  nombre  n  en  parties,  par   | 
voied*additinn. 
Le  produit  de  tous  les  nombres  impairs  divisé  par  tous   ' 

1^  nombres  pairs ,  donne  le  quotient  uni  \/  -   (  Wallis  ).    . 

Si  on  efface  parmi  tous  les  nombres  pairs  ks  puissances  de  2  ^ 
et  parmi  les  ncmibies  impairs  ces  puissances  augmentées   i 
d'une  unité^  le  reste  e$it  encore  un  quotient  uni  compris  entre    f 


VI  "  vV' 


Tm 
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SOLUTIONS  DE  PROBLÈMES, 

SwrreUipêe,  U triangle  ttlt tétraèdre ^propoti» par  M.  Broê- 
sine(iy,  p.  139), 

FAR  M.  C.  B&OVXTS, 

élèra  da  eoUége  royal  iiiiliuUre  de  La  Flèche. 


1.  Si  on  joint  successivement  les  deux  foyers  F,  F'  d'une 
dlîiise  à  deux  points  conjugués  m\  m",  on  aura  deux  trian- 
gles; et  il  est  aisé  de  trouver  que  la  somme  des  carrés  de 
ienrs  aires  est  constante.  Si  on  évalue  les  tangentes  des  demi- 
«gles  Fm'P^  Fm"F,  on  aura ,  en  désignant  ces  angles  par  « 

a  a' 

flt«\  tang*  ~  +  tang*  -  =  constante.  Si  on  désigne  par  x.  et  x. 
la  abscisses  des  points  où  les  tangentes  conjuguées  vont  cou- 
per le  grand  axe  de  l'ellipse ,  on  aura  la  relation  -^  4~  "~r= 

constante.  Soit  aV  +  ^'*^  =  ^*^'  Téquation  de  Vellipse  rap- 
portéeà  son  centreet  àsesaxcs;^  =  ^j:,^=:^.j:  les  équa- 
tions de  deux  diamètres  conjugués ,  on  aura  S^,  = ;et  on 

a 

obtiendra  pour  les  coordonnées  des  deux  points  conjugués  : 

ab  i  ab 


g,  =  j:  y /  Ij:'  =  :±:., 

m"  { 
abS  1  ab^, 


Le»  triangles  ont  poar  mesnres  e,y,ty.  c,  y,  -,  donc  la  sonune 
«te  leim  carré»  est  c"  {.r.'  +^.')-  En  sabslilnantr.  el.r,  et 


~  I»  — 


réduisant,  on  trouve  2a'$'ê'  +  b^  {<^H-^,V)  fadeur  commun 
aux  deux  termes  de  la  Traction,  et  en  le  supprimant  il  Tient 
&V  pour  la  constante  cherchée. 

Si  au  point  m'  on  mène  la  normale,  on  sait  qu'elle  fait  des 
angles  égaoï  avec  les  deux  rayons  vecleors  F///  et  Fm'; 
donc,  Fangle  de  celle  normale  avec  un  de  ces  deux  rayons 
est  donc  la  moitié  de  1  angle  Fm'  F'^  ou  a.   Is  coefficieiit 

angulaire  de  la  normale  est -77-;,  celui  du  rayon  mT^— ^ — 
L'angle  de  ces  deux  droites  étant  —  ^  on  a ,  toute  réduction 

a         CY  ^ 

faite,  tang--  ^  ~  j  donc,  en  élevant  au  carré  tang'  —  = 

^^p-,  et  alorg  la  distinclioû  du  rayon  sera  inutile,  car  les 
valeurs  ne  différeraient  que  par  le  signe  de  £■{  de  méme^ 
pour  le  second  point  W,  on  aura  tang*  —  :^  -^-  I*onc>  la 

somme  des  carrés  des  tangentes  est      ''"■■--■' ,  le  numé- 

râleur,  d'après  le  probtême  précédent ,  est  égal  a  b'c'  ^  donc 
,ût  .a*      ÔV^      c* 

\^  tangente  au  point  x^\  est  a^y  ,^r+ft'^'-r  ^  a* 6'.  Pour 


pi 


r^O  on  aura  A=^  — ;  de  même  pour  la  tangente  conja- 

guée,  c'est-à-dire  celle  qui  est  menée  au  point  conjugué  ^,^„ 

on  aura  x,=— ,  donc  la  somme  proposée -H — -^  -î— Ï-— \ 
X,  X      X.  ** 

Substituant  jt,'  et  x,'  et  réduisant ,  on  trouve  a^  (-î*  +^,) 
+  26*  facteur  commun;  et  en  le  supprimant  il  viendra: 

1        1         6'        6 

2.  Pour  le&  problèmes  suivants  pro[Kjseîïpr  M.  firasiiine. 
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|ae  ri  dans  on  triangle  ABC  on  mène 
AD  el  qu'on  désigne  par  m  et./»  des  lignes  on  des 
proportionnels  à  BD  et  DC ,  on  aura  : 

«Aie* 4-nÂ5*==  (II» +  i»)iÛD' 4- i»BD'  +  mDC*  [fig,   23). 

Gda  poaé,  je  rais  chercher  la  yalenr  de  la  somme  des' 
onés  des  distances  d'un  point  qnelconqne  m  aox  trois  som- 
■efs  d'un  triangle  ABC.  Le  point  m  pouyant  ne  pas  être 
ans  te  plan  du  triangle. 

Le  tbéorèoie  précédent  appliqué  aux  deux  triangles  mAB , 
«IC, CD  aura: 

;;iÂ'+^*=2ri'+2ïïï*    (fia-  24). 

Ajoatant  membre  à  membre: 

Qr,  dans  le  triangle  AGB  on  a  ÂG*4-BG'*=2irH-2Gr  î 

donc     ^ïr+mB'+^^=3^^+[ÂG^+BG'+Gc^]. 

Supposons  maintenant  qoe  le  point  m  soit  le  centre  o  du 
cercle  circonscrit ,  alors  le  premier  membre  de  cette  der- 
nière égalité  sera  3RV  On  aura  : 

p>_R.    âg^+bgVcg\ 

Exprimons  actuellement  ÂG^-f  BG^+C^^  en  fonction  des 
o6tés  a,  b,  c. 

•  Dans  le  triangle  ABC  on  a  : 

a«  +  6*=|-f2CPî    orCÎ=^CG; 
d'où  2a»  +  26«—  c«  =  9CG^ 


AG>B(r+  CG'  =^{a'  +  b'  +  c') 


Si  /Ti  est  le  centra  du  cercle  inscrit  o  , 


SoieDl  P  ^  Q ,  R  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
eeDtrc  o'  sur  les  côtés ,  oo  aura  : 

^  :j  9 

Soîl  S  ABC  (/î^.  25)  un  tétraèdre  donné;  g  te  centre  de 
gravité  de  ABC  ;  G  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  ;  /n  un 
point  quelconque.  Le  poiQt  m  par  rapport  à  la  base  ABC, 
puis  dans  le  trîang^te  Sm^,  donne  les  deux  égalités: 

mS^  +  3^^  =^^''  +  3G/  +  SG\ 


Ajoutant  membre  à  membre  • 


3ç^+^^!:^':^Ar/+B?  +  CG^ 


â'+^'-hc' 


-un  - 

S*-H^-|-JS?+^=»iSG*+(ÂG*+iG'+Ô&'+S6*)- 

Soient  ly  f,  f ,  f"  les  longueurs  des  droites  menées  d'oo 
namet  «a  centre  de  gravité  de  la  face  opposée,  on  aara  : 


AG 


=^/,BG=j/.CG=^r,SG=j/"; 


Soient  <i,  e,y*les  arêtes  SA,  SB,  SC,on  aura: 


d'  +  e'+/'=z3Sg' 


3 


0rSi^s4G^,  d'ailleurs:  AGVbG*+CG'=  30^' 


Donc  la  somme  des  arêtes  ia'=  3Sg'  +  —(«'  +  *' +e'). 

3         ' 

SG'+ÂG* +BG'+CG'=3(^'+9(^'  + 

3  9 

i«*_^î-a  ,    a'+y-K     AG'+BG'+CG'+Gf. 
îë"— ***  +  — iâ '  4  = 

Uonc,  l'égalité  supérieure  deviendra  : 

«A*  +  iiiB*+  mC+  mS*  =  4«G'  +  1  Sa'. 

Donc  maintenant ,  si  on  suppose  qne  m  soit  le  centre  de  la 
sphère  droonscrite ,  on  aura  : 

^^=D*  =  R'— — ;  C.Q.F.D. 

3.  Appelons  G  le  centre  de  grayité  d'un  contour  polygonal 
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de  m  cAtés  égaux  ;  par  ce  point ,  menons  une  droite  quelcon- 
que et  prenons  sur  cette  droite  deux  points  M  et  M'  que 
nous  joindrons  aux  sommets  du  polygone  ^  on  aura  : 

Soient  A  ^  B,  €..*  les  sommets  du  polygone  donné,  ûa  la 
valeur  d'un  côté  :  pour  trouver  le  centre  de  gravité  do  con- 
tour ,  on  prendra  les  miUeux  P,  Q,  R  des  côtés  et  le  centre 
de  gravi  lé  du  système  de  ces  points. 

Or,  dans  le  triangle  mkh  ,  on  aura  ! 

ma"*  +  MB'  ^  '2a  -1-27^  ; 
dans  le  iriangle  suivant  t 

el  ainsi  de^^uite ,  ajoutant  membre  à  membre^  chaque  distance 
étant  répétée  comme  comnsune  à  deux  triangles.  On  aura  r 

2lD'=  âma'  4-  2iffiP'  ou  ID'=  ma*4-  I^iP' 

Or  îl  «^st  démontré ,  page  230  de  îa  Staliquc  de  Poinsot , 
que  Ton  a  :  m,ilûP  =  id^'j^m*{MG^) .  En  appelant  id* 
la  somme  des  carrés  des  distances  mutuelles  des  points 
P,  Q,R,  etc. 

Donc   SÛ'=ma^  +  — +mMG'. 
m 

Pour  un  autre  point  M'  quelconque  : 

2D"=ma'4-  —  ^mlvTG', 
m 

car  le  nombre  des  tôles  et  les  dtslances  des  sommets  n'auront 
pas  changé. 

Bonc   2 D"  —  I D'^  ^  mi  MS^  ^  WG^) , 
On  voit  même  qu  it  n'est  pas  nécessaire  que  ies  trois  poinis 
M ,  G»  M'  soient  en  ligne  droite. 


:>« 


i» 


SOLUTION  INB  L.\  QUESTION  96  (t.  lY ,  p.  S60). 

du  eoflége  royal  militaire  de  La  Flèche- 


I  Si  dans  l'angle  de  deux  droites  prises  pour  axes  de  ooor- 
àmnées  ,  on  inscrit  une  ligue  polygonale  régulière,  ayant 
Forigine  ponr  centre ,  on  aura  entre  les  abscisses  à  l'origine 
a',  x^,  a:'".  ..  xC»)  des  côtés  du  polygone  et  Tordonnée  Y  du 
premier  sommet  à  partir  de  Taxe  des  x  la  relation  : 

Soit  n  le  nombre  des  côtés  de  la  ligne  polygonale  comprise 
duis  Tangle  des  axes.  Je  désii^ne  par  0  (fig.  j26) ,  la  9«'">« 
partie  de  l'angle  des  axes  ;  si  de  Torigine  j'abaisse  sur  les 
milieax  des  côtés  des  perpendiculaires  et  que  je  prolonge  ces 
côtés  jasqn'à  leur  rencontre  avec  Vaxe  des  x ,  j'obtiendrai 
des  triangles  rectangles  dont  les  hypoténuses  seront 

et  qoî  auront  tous  un  côté  de  l'angle  droit  commun,  savoir  la 
distance  de  l'origine  aux  côtés  du  polygone  ;  je  la  désigne 
par  r;  ces  triangles  me  donneront  : 

i  _  cosB 
x'  r 

1    _  COS39 
jp^^  "  r 
i     _  COS5Ô 


—  aoo  — 

{MwaDt  pour  abréger  : 

I  1  _l_  1  1      _COS(2«-l)6 


1 


et  ajoataot  ces  égalités  membre  à  membre ,  j'aurai  : 

(A)    j«  =  cose+cos34  +  C(>s56-f-....+  cos(2«— 1)9.  | 

D'un  autre  calé  évaluanl  r  en  fonction  Ae  Y,  on  a  -  I 

Remplaçant  r  par  sa  valeur  dans  l'éqnatioa  (A)  elle  devient .-    "J^ 

SY  =  -7^^ — -  fcos j^-el3s30^-cosS(ï^-  ...+<-<is(2/i— 1)9].  ^ 

Je  vais  prouver  ifue  le  jtecoiid  membre  de  cette  égaillé     ; 
n'est  autre  chose  que  runilé.         •  . 

Pùur  cela  je  me  sers  des  rortntilcd  générales  : 


COS-r  = 


Sma'=:: 


2 


e,  élant  le  nombre  dont  le  îoirarithroe  hyperbolique  est  t. 
On  a  donc  : 


—  «M  ~ 

iM»[cog5-|-coe3e-f-....  +  coft(2w— 1)6] 

p»««^^i-4r-«>^-*.  J'ai  : 

+    1  4.«-49K~-f. ^^^/n-D^l/ZT 

I—    1  _e-«fll^^^«— ,  —  «2(»-0«l^^ 

^e-««l^— *— «-**^--'— —  e-anflKlIÏ 

fl  €91  facile  de  yoir  que  tous  les  termes  se  détruisent  à  Vex- 
ceptioo  de  e^^l^^— ««•«V  ^  ^ 
i    «mc: 

siu  2«6  p»i9k^^«^-2»al/  ^ 

dooc  enfin  :  ST  =  f . 

Noie,  M.  Leoointe  est  parvenu  directement  à  démontrer 
que  le  second  membrede  S  Y  est  égal  à  l'unité  (t.  III,  p.  524, 

eq.  3).  Tm. 


Alflt.  5«  MATIliMAT.  V.  1* 


THEOREMKS  ET  PROBLEMES. 


i 


119.  Une  droite  de  longueur  cousLânle  se  mriuvant  entre 
deux  droites  fixf'S  drninées  dans  l'espace  ^  chaque  point  de  la  il 
droile  m>  ibile  dé'^ri  t  une  ellipse  ;  toutes  les  ellipses  sont  dans  des 
plans  paraUèles;  leurs  centres  sont  sur  la  plus  courte  dis* 
tance  entre  le«  droiles  fixes;  le    eu  des  ellipses  est  une  sur-  i 
face  du  quatrième  degré  ;  la  droite  mobile  tourne  à  chaîne  j 
înstani  autour  d'une  droite  de  direcl ion  constante,  perpen- 
diculaire au\  deux  plans  parallèle»  déterminés  par  les  droitfs  * 
fixes. 

120.  Établir  au  moyen  du  théorème  précédr*nt,  la  théorie 
de  Taxe  instantané  de  rolatîon  d'un  corps  solide ,  se  mouvant 
dans  l'espace  d'une  manière  quelconque, 

121.  Étant   donuée  une  progression  arithmétique  de  n   \ 
fermes  \  élevant  chaque  terme  au  carré  ;  le  tiers  de  /*  fois  le 
carré  du  dernier  terme  est  toujours  entre  la  somme  de  tous 
les  carrés ,  et  celte  même  somme  moins  le  carré  du  dernier 
terme;  démontrer  cf'ftf*  proposition  par  la  géométrie. 

122.  La  portion  d'une  normale  comprise  entre  une  conique 
et  un  axe  principal  multipliée  par  la  perpendiculaire  abaissée 
du  CL  litre  sur  la  tangente  quî  passe  par  rextrcmité  de  la  nor- 
male ,  donpe  un  produit  conslanl  ^  pour  le  même  axe  prin- 
cipal. 

I*i3.  Si  dauK  une  parabole,  des  rayons  vecteurs  sont  en 
progression  ^éiimétrique  ,  les  sinus  des  angles  que  forment 
les  tangentes  oienées  par  le.«iexirémiiés  res|iec(îvrs  des  rayons 
Tecteursaver  l'axe,  sont  aussi  en  progression  géométrique. 


—  »8  — 


DETERMINATION 


étUtfrmeHtm  «onltmie  périodique  d  un  terme ,  en  fonction  du 
nombre  de$  fracUom, 

Vm/tiê  U.  Ommii  (Th.)  d'Allona  (Jtmm.  de  Cntt$,  t.  s,  p.  IT). 


Soil  la  firactioa  continue  l:a4-l:a-fl  :a-|- 

cl  «  le  nombre  de  ces  fractions  ;  soit  9  (n)  la  valeur  de  cette 

Inetioa ,  on  a  évidemment  ■  (n  + 1)  =  — - — -—  ;  ou 

^(«).f(«+l)H-a<p(«+l)  =  l,  (1) 

fOiaios  : 

F(n)=  * 


T(«)T(«-l)y(«-2)....T(1)' 
l'éqnalion  (1)  donne  Fj«— 1)  +aF  (n;  =  F  («+!). 
On  satisfait  à  cette  équation  en  posant  F  (n)= K^*  ;  et  on 
tiooTe  poar  déterminer  p  l'équation  p' — a^—  f  =0;  dé»i^ 
gnou  par  ^'  et  p"  les  racines  de  cette  équation,  il  vient  : 

P  («) —Kp*"  +  K'p""î    or    F  (0)  =  1  ;  F  (1)  =  rt  ;  donc 
d'où 

K   ^Im  K'-^-P' 

rt 
■aift 


cumme  on  a  p'p''  ^=1/11  vient  t 


?(")=• 


Celle  fonclion  osl  syraélrique,  rt'lativement  aux  racines 
^',f''\  elle  est  donc  rationndle  en  a-,  cl  on  ne  peut  avoir   * 
p'  =  P"  à  moins  que  ^z  =z  0  ;  ce  cas  est  exceplionneL  On  a    i 


Têquatiou  f[m-\-n] 


_^{m)  +  fin)  -  af,m)  fin] 


la  subsli- 


mtion  dans  Téquation  (3)  suDBl  pour  deiuontrer  cette  identité,    i 

IVnle.  1"  Les  propriétés  des  frartions  continues^  comprise    i 

celle  qu'on  vient  de  lire  \  2°  les  théories  des  plus  grands  com-    | 

muns  diviseurs,  numériques  el  algébriques;  T  la  méthode 

II 
d'élimination  dt>  BreL  pour  deux  équations  à  deux  im  oonaes  ; 

4°  lanalysp  indélerminée  eu  premier  et  du  second  degré  ;  5*  la 

théorie  de^s  séries  récurrentes  ;  6*  rintégraiioR  de  certaines 

équations  aux  différeitces  unies,   sont  des  opérations  ideo- 

tiques  et  conséquences  immédiates  d'un  algorithme  proposé 

par  Euîer ,  pour  exprimer  une  fraction  continue.   (  foir 

Journal  des  Malftématiques  de  M.  Liouville.) 

Nous  reproduirons  ce  travail ,  avec  quelques  ehangemeats 

dans  les  Annales.  Tm. 


SUR  LA  MÉTHODE  DES  ISOPÉRIMETRES  (Schwab); 

WATL  M,  IiÉCtXA , 

chef  d'insliltilion  à  Monimorency.  (  Nol«  poslbume.) 


La  méthode  de  Schwab  a  été  donnée  synthétiquement  par 
1  auteur»  M.  Vincent  et  d'autres;  mais  je  ne  sache  pas  qu'on 
ait  donné  une  coDSlruction  aussi  simple  que  la  suivatite  qui 
a  l'avantage  de  doimer  des  polvgortesisopérimêlres  concentri- 
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fiMf ,  de  DHMitrer  à  l'œil  le  rapprochement  indéfini  des  cir- 
fxmÊèr&Èces  inscrites  et  drconscrif es  et  de  prouver  à  l'instant 
les  formoles. 

ScMt  AB  (Jig.  SI),  leo6(é  d'un  polygone  régulier  quelconque, 
Okoeotre;  OC =r= rayon in8cril;0D=0B  =  R  =  rayon 
droMiscrît;  joignez  les  milieux  E  et  F  des  cordes  AD,  DB; 
An  EF  sera  le  côté  du  polygone  isopérimétre  d'un  nombre 
Arable  de  côtés  ;  O  toujours  le  centre  ;  OG  =  r'  =  rayon  du 
eode  inscrit  ;  OF = R'  =  rayon  du  cercle  circonscrit  ;  cela  est 
éfideot  et  de  plus  il  saute  aux  yeux  qu'on  a  r'>r;  R'<R  et 
fÊt  la  diflérence  entre  ces  rayons  décroît  indéfiniment  (  ?)  et 

Fou  a  sur-le-champ  /=  -  (R  +  r)  j  R''=Rr'. 

2 


NOTICE  BIOGRAPHIQUE. 


ConsacroDS  quelques  lignes  à  la  mémoire  d'un  b'jmmc  de 

Léger  (Emile),  né  à  Lagrange-aux-Bois  (Marne),  le  15 
aoûl  1795,  était  fils  de  Léger  (Claude),  bon  littérateur,  ex^ 
oeUeot  huoianîste.  Sous  un  maître  aussi  distingué ,  aussi  dé- 
▼ooé,  il  apprit  à  écrire,  avec  correction  et  pureté,  la  langue 
natiooale  et  à  lire  avec  Tacilité  les  classiques  grecs  o{  latins; 
instruction  qui  est  la  base  de  toute  éducation  solidement  lit- 
téraire. Le  père  ayant  été  nommé  professeur  au  lycée  impé- 
rial de  Bruxelles ,  Emile  eut  pour  condisciple  M.  Quetelet  et 
d'autres  hommes  distingués  avec  lesquels  il  a  conservé  des 
rebtioiis  affectueuses.  Mais  c'est  au  lycée  deMaycnce,  où 
soo  père  obtint  une  chaire  de  rhétorique ,  qu'Emile  corn- 
Bença  à  cultiver  les  sciences  exactes  avec  beaucoup  d'ardeur 
et  dloleiîigeDce.  Après  deux  années  d'études ,  sous  ma  di- 


rection  »  il  fui  admis  eo  181 S  à  l'École  poljftechDiqDe.  C  el 
vers  l'époque  fatale  marquée  |K>ur  la  fin  de  reoipire  et 
notre  prépooderanœ  mililaire.  Léger  fut  bles^au  poste  qu 
les  élèves  anl  défendu  si  tianorablement  sur  la  route  de  ' 
Vincenne».  II  sp  ûl  Iranâp^irler  au  sein  de  sa  famille ,  qui 
était  venue  habiter  Monlnioremy  et  où  M*  Ckude  Léger  avait 
fondé  récemment  une  institut  ion.  Renonçant  désormais  ans 
fonctions  publiques,  le  père  et  le  Gis  s'adonnèrent  enlière- 
ment  à  Féducation  de  la  jeunesse  et  y  obtinrent  de  nolablea 
succès.  Ils  offraient  l'exemple  d'une  concorde  de  principes,  de 
Tues^  d'intérêt  et  une  réunion  précieuse  de  science,  de  lalents 
et  de  vertus.  Ayant  conlracié  une  alliance ,  dans  une  famille 
bûDorabledu  pays ,  et  ayant  eu  k*  bonheur  de  rencontrer  une 
compagne  digne  de  sou  choiic ,  Emile  ^  dès  que  le  poids  de 
Tâge  se  Ol  st^olir  à  son  père ,  devint  le  chef  de  l'établissement 
et  se  livra  avec  un  zèle  Irop  continu  ,  aui  pénibles  fonctions 
pédagogiques.  On  voyait  ^  chaque  année ,  siirlir  de  sa  mo- 
deste institution,  quelques  élèves  pour  T École  polytechnique 
ou  admis  aoi  grades  universitaires.  Au  milieu  de  ses  occu- 
pations, mon  ancien  élève,  devenu  mon  ami  intime,  entre- 
tenait avec  moi  une  correspondauce  suivie  sur  les  divers 
sujets  de  la  poliitriue,  de  la  littéralurv  du  jour  et  sur  les 
mathématiques,  pour  nous  un  sujet  de  prédilection,  La  cou- 
struclion  si  simple  qu'on  vient  de  lire  est  consignée  dans  une 
lettre  du  19  avril  1837. 11  coosidérait  la  science  géométrique 
comme  une  émanation  diviife^  commis  telle,  digne  de  nos 
respects  et  de  notre  admiration  et  dont  renseignement  coo 
stilue  le  sacerdoce  de  la  vérité  pure,  à  l'abri  de  nos  vices  el 
de  nos  passions  ;  c*est  ainsi  qu'il  comprenait  sa  vocation  à 
laquelle  il  consacra  tous  ses  instants,  toutes  bcs  pen.sées;  et  il 
!^uccomba  à  lu  piine  quoiqu'il  eût  autour  de  lui  tous  les  élé- 
ments du  bonheur,  une  existence  aisée ,  une  femme  aima- 
ble ,  modèle  des  vertus  de  son  sexe  ;  des  filles  parfaitement 


->D7  ^ 

Afées  el  d'une  belle  espérance ,  une  mère  d'une  inépuisable 
I  ;  il  ne  put  résister  aux  fatigants  labeurs  qu*il  s'était 
et  cessa  de  vivre  le  15  décembre  1838 ,  èTàge  de 
fianDte-Irois  ans ,  dans  toute  la  vigueur  de  sa  raison  et  du 
taieat.  Dans  les  diverses  positions  de  la  vie  de  famille,  fils , 
frère,  époax,  père,  Léger  a  donné  constamment  Tcxcmple 
4e  la  i^QS  scrapulcuse  soumission  au  devoir,  de  la  plus  en- 
tière abnégation  d*égo!sme.  La  commune  de  Montmorency 
regrette  encore  Texcellent  citoyen ,  les  services  qu'il  rendait, 
aiecnn  ^e  gratuit,  à  Tadministration  municipale,  à  Tin- 
itmction  primaire;  la  famille  déplore  une  irréparable pcrto, 
d  Boi  l'intime  confident  de  tontes  mes  pensées. 

IL  Léger  a  inséré  un  mémoire  sur  les  rapports  et  les  restes 
fa  quantités  irrationnelles  dans  le  journal  do  M.  Liouville, 
1 1,  p.  93  ,  1836.  La  mort  Ta  surpris  travaillant  à  une  géo- 
métrie analytique;  M.  Claude  ixger,  d'une  vaste  instruction 
et  d'une  profonde  modestie,  a  laissé  en  manuscrit  une  tra- 
en  vers  des  œuvres  complètes  d^Horare  et  de  plu- 
prosateurs  latins. 


THÉORÈME  SUR  UN  MAXIMUM. 


Théorème.  Soit  ^  =  a, j:,  -j-  ^A\  + .  •  •  ««•^„ 
relatioas entre  n variables x„a^.  ...x,,ct/iconstantcscr„ a,...a^, 


alors  ^^a/ -|- a,*  + . . . a^'  est  la  valeur  maximum  ile^. 
Démanêtraiion. 

— (a.x,— tf  ,j:.;'^  (</.^',— a^xjV . .— (a,x^— ^^x,)« 
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donc^r  esl  un  maximum  lorsque 

a,JL\ — 1/,  X,  ^  0 , .  a^x^-' a^  .t\  =^  0 . . . a,x^  — a^x,  ^0 . 

X.      a:, 


-T.      X.      a\  X, 

^.      a.      a,  a^ 

valearâ,  les  aulres  termes  s'aiioukût  d'eaK  m^^oies; 


•A  «i  «^  ■  iJC  J 

On  lire  de  ces  u éqQations  —  =—  ^  ^  ...  =  —  ;  d'après  cet 


(MoîçDO.  Calcul  intégral,  L  II,  p,  51«>)  i 

Observation.  Ce  Ihéoréme  csl  utile  dans  plusieurs  que»-     \ 
lions  de  géométrie  élêmeQ taire.  £:&^mple  :  x.^x^yjc^  étant 
les  domi-diamclreseonjugaés  d'un  ellipsoïde^  dans  quel  cas 
a^  jT,  +  ^,  JT,  4-  «1  JTj  devlenl-it  un  maitîmum  ?  de  même  pour 
Tellipse.  Tm 


NOTE  ^ADDITIONNELLE 
reladve  à  la  solution  du  problème  83  (t?.  122). 

E.  HEXBX  JD'AimiLÉ , 

elèVÊ  de  rinflituliau  La  ville. 


La  projiriéié  énoncée  ^.z^'^^b"  (p,  127)  se  démontre  faeile- 
ment  par  la  géométrie.  Conservant  les  mêmes  notations , 
abaissons  sur  la  tangente  eu  M ,  les  perpeudiculaîres  FH, 
FH^  il  est  évident  que  le  triangle  FMS  est  semblat)le  au 
triangle  F  MH'  tomme  équiangie  ;  on  a  donc  FS .  F'M 
=  FH',FHi  ce  dernier  rectangle,  d'après  une  propriété  déjà 
connue  d'Apollonius,  esi  équivalent  à  h';  donc  f,z'  ^lf\ 
C,  Q,  F.  D. 


THÉORÈME 
MIT  te$  diamêires  conjugués. 

I.  BSWBI  VAMI^mà . 

élère  de  nntUtaUon  LaTille. 


Théorème.  Considérant  comme  coordonnées  reclangalai- 
Ri  fan  point,  les  rayons  de  courbure  des  extrémités  des 
inèfres  eonjognés  d'une  même  ellipse^  le  lieu  du  point 
otreoTeloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  inscrite 
ém  un  angle  droit  (Brasi^ioc,  t.  IV,  p  560). 

Démonsiraêian,  Le  rayon  de  courbure  d'une  ellipse  a  pour 

3 

apreasiop  R=' — -tt — '-  ;  Tellipsc  est  rapportée  aux  aies 

prindpnux.   Cela  posé,  soient  j/,  y  les  coordonnées  des 
eitréfliités  d'un  diamètre  de  rellipsc.  L'équation  du  diamètre 

cooiuraé  sera  y=Yr-,Jc  «  et  si  Ton  cherche  l'abscisse  de  son 

ay 
ntrémité,  on  a  a: = ifc  -^ .  Par  conséquent ,  en  désignant  par 

b 

X  et  y  les  coordonnées  courantes  du  lieu  cherché  on  aura  : 


(a'^c'x") 


ifcc  la  relation  a*/' +  6'x"  —a' 6'  =0,  (3) 

entre  lesquelles  équations  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  jc'y  y. 


L'équatton  (1)  devient  (a*6'  — a'cV)=  V«*feV  rempla- 
çant ftjy"  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3)  et  supprimant 
le  facteur  commini  V  il  vient  : 


—  MO  ^ 

Mais  l'équadoa  (i)  donoeci^  — c^x^^Ka^^'x',  et  en  ajou-  ^ 
itknl  il  vieiii  ûnakmenl  après  la  s^uppressioa  du  facteur  a'       ' 


oa 


bien  ^./T^^^\yi£±^;    CQ.F.D 


^ 


Nota.  MM  Woeslyn  et  Vauquelin  nous  ont  adressé  depaj§ 
une  solutioD  qui  ne  diffère  pas  essentiellenienl  do  celle  de  ^ 
M.  dAndré. 


A.\ 


NOTE 

siêr  k$  équaiiom  dont  iei  racines  forment  une  progr€$$wn 
géométrique. 


^ 


1 .   Soil  : 

P  ^  (jr  — a)  i^jc — ari  {x  —  ar'i .  .  .  .{a:  —  rfr"~')  = 
=  x'  +  A.j:"-  +  A,;i'— '  + A«  ; 

posons  x=iry  ,n  vient  : 

P=r*"(/y— «)(j^— a)  {y—at^) (^—ar^'j  = 

donc 

(y^ar'^)  (r>"+A^"->"-'+A.r""^— '+.... A«)  = 
=  r'^{ry-a)  U'+A..»-— +A.r"^*+....A,)  ; 

comparant  les  roeflïcionts  des  lermi'S  semblables ,  un  a  -. 


I 
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A.(l-r)  =  a(r^-.l) 

A^d-O^M/^r-'-l) 
A,(l— r3)  =  A,/ir'(/^~1) 

A,,  (î— r')  =  A,,.|  af^  (r--^'-1)  i 
■Blti|iliant  toutes  ces  équations ,  il  vient  : 

f  conprend  tootes  les  valeurs  depuis  1  jusqu'à  m  indusiye- 

■enl. 

Corollaire  /.   Connaissant  deux  termes  de  l'équation, 

toiiei  les  racines  sont  déterminées  ^  puisqu'on  a  alors  deux 

éfuitiODS  entre  les  inconnues  a  et  r  ;  ce  qui  est  aussi  évident 

ipriori. 

r*— 1  k 

Corollaire  II.  Lorsque  r=  i  ,  on  a  --: — -  =  -  ;  et,  dans  la 

r — 1  s 

lêBw  hypothèse, 

-ir Ap_a .      ^      .      ^      •  •  •  -• 

■ab  alors  P  =  (x — a)**  ;  on  a  ainsi  une  nouvelle  démons- 
fration  du  binôme. 

Corollaire  III.  Kp  est  essentiellement  une  fonction  entière 
de  r,  on  a  donc  ce  théorème  : 

Le  produit  (r*  — 1    (r^— 1)  (r*+'—  i) r*+*-' ,  est 

toujours  divisible  par 

(r_1)(/^~i;(rî~l) ^r^^X).k>p, 

ieip  entiers  positifs.  Ce  théorème  peut  se  démontrer  direc- 
tement ,  en  effet  j  comparant  les  deux  suites  des  exposants 

M+lv-^+/^— 1     et    1,2,3.../!} 

.       *(*+l)...(it+iy— 1) 
f  expression  — -^ <cst  un  nombre  entier. 

1  .A  p 
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j 


Coroiïaire  /^.  Si  r  =  —  i  ■  il  faut  distioguer  deux  cas  :,|i^ 
f  m  a  une  valeur  paire,  on  a  toujours:  i 

^— =  -pourr=-f, 

si  k  et  s  sont  des  nombres  pairs  ;  et  si  ^  et  s  sont  im pairs ^  <iJ^| 
-- — -  =:  1  i  fit  A  est  pair  et  s  impair^  cette  expression  devient  ié 

r  —  1 

nulle ,  toujours  dans  la  supposition  de  r  ^  —  1 ,  i  ' 

Si  doucy?  est  pair ,  ou  a  ;  ^ 

Si  p  est  impair ,  A^  =  0. 

2<»  m  a  une  valeur  impairi' ,  si  /r  est  pair .  alors  on  a  : 

Acp)-(-1}    — ^^ 1 -y^ 

Si  /?  est  impair ,  il  vient  : 

2  4         '  V-^l' 


A^=H1) 


Corof^mre  ^.  Ap  ne  peut  être  nul  à  moius  que  r  ne  soit 
une  racine  de  Funité  \  soit  a  une  racine  de  Véquation 

y  — 1=0, 
et  non  d'un  degré  moindre.  On  a  : 

et  — »'!+;-  '=■  *  î  soit  donc  m-=  ht A^ ^  \^  p=i}i t -\- i  \  si  A'  est 
nul,  alors  A p  peut  devenir  nnK 
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Soit  AuM  le  numéraieiir ,  nt  le  premier  expoêant  de  r ,  qai 
st  on  multiple  de  r,  alors  on  aura 


-l)'A,=a'..    .    J.  «;•... 

Haosîdes  aatres. 

Corollaire  f^l.  Si  daus  le  corollaire  précédent  on  a  ^  =  m, 
en  looles  les  valears  de  kp  sont  nulles ,  excepté  lorsque  p 

Ment  in  ;  alors  ( — l)*Ap  =  a*.»  «  ,  et 

Corollaire  yu.  Si  r  est  moindre  que  l'unité  et  m  =  oo  » 
îitlli    111  i 


\—r  •  1— r^  *  i-r^ 1  — r*' 

eir  f^^  =  0 ,  A:  étant  un  nombre  déterminé. 

Corollaire  FIIL  Si  a  est  négatif,  r  restant  positif ,  il  suflBt 
de  supprimer  le  facteur  (—1)  dans  le  premier  membre  de 
réquatioo  (i). 

Corollaire  IX.  La  même  équation  (1)  sert  à  résoudre  cette 
question  :  Connaissant  les  m  termes  consécutifs  d*une  pro- 
gression géométrique,  trouver  la  somme  d'une  fonction 
symétrique  quelconque  de  ces  termes,  car  Téquation  (i) 
permet  de  calculer  les  coefficients  de  l'équalion  qui  a  ces  m 
lermes  pour  racines. 

{roir  Ui  observaiionê  instrt^tives  de  M.  Cirodde ,  tome  I , 
p.  106}  Tm. 
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QUESTION  D'EXAMEN.  ,M 

(Voir  t.  m,  p.  6i>3.)  Û 

à 

PAB.  M,  MIDT, 

ancien  profeaaeur  dtns  1«>  Coll^KCi  royiui. 

-  -tl 

É 

On  dfîmando  tfoeltr  rat  la  courho  dont  l'équalion  polaire  ML 

LaTaleur  de  n  restant  la  même  qimnd  od  y  change  le  signet 
décos  bi^  î)  s'ensuit  que  la  courbe  cberchée  ,  déjà  symétrique 
par  rappori  à  Taïe  polaire  XOX^  l'est  encare  par  rappori 
à  la  perpc  iidJLulaire  YOY',  menée  an  pôle  sur  cet  axe.  DeO**, 
ou  bien  de  I8t)'  à  90%  le  cosinus  décroH  en  valeur  absolue 
depuis  I  jusqu'à  0.  Donc,  entre  œs  limites,  la  valeur  de/» 
toujours  positive,  ira  en  croissant  depuis  t  jusqu'à  Tinfini* 
La  courbe  est  dnne  composée ,  comme  rindiquela  figure  t27, 
de  deux  branches  séparées  «  l  infinies  UAV,  U'AV,  limitées 
en  A  et  A'  au  cercle  décrit  du  rajon  OA  =  1  * 

Sa  construction  est  facile.  En  eOet^  Fèquation  (fl)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

1  1 


COS  û»   '   cos  w 

et  comme  la  perpendiculaire  en  A  sur  UX  aurait  pour  équa- 
tion 

_    1 
^     ^cos»-' 

il   s'enfuît  que   si ,    {lour  un    rajoii    vecteur   quelconque 
UIN,  on  rabat  du  centre  0  le  point  N  en  tN'  e(  qu'on  élève 


—  816  — 

a  cdid-d  une  perpendiciilaire  sur  l'aie,  sa  rencoQlFe  a?ec 
OK  détarmiDera  le  point  oorrespondanl  M  de  la  courbe. 
ITaînears,  i  cause  de  l'égalité  des  triangles  01N\  OAN, 
DT  est  perpendicolaire  sor  01.  D'où  il  suit  qne  le  point  M 
ert  eooore  à  Tintersection  du  rayon  vecteur  01  prolongé  et 
k  la  perpendiculaire  élevée  sur  Taxe  polaire  au  point  où 
ai  axe  lai-méme  est  coupé  par  la  perpendiculaire  menée  à 
rextrémité  do  rayon  mobile.  Ce  qui  donne  un  second 
mojeo  de  construire  la  courbe  considérée. 
De  l'équation  (1)  on  déduit  oello-ci  : 

p4oo8^ft»  =  p*sin*ft>  +  p*cos*«i>  ; 

f€à,  passant  aux  coordonnées  rectangulaires, 

a:<  =  jr'+y;  (2) 

fvsaite 


Cette  dernière  équation  équivaut  à  la  proportion  suivante 

OI:ON'::ON':OM. 

Rédproqaement ,  celle-ci,  qui  est  l'expression  géométri- 
que la  plus  simple  du  second  mode  de  génération  indiqué , 
eondoirait  Immédiatement  aux  équations  (2)  et  (t],si  ces 
équations  n'étaient  point  connues. 

Proposons-nous  maintenant  de  mener  la  tangente  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe. 

Nous  aurons  les  équations: 


"cos%'    '    ^  cos"(«  +  A)* 

d'OQ 

j^_COS'  »>  —  COS' (6>+  A) 
^  COS'  w  .  COS'  (>'  +  ^)  ' 


—  Hij  — 
eipressJOQ  qu'on  pcul  changer  en  celle-ci 

A\        /      .  h\       h 
h  cm  I  n^  -\- 


hem  \^o  +  ^j$Mn  [  t^H--j  €08-Sîn^ 


par  suite 


Dooc. 


€0S'^»  .  C<>S' («i -|- A) 

lim*  7=  ^ — , 

i  1 

iane  =  -cotoj  el  st^-i — , 

2  SIQi* 


Uiscutons  ces  valeurs.  Quand  u>  est  égal  à  0%  ou  à  180",  tg. 
et  5^  devieDDenl  infinies.  D'où  il  suit  que  les  perpeudîcul aires  il 
eu  H  el  H'  sur  l'axe  mai  tangentes  à  la  courbe.  A  mesure  que  ij 
b>  augmente  à  partir  de  0'\  cot  f**  el  par  suite  Ig.,  ou^  ce  qui  i^ 
revient  au  même,   langtc  OMT  diminue.    Pour  utz^W^ 
cet  angle  est  nul. 

D'ailleurs  dans  cette  hypothèse  0  est  infini  :  st  l'est  au&&t  ;  U 
doue  pour  ce  point  et  pour  le  point  correspondant  sur  la 
branche  opposée ^  les  tangentes ,  devenues  des  asymptotes  de 
la  courbe,  sont  parallèles  à  ¥0Y,  mais  situées  à  une  dislance 
intînie  de  cette  droite,  en  d'autres  tenues  ces  asymptotes 
n^existent  plu-*  {fig.  98).  Voy^uis  comment  pour  un  point  i 
donné  M  delà  courbe,  on  déterminera  la  positioo  corres 
pondaote  de  la  tangente  au  moyeu  de  la  valeur  de  st.  Faites 
Tare  IVi  =  lA  et  menez  le  diamètre  GG'  prolongé  jusqu'à  là 
rencontre  en  S  de  la  tangr  nte  au  cercle  en  B'.  Rabattez  S  en  T 
sur  la  perpendiculaire  en  0  au  rayon  vecteur  OIM  et  la 
droite  TMT  sera  ta  tangente  demandée. 

Si  nous  suivons  le  poini  de  contact  M  et  la  position  de  la    \ 
lancf  ente  depuis  le  sommet  H  de  la  courbe  jusqu'à  l'intini , 
nous  recimnaltrons  que  la  courbe ,  de  convexe  qu'elle  était 
d'abord  par  rapport  à  YOï  ',  lui  devient  nèce^isairement  con- 
cave puisque  lesasymptoies  sont  parallèles  à  celle  droite. 

H  y  a  donc  nc^eessairement  sur  chacune  des  deux  bran- 


la   i 


i 


te  deox  poîDls  d'infleiion  dont  nous  aUons  déterminer  là 


Soit  menée  per  O  ane  parallèle  LL'  à  une  tangente  quel- 
conque  TMT.  Appelons  tt  l'angle  LOB  formé  par  cette 
Mie  et  le  diamètre  BB'.  Cet  angle ,  nal  d'abord  quand  le 
foint  de  contact  est  en  A»  croît  jusqu'à  ce  que  le  point  M 
pMTÎenne  au  point  d'inflexion  et  décroît  ensuite  à  partir  de 
ttlotne  pour  redevenir  nul  quand  le  point  de  contact  passe 
inafini. 

On  Toil  par  là  qu'en  déterminant  la  valeur  maximum  de 
fA  angle  0,  on  aura  la  position  correspondante  du  point 
fMexioo  cherché. 

Or,  à  cause  de  la  relation  ^  =  -  cot  «»  et  de  l'égalilé  des 
agles  LOM,  OMT,  l'on  a  : 

-co(o>  =  tang(90* — (»  +  0)j 


M 


'saite 


1  —  tang  fti  tang  0 

lang  0) 
tang  e  = E 


1  +  2  tang'  &« 
Pour  abréger,  changeons  cette  expression  en  celle-ci 

z 


u  =  . 


Résolue  par  rapport  &  x,  cette  équation  donne: 


l+»/i-8i«* 
'= Ji. 


On  en  tire  u  =  jV^î  pour  la  valeur  ma^i^uin  *c  u .  oi 
=rjV/5  pour  la  valeur  correspondante  d^  ^ 

AV».   BC  MaTIÏI.  V.  Ig 
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f*ûur  conslruire  ces  résaltals,  rormoiis  {fig,  ^7}  le  carré| 
OE  lyE  et  menons  ses  diagonales.  Rabattons  du  cenlre  A',ll. 
en  G  et  g-  et  les  lignes  indéfinies  GOM ,  gOm  seront  les  dj-  » 
rections  des  rayons  vecteurs  corr^pondant  aux  points  d'io- 

llexion  cherchés.  Faisons  BH  =  B'H'  =  -B'K.  Lesparallé*' 

les  aux  droites  OH,  OH'  menées  par  les  points  M  et  m,  M'  et  i 
m*  de  la  courbe,  seront  les  tangentes  correspondantes  aux 
quatre  poinis  que  Ton  vient  de  nommer. 

Nota,  Cette  question  a  déjà  été  traitée  par  les  coordonnés  ' 
rectangulaires ,  t.  II  p.  232,  Descartes  a  imaginé  un  instru-  i 
ment  formé  de  deux  régies  à  Taide  duquel  il  construit  d'au  . 
mouvement  continu  et  simultanément  les  courbes  données 
par  les  équations  polaires  ' 

III 

A  ^=  — r~  i  p  '=■  """"; — î  p  '^^  — i — *ïl<^- 
'       cos    w    '       cos*  û»  cos^  a» 

I 

(Œuvres»  t.  V,  p.  336,  édition  Cousin,) 


PROBLEME  SUR  LES  PROBABILITÉS  {*). 


L'urne  A  ri^nferme  u  boules  blanches  \  l'urne  B,  n  boules 
noires^  à  chaque  seconde  il   passe  une  boule  de  A  en  B  et 
une  autre  de  B  en  A,  On  demande  le  nombre  probable  de 
boules  blanches  qui   se   trouveront  en  A  au  bout  de  t 
secondes. 
Solution.  Supposons  qu'au  bout  de  f— I  seconde,  il  y  ait  : 
Dans  k.,.p^  noires,  et  n—p*  blanches; 
Dans  B.,.  n^p.  noires,  et />.  blanches* 


(■}  Ce  probîénïe,|énéîili«è  pour  on  nombre  qudcftoque  d'urtiM,  a  éie  prûpoft* 
■iréiolu  parBcrnouïli  [Daniel),  df^  m^m.  de  PritrtbourçJ,  XIV.  n69,p   l 


n  y  a  quatre  cas  possibles  : 

f  *  Une  noire  va  de  A  en  B  et  une  noire  de  B  en  A  ;  Vétàl 
deA  €tde  B  ne  sera  pas  changé^  la  probabilité,  pour  qn'im 

td  édiange  ait  Heo^est  représentée  par  ~  x  — -  ;  et  comme 

1  y  a  n—p  boules  blanches ,  la  valeur  totale  de  la  blancheur 

p{n—pT 
«a  représentée  par '^ — p- 

i*  Une  boule  noire  va  de  A  en  B  et  une  blanche  de  B  en  A  ; 
h  probabilité  d'un  tel  échange  est  représentée  par  ~.^  ;  et 
k  nombre  de  boules  blanches  ûeyienin—p-^ii  ainsi  la 

uleor  actuelle  de  la  blancheur  est  ^ — , 

n 

3*"  Une  boole  blanche  va  de  A  en  B  et  une  noire  de  B  en  A  ; 
b  probabilité  est  — -  x  —  -  ;  le  nombre  de  boules  blanches 

est  alors  n — «— 1  ;  donc  la  valeur  probable  est  - — ^L-^Hl 

n 

V  Une  boide  blanche  va  de  A  en  B  et  une  blanche  de  B  es 

A  ;  la  probabilité  est  ^x  — -;  le  nombre  de  boules  blaa- 
n        n. 

•  (fi — pYp 

ches  reste  n—p ,  ainsi  la  valeur  est  - — ^ . 

La  MMnme  de  ces  quatre  valeurs  est  égale  à 

(.-„&^'+.. 

Or,  en  cowBensanton  ap^^O  ; 
donc  an  boni  de  la  1'*  seconde,  la  valeur  certaine  est  : 

«— i 

â«  seconde;  la  valeur  probable      '^  ^    "^    -{-i 

3«  seconde 1 \-i  i 


<"^)  +("?)  +  -^+'- 


Faisant 


Corolt  i.Sit—m;s  =  —~^; ainsi , au boat d'un  temps  i 

infini,  on  peut  parier  un  contre  un,  qu*il  ne  reste  dan» 
l'urne  A  que  la  moitié  des  boules  blaoches  ?  résuttat  qu'on  peut 
trouvera  priori. 

Coroll.  2,  Si  r  est  une  quautîté  très-petite ,  mais  tr  un  pro- 
duit appréciable  ^  on  a  sensiblement  : 


l'r' 


-|-  et  =  c   je  étant  la  base  do    ' 


sjTstéme  népérien  ;  donc ,   lorsque  n  est  très-considérable , 


on  a  :  *= 


-iO+i)=l('+^) 


(1). 


Coroll.  3.  Si  deux  vases  A  et  B  dégale  capacité  sont  rem- 
plis chacun  d'un  liquide  différent  y  et  s'ils  commuuiqueut  par 
des  canaux  de  manière  qu'il  s'écoule  uniforniément  la  même 
quantité  de  liquide  de  A  en  B  et  de  B  en  A;  la  formule  (1> 
fait  connaître  à  chaque  instant  l'état  du  mélange  ;  n  repré- 
sente le  volume  ;  et  connaissant  rétat  du  mélange  aa  bout 
d'un  temps  ^,  on  le  connaîtra  pour  un  temps  quelconque  i, 

5°  Autrement  ;  A,  a  pour  acquérir  une  boule  blanche  «  une 

£ 

n 
de  A  au  bout  de  i  secondes  sera 


probabilité  représentée  par  ^;  et  pour  perdre  une  boule 
blanche  une  probabilité  ^^— ^ ,  de  sorte  que  Tétai  probable 


-in-p^^^i. 


€* Soient  matDtenant  trois  ornes  A,  B',  G;  là  première 
cobUcdI  n  boules  blanches,  la  seconde  n  boalës  noires,  et  la 
iroirièiiie  n  boules  ronges  ;  à  chaque  seconde  il  passe  nne 
kooie  de  la  première  dans  la  seconde ,  de  la  seconde  dans  la 
troisièiiie ,  et  de  la  troisième  dans  la  première  ;  qael  est  le 
Bombre  probable  des  boules  blanches  dans  l'urne  A  au  bout 
àti  secondes  ?  soit  au  bout  de  r— 1  secondes  te  nombre  de 
bonlea  Manches, /?  dans  A;  /?' dans  B;  et/''' dans  €;  on  aura: 

Ainsi  A  a  nne  chance  —  de  gagner  une  boule  blanche ,  et 
n 

nœ  chance^  de  perdre.  Donc,  au  bout  de  t  secondes,  Tètat 

blanc  probable  de  A  est  :/i+^-J=i-i j^  i  celui 

d,B:lg=lJg:±g;cdoldeC>-")^'-^^'. 
n  n 

Tm. 


RECUEIL  DE  FORMULES  ET  DE  VALEURS 
reiaUvei  aux  fonctions  circulaires  et  logarithmiques* 

Suite.  (  T.  p.  1S2.  ) 


ir_l 

3a.e=2+|    3    4  =1+-     1     1  (Eulcr.) 

14  +... 

33.  5in'rt+cos*tf=5Cca.co8<ï-=cosécasin<ï=tanacola=K 


4-Esinû,sîiiÊr^sina,sio^^sîna5COS£ï,..xosrt^  —  etc. 

£  désigne  la  somme  des  produits  semblables.  (V*  L  I . 
p.  34^,) 

36,  siQnrt=/isin<icos    'û —^ ^sm^acos    'a-l-. .  - 

37.  C08  na  =^  cos*^ ^ —  CO^'^a  sio'ût  -|- 


t  ,2.3.4 


cos"^^£isin*-3. 


38.  n  pair  ;  sid  «a^cos  a  I  n  sin  ^  —  TTT  ^'       '^ 


_^i.M       T 


fi./f'— I.»'— 16.n'— 36 

2.3.4.5.6 

ft.V— 1 


1.2,3.4-5  t. 2.3. 4.5.6.7 

/i  impair  ;  sin  //a  =  n  sin  ix  —  ^p^-^  **"^^  + 
n.n'—i.n'—^,^        7i,a'— l.n'— 9,«"25  .  ,     ,  1 


/z\n'— 4 


3d.  n  pairj  cos  na  =  1  —  —  siu'a  +  .  ,^  ,,  . 


sm*a  — 


1.2.3-4.5.6 


sin''^  - 


7i\/i'— 4.tt*— 16./1'— 36 


i  .  ,  .  ,  8 


SlQ^a  . 


/i  impair  ;  cos  «a  =  cos  a  \  i  -^  -^-r-  «ifl  ^  + 


i.2.3.4 


1 


6 


40.  n  pair;  (—1)       sin  «ii  —  sîoi/ 


n .  «* — 4              Fi .  «'  — 4 .  /i^  — 16       . 
cas  g—   .  ^  ^  cos'^a^ —.  ^-— cosV  —  .  . 


1.2.3 


1.2,3.4.5 


] 


-I 
-.1 

II 


î(— 1)*    SfalMssSioa     I— ^^-— €Ot*a+ 

1.9.3.4  ^        1.2.3.4.5  6  J 

H.npair;  ( — l)'co8/itf  =  1  — -- cos'a  + 


-  coi*tf ;: :: —  cos^a  + J 


»•.»•— 4      ^        «•.  n'— 4.  «'—16 
1.9.3.4  1  ....  6 

n  impair  ;  (—1)  *  cot^na:=ncoBa  — 
it.n* — I       ,     ,  /i,n'— 1,»»— 9 
1.2.3 


""^+      1.2.3.4.5     ^^- J 

42.  rin  im  =  sin  a  T (2cosa)*~'—  («—2)  (2co»a)*"*  + 


m— 4,m— S.ÇgcoSfl)*^'  (m— 6)(m-5)(/yi~4) 
■^  TS      ^  1  2.3 

«  pair  oo  impair. 

♦3.  9  oos  na  =«  (9C0Stf)*  —  ii.{2co8a)'^  + 

+  -j-^(acoMr* Y^^ (2cosar  «  + 

'^  4  a  ^  ■ (2cosa)^  —  etc.  ;  n  pair  ou  impair 

» 
44.  A  pair  { (— l)*9r^8Îii*a  =  coBntf— iicos(»— 9)a-f- 

n.n — 1       -       -,  .1  2  ' 

2 

i»impair;(— 1)   *   2*"'8in*a=r  gin/ia— /i8în(/i--2)tf-4r 

/1-4-3  . 

/l./i— 1 — -— SlOrf. 

n.i» — 1   .    ,       -,  ,  2 

,__..„-4,. ^--—^—. 

2 


45,  H  pair  j  â^^'cos  "a  =  cos  na  +  m,  cm  («—2)  a  + 


Pi 


un — ^t        , 
+  ——ca,(n-i)a +  - 


.««-' .-  +  * 


2  « 

i.23 - 

2 


H  impair;  (—t)       2*"'cos*a==€OSiia  +  ii.  cos(/i-^2)fl-f^ 


H T-^  cos  {« — 4)  a  +.*  ... 


n,n — i. 


«4-3 


COSii. 


1.2.3 


Il— I 

1"         (i'ttite.) 


LETTRE  RELATIVE  A  UN  AUTEUR  ARABE. 


MoDsieur  le  rédacteur , 

Dans  Tannonce  conçue  eu  leruies  si  bîeaveilldnlsei  partant 
si  honorables  pour  mai ,  que  vou&avez  insérée  daosla  livrai- 
son de  février  des  Nouvelles  Annale:^  {page  1 12) ,  une  erreur 
s'est  glissée. 

Grâces  à  la  façon  peu  lisible  dont  j'aurai  écrîl  le  nom  de 
rauteur  arabe ,  vous  avez  lu  Boha^eddin ,  que  vous  avez 
reconnu  immédialemeni  appartenir  au  douzième  siècle,  au 
lieu  de  Bekâ-eddin  qui  est  du  seizième. 

Boha-eddine^i  conuu  des  érudils  et  ûgurc  dans  quelques 
biographies  :  il  naquit  à  Mossoul  Tan  1145^  fonda  un  collège 
à  Alep ,  cl  son  plus  beau  litre  de  gloire  est  la  vie  de  Saladin , 
publiée  à  Leyde  en  1732,  arabe  et  lalin  ,  in-f*. 

Quanta  celui  qui  fait  le  sujet  de  cette  réclame,  quoique 
le  biographe  arabe  Nizam  eddîn  Ahmed,  le  savant  indien 
Maulawt  Roushen  Ali,  H  lorientalisle  anglais  Strachey  de 
Calcutta ,  en  aient  lait  menliou,  il  est  reste  dans  I  oubli,  et 


«I  oompilateQr  de  biographies  n'a  daigné  lui  oaTtir  ses 


Damnez, Monsieur,  etc. 

Abistidb  Marrb  ,  soldat  au  71*  de  ligne. 


EXPRESSION 

Des  côiéB  «Tim  triangle  et  de  ea  surface  en  (MCtim  de$  irais 
hauteurs. 

VAIL  Ka  HURf 

Ueeneié  et  tcieDces  matbématiqaef , 
prsféfMvr  de  matbèoMUqiiei  êu  collège  de  Tooloo. 


Soient  a,  by  c  les  trois  côtés  du  triangle^  A,  h\  h"\es 
Imteiirs  oorrespondaotes  et  5  la  surface. 
On  a  les  relations: 

(S)  ah  =  bh\  ah^ch". 

Des  équations  (2)  on  tire  ^  =  --7  ,  c=  r^. 

h  /* 

Portons  ces  valeurs  dans  Véqualion  (1) ,  il  vient  : 

'=îV/('^+i^)('+^^X'v-.-èX^') 

*_^^_y/  (AA'+ AA"+  A'À")(AA"+  VA"—  hh')(h'h''+hh'—hh") 
(AA'+AA"— A'A") 

et  pur  suite: 

2AA''A"* 

as- 


l^(AA'+ AA"  +  A'A")(AA"+  A'A"  —  AA')(A'A"  +  AA'  —  hk') 
(**'+AA"-A'A") 


—  Si6  - 


On  trouverait  de  même  ; 


-2A'A'A"' 


II 

^1 


V(ftfc'+Aft"+A'A")(ftA"+A'A"-fcA')(A'A"-f  AA'— AA"  )(AA'+  ^ 
hh"—k'h") 


2k'h"h" 


V'{AA'+AA"-|-A'Â"XAA"+A'A"— AA')(A'A"+AA'— AA")(AA'+AA'— A« 
On  sail  d'ailleurs  que  S=  ~ , 
donc  on  a  : 


ou  j  si  Fou  veut  eu  posant  hM-^kh*'+h*h!*=p 
d^où hh''+h:h!'^hk'^p-hh' 

S=- 


\/p(p~kh')(p-hh'){p-h'k"). 
(V.  I.Il,  p.  5480 


NOTE 

Sur  la  œnstruedùn  approximative  du  pobjgone  régulier 
deiJeéléi, 

WAH  M.  BS&TOBi  (US  CHAMP)  . 

ingf^fïieQr  det  ponls  et  chaussées* 


Arextrémité  A  du  rayon  CA ,  élevez  une  perpendiculaire 
AO  égale  au  quart  de  sa  longueur  î  joignez  le  centre  C  a 
reitrcmité  O  de  la  perpendiculaire  AO.   el  prolonge!  €0 


p|i*€i  M,  éè  MMière  que  CM  soil  égal  i  CO+AO; 
flrfidBpoiBtC  comme eentfe  et  avec  CM  comme  rajon, 
a  are  qaà  reocootre  en  B  le  prolongement  de  CA  ; 
k  igae  OB  sera  trèt-pen  différente ,  en  longaenr ,  dn  rôle  do 
fâjpmt  régulier  de  17  côtés  inscrit  dans  la  circonférence. 
Qipeol  ae  profoset  cette  question  qne  nous  n'avons  pas  eu 
fc  loipa  de  réaoodre.  c  étant  Terreur  du  compas  sur  les  Ion- 
mesarées  de  l'échelle  supposée  d'ailleurs  exacte,  dans 
limites  d'ouverture  de  compas,  la  règle  ci-dessus 
t-elle  à  la  solution  du  problème  ? 


KÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  ill  (p.  112). 

9AB,  H.  TUAQVAJT , 

professeur  au  collège  royal  de  Pontivy. 


Lorsqu'au  corps  pesant  flottant  est  en  équilibre  dans  un 
lifoide,  la  diatance  dn  c^tre  de  gravité  du  corps  au  centre 
ée  gravité  de  la  masse  liquide  déplacée ,  est  un  maximum 
«un  minimum. 

Le  corps  flottant  n'est  soumis  qu'à  rinfluence  de  deu\  for- 
ces, son  propre  poids  appliqué  à  son  centre  de  gravité, 
et  la  poussée  du  liquide  appliquée  au  centre  de  gravité  de 
h  masse  liquide  déplacée. 

Si  donc  X,T,Z  sont  les  composantes  du  poids  du  corps  ;  xyz^ 
ks  coordonnées  de  son  centre  de  gravité;  X.^  Y,,  Z,  les 
oomposantes  de  la  poussée  du  liquide ,  x, ,  ^. ,  z, ,  les  coor- 
iimnées  du  centre  de  gravité  de  la  masse  liquide  déplacée  ; 
OQ  aura  pour  la  condition  d'équilibre  : 

X*jr  +  Y^r  +  Zfe-}-X,^x.+Y,(î^.  +  Z.^5,  =  0. 

Mais  d'autre  part,  il  faut  pour  Téquilibre,  1*  que  le  poids 
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J 


du  corps  et  la  poussée  du  liquide  aieoi  môme  luteosité ,  etdet 
directions  opposées ,  d*où  X,  ^  —  X ,  Y,  r=  ^  Y,  Z,  =s  —  Z  ; 
et  2*^  que  ces  deux  forces  agissent  dans  ta  dîrectton  de  la  dit» 
lance  r  de  leurs  points  d'application ,  donc 


r  r  r 


M  désignant  la  masse  du  œrps. 

Ces  conditions  étant  introduites  dans  Téqualion  précédente, 
on  aura  : 


P 


H 


ce  qui  est  la  condition  nécessaire,  pour  que  la  distance  r  soit^ 
un  maximum  ou  un  nainlmum.  Ji 


REMARQUE 


Sur  lu  cùurhtÈ  aigébriques  rapportées  à  leur  centre  comme 
origine  y  ou  d  un  axe  de  s^méirie  comme  axe  des  abscisses 

FAR  M^  MÏÏLJ^hAVT  (BX  SAIirT-VAirRXÇB) , 

élève  de  L'inslitution  Has&m. 


\ 


Quand  on  veut  simplement  prouver  que  toute  équation 
d'uu  lieu  rapportée  à  un  axe  de  symétrie  comme  axe  des  x 
contenant  des  puissances  impaires  de  rordonnee  peut  tou- 
jours être  remplacée  par  une  équation  plus  simple,  qui  dou- 
nera  tous  les  points  du  môme  lieu,  la  démonstration  sui- 
vante suffît.  I 

Soit  F  (jr^  j)  =  0  lequation  du  lien  rapportée  à  un  aie  de 
symétrie  comme  axe  des  .r  dans  laquelle  l'ordonnée  entre  à 
difTérentes  puissances  paires  et  impaires. 


k  dit  tfoe  je  pois  troayer  une  équation  de  degré  pins  sim* 

tous  les  points  du  lieu. 

rèquation  F  (x,^)  =  0  doit  avoir  un  facteur  étran* 

gerqoe  nous  ferons  disparaître,  c'est  ce  que  nous  verrons 

flBtard. 

lepréBenfoDS  par  P  la  somme  des  termes  de  degré  pair  en^ 

par  I  celle  des  termes  de  degré  impair. 
SoiidoDC 

P  +  I  =  F(x,j^),  d'oàP  +  I  =  0. 

Si  je  change^  en  —  ^  cette  équation  admettra  les  mêmes 
alntioiis  réelles  pour^  puisque  le  lien  est  symétrique  par 
nfport  à  Taxe  des  x. 

Donc  toas  les  points  du  lieu  seront  donnés  par  P — I  =  o , 
Mis  chacune  des  deux  équations  P  =  0  ;  I  =  0  donne  toutes 
isiolntions  communes  à  P-f-I  =  0  et  à  P  — 1  =  0.  Donc 
cbcone  d'elles  donne  tous  les  points  du  lieu  F  (x,y)  =  0  et 

eonrae  I  contient  r  dans  tous  ses  termes  -==0  sera  au  moins 

tm  degré  inférieur  à  F  [x^)  =  0  et  représentera  tous  les 
points  da  lieu.  Comme  elle  est  plus  simple,  le  théorème  est 
tanontré.  Le  raisonnement  serait  absolument  le  même  pour 
ks  courbes  rapportées  à  leur  centre  comme  origine. 

Mais  ce  raisonnement  m'ayant  paru  incomplet,  j'ai  été 
eondoil  à  la  démonstration  suivante  qui  est  aussi  simple. 

En  eflèl,  ce  qui  précède  prouve  bien  qu'une  équation  de 
iepé  plus  simple  peut  donner  tons  les  points  du  lieu; 
BHBS  il  ne  prouve  pas  qu'il  y  en  ait  une  qui  puisse  les  don- 
aer  tons ,  ei  rien  que  ceux-là^  car  tout  porte  à  croire  que 

-  =  0  a  encore  des  solutions  étrangères;  soit  donc  F  (x,.r) 

sr  0.  L'équation  de  ce  lien  F  (x,  — ^)  =  0  doit  admettre 
tontes  les  mêmes  solutions.  Comme  ces  solutions  sont  en 
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nombre  infini  F  (jr,^r)  =  0  el  F  [jt,  —7)  =  0  doivent 
idenliques  ou  avoir  un  facteur  camniEin,  Sî  dtes  sont  ideii^ 
liquesF(j:,^)^0  ne  contiendra  que  des  puissances  paires 


Aex;  si  elles  ne  le  sont  pas,  on  a 


alors  4'(x,y)  ^0  el  0  (x,^)^^0  ne  peuvent  pins  avoir  qa'nn^^ 
nombre  Ont  de  solutions  communes;  ces  solutions  représen-i 
leraient  donc  des  points  isolés  qui  ne  pourraient  avoir  éléil 
introduits  qu'artificiellement  dans  réquation  du  lieu*  1 

A  i  nsi  f  (  JT,  j)^0  donne  exclusivement  tous  les  puin  ts  d  u  lieu, 
En  opérant  sur  «î>(xj^)  =  0  comme  sur  F  (j:  ^)  ^  0  et  ainsi 
de  suite,  on  arriverait  4  une  équation  qui  ne  contiendrait 
plus  que  des  puissances  paires  iey  qui  est  Téquation  deman- 
dée. 11  serait  plus  simple  d'opérer  sur  les  pol  jnomes  P  et  - 

cités  plus  haut ,  e'est-à-dire  de  prendre  leur  plus  grand  com- 
mun  diviseur. 

Le  principe  peut  donc  être  énoncé  ainsi  : 

Si  une  équation  entre  deux  variables  F  (x,  j)  ^  0  suscep- 
tible d'une  inRuitè  de  solutions  réelles  est  telle  qu'à  une  même 
valeur  réelle  de  a:  correspondent  deux  valeurs  de  x  égales  et 
de  signes  contraires^  ou  cette  équation  ne  contiendra  que  des 
puissances  paires  de  y  ou  elle  sera  décomposable  en  deux 
facteurs  entiers  dont  l'un  remplira  celte  condition  ,  et  l'autre 
ne  donnera  qu'un  nombre  infini  de  solutions  nouvelles. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  s'il  y  avait  eu  des  points  iso- 
lés introduits  artificiellement  dans  réqualion  du  Heu  et  qu'on 

voulût  la  remplacer  par  -  ^=  0,  on  aurait  le  plus  ordinaire- 
ment ,  au  lieu  de  ces  points ,  une  courbe  étran^^ére  au  lieu 
qui  passerait  par  ces  points î  ri  faudrait  donc  pour  s  assurer 
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4e  1  avoir  pas  de  solutions  étrangères  faire  la  recherche  du 
|hi grand  commun  diviseur  indiquée  plus  haut;  d*ailleurs 
01  peal  dire  que  la  présence  de  ces  points  isolés  n'infirme 
|Hla  généralité  du  théorème ,  car  l'équation  la  plus  simple 
fd  puisse  dernier  par  exemple  deux  points  isolés  placés  sy- 
■élriquement  par  rapport  à  Taxe  des  x  est 

[(j:  +  ar  +  Cr  +  P)T[(^+«)'+(r-Pn5 

db  remplît  bien  la  condition  de  ne  contenir  que  des  puis- 
«nt  paires  de  y. 

La  Biéme  démonstration ,  les  mêmes  observations  sont  ap- 
ficaiiies  an  cas  d'une  courbe  rapportée  à  son  centre  comme 
«ipne. 


ANNONCES. 

tièmakU  de  géométrie  et  de  trigonométrie ,  ouvrage  exclusive- 
ment adopté  par  M.  le  ministre  de  la  marine,  pour  les 
écoles  royales  d'hydrographie;  par  C.  E.  Fournier,  oflB- 
cier  de  la  Légion  d'honneur,  examinateur  de  la  marine. 
3^  édition,  revue,  corrigée  et  augmentée.  Paris.  Robi- 
qaet ,  me  Pavée-St.-André-des-Arts ,  2  j  in-8  568  p.,  9  pi. 
1846. 
On  en  rendra  compte. 

CogTii  E$8ai  d'une  description  physique  du  monde,  par 
Aieundre  de  Humboldt;  traduit  par  H.  Paye,  un  des 
Mironomes  de  l'observatoire  royal.  Première  partie. 
Paris,  Gide  et  C'* ,  libraires ,  1846 ,  in-8« ,  580  p. 
Toot  homme  instruit  voudra  lire  et  acquérir  cette  excel- 
lente tndoction  dont  M.  Arago  a  revu  et  corrigé  toutes  les 
épreuves. 
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NOTE  SUR  LES  AIRES  ET  LES  VOLUMES.  ^ 

I 

A .  Aîfe»  planes.  ^^ 

I.  Un  espace  fermé  a  uae  mVc;  c'est-à-dire  ,  coolietit  un  J 
reriaiii  nombre  de  fois  V unité  d'aire  Par  eiemple  le  mètre  «^ 
carré;  Taire  d*iin  espace  ouvert  ne  présente  aucun  sens,  est  èi 
un  non  -  sens.  Lors  donc  qu'  u  ne  figuré  est  ouverte ,  on  conçoit  l 
une  ligne  droite  qnl  joint  ses  dcuE  points  extrêmes,  alors  la  « 
figure  est  rermée ,  cl  Ton  peut  évaluer  Taire  du  segment.        i| 

IL  Les  espaces  infinis  onl  les  uns  des  aires  infinies^  et  les    | 
autres  des  aires  finies.  Lorsqu'on  peut  fermer  un  espace  in-    % 
fini  ;  de  manière  à  obtenir  un  segment  dont  Taire  soit  plus 
grande  qu'aucune  aire  donnée,  alors  on  dît  que  cet  espace    ^ 
infini  a  une  aire  infinie.  Lorsque  cette  opéralion  est  impos      i 
sible,  on  dit  que  Tespace  infini  a  une  aire  finie,  en  prenant     ^ 
pour  cette  aire  la  dernière  limite  que  le  segment  ne  peut  dé-    i 
passer.  Ainsi  Taire  de  la  parabole  indéfinie  et  celle  de  l'hy- 
perbole indéfinie ,  sont  infinies.  Mais  Tespace  infini  compris 
dans  le  folium  de  Descartes,  entre  les  branches  inOnies  et 
l*asymplote  à  une  aire  finie.   (  V.  L  III^  p.  302  K  Ou  peut  se 
rendre  facilement  raison  de  Texistence  do  ce  genre  d'espao?. 
En  efTet ,  il  y  a  des  séries  composées  d*un  nombre  infini  de 
termes  »  et  dont  la  somme  esl  finie  ^  chacun  de  ces  termes 
peut  représenter  une  aire  dont  la  somme  a  une  limite  finie. 
Dans  les  hyperboles  d'un  degré  supérieur  au  second  ^  Tespace 
asymptotique  infini  peut  toujours  se  partager  en  deu%  es- 
paces infinis,  dont  Tun  a  une  aire  infinie,  et  Tautre  une  aire 
finie. 

m.   Les  espaces  à  aires  infinies  sont  de  deux  genres, 
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kfftrboliqueM    et    parabolique».    Les   premiers  sont    for- 

M  de  branches   qui  vont  sans  cesse  en  s'écarlant,   en 

Avcrgeant ,  de  sorte  que  les  tangentes  aux  points  extrêmes 

fcdcDX  branches,  font  un  angle  qui  n>st  pas  nul  ;  un  tel 

csnire  reste  donc  (juveri ,  m^me  à  l'infini  ;  et  le  sens  du  mot 

«HP n'est  pas  applicable;  tandis  que  les  espaces  paraboliques 

noi  formée  de  branches  qtii  s'écartent  de  moins  en  moins, 

'Adi*nt  an  parallélisme,  et  les  tangentes  aux  points  extrêmes 

fat  an  angle  nul  ;  un  tel  espace  a  une  tmdancf.  h  se  fermer  ; 

H  les  aires  infinies  de  tels  espaces  peuvent  avoir  entre  elles 

«rapport  fini. 

Ainsi  la  comparaison  des  aires  înGniî^s  des  hyperboles  du 
»ODd  degré  ne  présente  aucun  sens  ;  mais  les  aires  infinies 
ki  paraboles  du  même  degré,  lignes  essentiellement  sem- 
liables,  sont  entre  elles  comme  les  racines  carrées  des  para- 

f  Mires. 
On  trouve  de  même  que  les  aires  comprises  enlre  Thyper- 
Me  ordinaire  et  ses  asymptotes  sont  entre  elles  comme  les 
rarré^  des  excentricités. 

Coi  ainsi  que  dans  la  géométrie  élémentaire,  les  aires  des 
ugles  rectilignes  n'ont  aucun  sens;  tandis  que  les  aires  des 
espaces  compris  enlre  deux  droites  parallèles  sont  entre  elles 
Cijnme  les  distances  de  ces  parallèles  ;  un  raisonnement  facili» 
Un  voir  qoe  l'attribulirm  d'aires  comparables  aux  angles  rec- 
iHigpes  mène  à  des  conséquences  absurdes.  En  effet ,  soient 
trois  droites  AB,  ÂC,  AD,  issues  du  uic^me  point  A;  et  les 
jxMnls  B,  C,  D  étant  supposés  sur  une  même  droite;  les 
aires  des  triangles  ABC  ,  aCD  sont  entre  elles  comme  les 
bases  BC ,  CD;  la  droite  ]]C!),  sï*loignant  du  sommet  et  res- 
tant toujours  parallèle  à  e.le-méme,  les  aires  des  triangles 
mentionnés  vont  sans  cesse  en  croissant,  mais  le  rappr)rt  de 
ces  nires  est  cons!ant  ;  à  Tintini  !es  aires  se  confondent  avec 
celles   des  angles  BAC,  CAD,  si  elles  existent;  done  ces 
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iûms  oii^uEarr&4  séraieiit  entre  elles,  comme  BC  à  CD;cc   , 
qui  est  absurde,  puisque  la  cïroile  BCDa  èlé  meoée  arWlrti- J 


remeot. 


Quand  donc  il  est  question  d'aire-s  infinies  des  angles  rcc 
tilignes ,  il  faut  toujours  sous-enlendre  les  aires  infini» 


l'C-    ' 


li 


'i 


des  secteurs  cire  niai  n*s  à  rayon  inûni  qui  répondeat  à  ces 
angles ,  aires  qui  oiïl  un  rapport  Qui  ;  ce  qui  a  d'ailteurs 
lieu  pour  lespaec  triangulaire  intlni  décrit  par  une  ligne 
plane  infinie  qneîconque,  tournant  dans  son  plan^  autour    { 
d'un  de  ses  points.  J 

B.  Aires  des  surfaces  courbes  et  volumes. 

IV,  Ce  qu'on  a  dit  ci-dessus  des  aires  planes  est  encore 
applicable,  mot  à  mot ,  ici.  Il  ne  saurait  y  avoir  des  espaces 
indéfinis  à  aire  finie  ^  mais  ci  s  aires  infinies  peuvent  avoir 
enJre  elles  des  rapports  finis  ;  ainsi  les  aires  infinies  de  deux  ^> 
cylindres  droits  sont  entre  elles  comme  les  périmètres  des  ^ 
bases  ;  mais  on  ne  peut  comparer  les  aires  infinies  de  d6|^| 
cônes  droits.  ^^ 

Deux  surfaces  indéfinies  asymptoliques  l'une  à  l'autre  peu- 
vent renfermer  un  volume  fini.  On  en  a  un  exemple  dans  le 
folium  de  Descartes  ;  si  les  deux  branches  infinies  avec  leur 
asymptote  se  meuvent  parallèlement  suivant  une  direction 
perpendiculaire  à  leur  plan,  le  volume  indèfitii  compris  entre 
le  plan  asyniptotique  cl  la  surface  est  /gai  à  Taire  du  foliaii, 
quantité  finie  multipliée  par  le  chemin  parcouru;  si  deuidr 
ces  surfaces  courbes  ainsi  engendrées,  ont  même  plan  asym- 
plotîque,  le  volume  indéfini  compris  enire  les  deux  surfaces 
sera  d'une  grandeur  finie, 

V.  Les  angles  solides  polyédriques,  les  angles  solides  co- 
niques prolongés  indéfiniment  n'ont  de  volumes  comparables 
qu'en  les  supposant  fermés  par  des  surfaces  sphériques,  ayani 
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ion  cercles  aa  sommet  de  l'angle  ;  alors  ces  volomcs  sont 
fnporlîoonels  aux  aires  de  ces  surfaces  \  aires  infloies  qui 
sat  entre  elles  comme  les  aires  flaicsdes  surfaces  spbériques 
OBcenlriques,  ayant  l'unité  pour  rayon.  Ainsi  les  courbes  co- 
i»-sphérioaes ,  tracées  sur  une  sphère  d'une  unité  de  rayon 
irtetceptent  des  aires  qui  mesurent  l'angle  solide  du  cône  qui 
tatleaire  pour  base  et  le  centre  de  la  sphère  pour  sommet. 

Tm. 


PROBLEME  D'OPTIQUE. 

»AA  M.  MZÇUXX  (AUOUITS) 


Problitne,  Deux  lumières  dont  les  couleurs  sont  compté- 
■mtalres  et  dont  les  intensités  sont  a  et  a'  étant  placées  à 
to  distances  quelconques  h  et  h'  au-dessus  d'un  plan ,  on 
demande  sur  ce  plan  le  lieu  géométrique  apparent  de  la 
limièrc  blanche. 

Soluiian,  L'intensité  de  la  lumière  apparente  sur  une 
surface  plane  étant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
da  point  lumineux  à  Télément  infiniment  petit  que  Ton  con- 
sidère sur  la  surface  plane,  et  en  raison  directe  du  sinus  de 
rinclinaison  du  rayon  lumineux  sur  cet  élément  ;  en  appe- 
lant p  nn  des  points  du  lieu  géométrique  demandé,  et  en 
désignant  par  par  B  et  B'  les  projections  des  points  A.  et  A* 
Mir  ce  plan^  on  doit  avoir  : 

~  sinAPB  =  r^,  sin  A'PB', 
AP'  A'P' 

ah  a'/i      ,    ,,  ,      ,. 

énaation  qui  revient  à  z=:,  =  rrr-.  ",  ^  sont  les  distances 
^  AP  A'P' 


r**jipeclîvLS  au  phm  tlt^s  jMiinLs  A  cl  A'  ;  de  celle  égaillé  on 

déiîiut  la  proporiioTi  AP  :  A'P  ::  J^'^  :  Vah'.  Par  ronsé- 
que  ni  le  prolilémc  se  ïmuve  ramené  a  Irouver  le  lieu  géo- 
métrique de  lous  les  points  du  plan  donné,  dont  les  distance» 
auTi  ptiinls  Ael  A'  de  l'espace  sont  enlrc  elles  dans  un  rappcirt 
d^mné.  Le  lieu  demandé  n'esl  donc  autre  chose  que  la  rirctm* 
férenee  de  cercle  ,  iiilcrsecljon  du  plan  donné  avec  la  sur- 
face sphcriquc  qui  est  lo  lieu  géoniélriquc  de  Ions  les 
points  de  l'espace  dont  les  dislances  aux  points  A  et  A^  sont 

dans  le  rapport  deK ^//lâ  V  «'^^'*  * 

Cela  posé,  je  rabais  sur  le  plan  donné,  au  lour  de  la  droite 
ÏM^\  le  trapèze  BaA'B'  ;  par  les  points  A  et  A',  je  mène  dcuK 

3  S    

parallèles,  AIM,A'M',  respectivement  égales  à  \/ah  et  Va!h\ 
tiu  dans  le  même  rapport  j  je  Joins  iMM',  que  je  prolonge 
jusqu'à  la  rencontre  de  la  droite  iodétinie  AAVn  un  point  D, 
qui»  à  cause  de  h  similitude  des  triangles  AIVID^  A'M'D^  sera 
tel,  que  les  distances  aux  points  A  el  A'  seront  entre  elles 

dati^  le  rapport  de  Vah  à  Vah\  Prenons  encore  sur  ta  pa- 
rallèle menée  par  le  point  iV  une  distance  AM"  égale  à  MM' 
H  dirigée  en  sens  inverse,  et  joignons  MM",  l'interjection 
de  cette  droîlc  MM'  avec  la  droite  AA'  donnera  un  secimd 
puinl  D'  dont  les  dislances  aux  points  A  et  A'  seront  dans  le 
mérne  rapporl  que  AD  el  A'D.  Sur  DD'  comme  diamètre  dé- 
crivons une  circonférence  de  cercle.  Soient  G  et  G'  les  points 
d'interseclinn  de  celle  circonférence  avec  la  droite  indéfinie 
BR';  sur  G(t'  comme  diamètre  décrivons  une  seconde  circon- 
Térence  de  cercle,  qui  sera  le  lieu  géométrique  demandé. 

En  elTet,  si  nous  relevons  le  plan  AA'llli'  dans  sa  pusition 
verticale,  la  sphère  décrite  sur  DDVsphère  qui ,  d  après  la 
conslrnclion  des  points  D  et  D\  est  le  lieu  géométrique  des 
points  de  FespHce  dont  les  distances  aux  points  A  el  A'  sont 
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entre  elles  dans  le  rapport  de  Vah  à  ya'h\  coupera  évî- 
dmment  la  droite  BB'  aux  points  G  et  (■'  ;  et  coruQie  son 
centre  est  situé  sur  une  perpendiculaire  au  plan  donoé  menée 
pir  OQ  des  points  de  BB',  son  intersection  avec  le  plan  donné 
l'est  notre  cho^e  que  la  circonférence  décrite  dans  ce  pbn 
sur  le  diamètre  GG'. 

Il  peot  arriver  que  la  sphère  décrite  sur  DD'  comme  dia- 

■èlre  ne  fasse  que  toucher  le  plan  donné,  ou  qu'elle  ne  le 

moonlre  pas  du  tout.  Par  conséquent,  le  lieu  géométrique 

demandé  peut  se  réduire  à  un  point,  et  devenir  imaginaire. 

Le  iwoblèmc  précédent  se  construit  évidemment  avec  la 

r^le  et  le  compas  quand  le  rapport  de  y  ah  à  l/^a'h'  a  été 
obtenu  en  lignes,  ce  qui  peut  toujours  se  faire  d'une  ma- 
■ière  approximative  f  ). 

Théorème.  Lorsqu'on  prend  d'un  même  côté  d'un  centre  G 
d'un  eerdc,  sur  un  rayon  suffisamment  prolongé,  deux 
points  A  et  B  tels  que  le  rayon  soit  moyen  proportionnel 
entre  lears  distances  au  centre  ;  le  rapport  des  distances  de 
cfaacnn  de  ces  points  à  un  point  quelconque  de  la  circonfc-- 
renoe  est  précisément  égal  à  celui  des  racines  carrées  des 
distances  de  ces  mêmes  points  A  et  B  au  centre  du  cercle. 

DémomiralUm.  Soit  joint  un  point  quelconque  P  de  la 
droonférencc  aux  points  A  et  B  et  au  centre  G.  Puisqu'on  a 
par  constmction  la  proportion  AC  :  PC  ::  PG  :  BC,  les  deux 
triangles  AGP,  BGP  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés 
proportionnels  sont  semblables ,  et  la  comparaison  de  lears 
côtés  homologues  fournit  les  proportions  : 

AP:BP::  AG:PC, 
AP:BP::PC:BC. 

:•    V.i.  m,  p.  us,  noie.  Tni 
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[En  les  mutliplianl  terme  à  terme  on  a  ? 

Âp'  :BP'  ::  AC:BC; 
et,  par  conséquent, 

APrBP::  X/MiVm, 

Coroliairt^  De  là  résultecelte  proposition  connue  que  le  lie» 
^géométrique  de  tous  les  |X)ints  de  L'espace  dont  les  dislances  â 
deux  points  fixes  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant  est 
une  sphère  donl  le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre  les 
distances  de  ces  mêmes  points  au  centre  de  cette  sphère.  Oo 
peut  la  construire  lorsque  le  rapport  des  carrés^  tels  que  ÂP 

et  BP  ,  est  donné,  eu  nvenant  par  les  points  A  et  A'  deux 
parallèles,  AB,  A'B',  qui  soienl  entre  elles  dans  le  rappori 
donné  ï  en  menant  la  droite  BB'  jusqu'à  la  rencontre  de  la  | 
droite  indétinie  A  A'  en  un  point  C,  qui  sera  le  centre  de  la 
sphère  demandée.  On  obtiendra  son  rayon  eu  faisant  passer 
par  les  points  A  et  A'  une  eircouférence  de  cercle  à  laquelle 
il  sutUra  de  mener  par  le  point  C  une  tangente  qui  se  termine 
au  point  du  contact  ;  car  cette  tangente  sera  moyenne  pro- 
porttonnHk^  entre  la  sécante  entière  CA  et  sa  partie  exlé- 
rieure  CA, 

Noie.  Ce  problème  revient  à  trouver  sur  le  plan  le  lieu 
du  point  qui  reçoit  une  é^ale  quantité  de  lumière  des  ptiints 
éclairants  A  et  A'  ;  la  sotulion  et  la  conslmction  i;ont  ana- 
log^ues  à  celles  que  M,  Gérono  a  donnéi^s  pour  un  probîèrae 
du  même  ^enre  (L  111 ,  p-  1 15).   S<»il  i  la  longueur  v\A'  et  * 

son  inclinaison  sur  le  plan  ;  raisons  u^  =  -7-7  ;  si  Ton  a  ; 

an 


(h  +  h*}  (t  —n')  —  i  mnz  (1  +  n')  =  2ni, 
le  lieu  se  réduit  à  un  priint  ;  et  si  le  premier  membre  sur 
passe  le  second .  le  problème  est  impossible.  Si  a^a  el  h=^k\ 
le  lieu  est  une  droite.  Tm. 


i 


/_ 


—  SS9  -- 


CONSÉQUENCES 


de  la  règle  dei  signes  de  De$carle$, 


9AJÊL  M.  GVTLWmMm  , 

Ancien  élève  de  l'École  normalt. 


Fusons  d'abord  quelques  remarques  sur  les  suites  de 


f*  Remarque.  Le  namln'e  des  variations  qu'offre  une  suOe 
éesignes  est  pub  ou  impaib,  suivant  que  les  deux  signes  extrêmes 

»tf  SSHBLABU»  OU  DIFF^.RBPITS. 

Supposons  pour  Gxer  les  idées  que  le  i"  signe  soit  -f  ; 
lonqn'en  lisant  la  suite,  on  compte  une  variation,  le  dernier 
s%iie  qu'on  a  lu  est  —•  ;  quand  on  compte  deux  variations, 
oq  est  parvoiu  à  un  signe  -{-  ;  quand  on  en  compte  iroiSf  on 
vient  de  lire  un  signe  — ;  et  ainsi  de  suite,  chaque  fois  que 
le  nombre  des  variations  comptées  est  pair,  le  dernier  signe 
considéré  est  le  'signe  primitif  -j-  ;  et  chaque  fois  que  ce 
nombre  est  impair,  on  en  est  au  signe  —  ;  si  donc  la  suite 
se  termine  à  un  signe  +  $  le  total  des  variations  est  un 
■ombre  pair  ;  si  le  signe  extrême  est  -— ,  ce  nombre  est 
impair*. 

S*  Remarque.  Si  entre  deux  signes  d'une  suite  donnés  on 

isUercate  des  signes  arbitraires  en  nombre  quelconque,  le 

nombre  des  variations  reste  le  même ,  ou  augmente  d'un 

mtmdre  pair. 

Supposons  qu'on  intercale  des  signes  entre  deux  signes 

O  V.  t.  H,  p.  24S.  Lenme  I.  Tm. 


seniblaliU  s  -|-  cl  +  Rr  exemple  ;  ou  bien  le  nombre  des 
rialions  n'augmenle  |.»as;  c'est  ce  (|ui  arrive  quand  on  n'è 
que  é^%  signes  -|-  eiUre  les  deux  signes  considérés  \  on  bj 
on  introduit  un  nombre  pair  de  variailons;  en  effet  àladidl 
place  de  deux  signes  +  +  ^^'  offrent  une  permanence, :i 
dans  la  suile  générale,  on  écrit  une  suite  partielle  qui  cooi-^ggi 
meoçaul  a  -\-  pour  finir  à  -j-  ne  peut  oITrir  qu  un  nombre  ||| 
pair  de  variations  (1^*"  Remarque}*  '^ 

Supposoiis  mainlenaTil  qu*on  intercale  des  signes  enlrt  ^ 
deux  si^^ncs  conlraires  -f-  et  —  ,  par  exemple  j  à  cet  endroit  ^ 
de  la  suite  douni'e ,  i!  y  a  une  variation  que  Ton  conserve  ^ 
simplement  si  lis  signes  intercaîés  ^ont  tous  des  («ignés  -f~»  J 
ou  tous  deâ  signes  — ,  S*il  en  est  autrement .  à  la  place  de  J 

deux  signes  -] olTrant  une  variation  ,  dans  la  suite  gé-  J 

nérale,  on  écrit  une  suil«^  parliclle  qui  commençant  à -j-  J 
pour  finir  à  —  ,  ne  peut  offrir  qu'un  nombre  impair  2/i  +  *  J 
de  variations  (1^^  Remarque),  En  déduisant  la  varia  lion  qui  J 
existait ,  on  voit  que  îe  nombre  des  variations  introduites  est 
un  nombre  pair  ï2/i. 

1.  En  considérant  une  équation  /(x-)^=(ï  de  degré  //i, 
nous  dèsTi^nerons  par  v  le  nombre  des  varia Uous  de  son 
1*'  membre y(«i},  par  P  le  nombre  de  ses  permanences; 
p;ir  «/'  le  nombre  des  variations  du  polynôme  J*{'^Jtr)  obicnu 
Vil  rbangeant  jc  en  —  .r  dansy\^r). 

On  sait  que  le  nombre  des  racînt*s  imaginaires  de/(jr)  =  0 
nVsl  pas  moindre  que  m  —  {f-{'if^}. 

2.  Théorème.  La  somme  v  -)~  v'  t/e.s*  nomhrei^  tic  rariations 
de  ï(%)  H  de  r(— x),  ne$î  jamais  plus  grande  </«r  le  degré 
mde{{\)^  texcèii  m  —  (v-f- v')  a' il  exhte ,  ne  peut  être  qu*un 
nombre  pair. 

Démonstration,  Suppt^son s  d'abord  que /(.r)  soit  un  poly- 
nôme complet  de  ce  degré  m  ,  le  nombre  i'  de  ses  variations, 
plus  le  nombre  P  de  ses  permanences  de  îïignes  égale  m  ; 


—  2M  — 

■Msdans  un  pareil  polj^nômc,  de  doux  cxposanis  consêcu- 
Ii6,  Ton  ctani  pair,  raulrc  impair,  le  remplacement  do  jt- 
pr — :r,  change  les  variations  en  permanences,  cl  les  per- 
— WMCCS  en  Tariations  ;  de  sorle  que  v^^ P  ;  or  \f'\-V^m^ 

Sapposons  maintenant  y(a;}  iucomplet;  imaginons  (|u*()n 
le  complète  en  mettant  des  termes  quelconques  de  signes 
vililraires  à  la  place  des  termes  manquants;  on  obtient  ainsi 
M  polynôme  F(jr)  offrant  un  certain  nombre  de  variations 
fKMNis  déngncrons  par  Yj  concevons  qu'on  change  x  en 
-xdana  F(jr),  on  obtient  un  polynôme  F(^x)  qui  peut- 
être  regardé  comme  le  polynôme /(—jt)  complété  d'une  cer- 
feiw  manière,  par  les  termes  intercalés  dans  /(^),  dans 
dacon  desquels  on  aurait  remplace  x  par  (—  x)  ;  soit  V  le 
mabredes  variations  de  F( — x).  Puisque  F(j:)  elFf — x) 
iDBt  des  polynômes  complets  du  degré  m,  d'après  la  l '^  partie 
4e  notre  démonstration,  y^y'zzim.  Mais  V  n'est  pas  moindre 
foe  f^,  V  n'est  pas  moindre  que  v'  {T  Remarque).  Donc 
T+V  ou  //^  n'est  pas  moindre  que  v-\-\^.  On  voit  donc 
^v-^-v  n'est  jamais  plus  grand  que  m;  de  plus  l'excèst 
a-(t,-)-t/')=V+V'— «^— t/=(V— i;)  +  (V'— ^'V-  est  tou- 
jours on  nombre  pair.  li!n  effet  les  nombres  de  variations  in- 
tercalées V—ï',V'— f^' ne  peuvent  être  que  des  nombres  pairs, 
f  après  notre  2*  Remarque  (*]. 

3.  Le  Théorème  de  Descaries  est  fondé  sur  ce  lemme. 

Si  on  multiplie  un  polynôme  entier  f[x)^  par  un  binôme 
X— a,  (â  étant  positif),  le  produit  y  (j:)(j: — à)  offre,  au 
BKiîns»  une  variation  de  plus  que  le  multiplicande /(a:). 

On  peut  ajouter  que  \txcè$  du  nombre  des  variations  de 
i(\)  (X — a)   sur   le  tiombre  des  variations   de  f(x),    est 

•)  V.  rèqualion  '8),  l.  H,  p.  250.  Tm. 
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toujours  un  nombre  impair  2k+'f  ,   quand  il  est  imj 
rieur  à  t. 

Jl  soffîl  d'observer  qae  le  dernier  terme  de  /(a:),  cl  le'" 
dernier  Icrme  du  produit /(x)  (Jt* — a)  ont  des  signes  cod-*  ' 
traires.  ^ 

Si  donc  ,  par  exemple  ^  le  1"  lerme  de/(x)  est  positif,  H  n 

î  son  dernier  négatif,  le  t*"'  terme  da  produit  sera  positif,  et  ^ 

le  dernier  positif.  ^^ 

Do  4-  à  —,  le  nombre  des  varialioDS  dey (jt)  est  im-  ^ 
pair;  de  4-  à  ^-,  le  nombre  des  var talions  du  produit  est  -^ 
pair*  1  excès  du  deuxième  nombre  sur  le  premier  est  un  <^ 
nombre  impair  *  ^ 

4.  Si  la  muitiplicaHon  de  i{%}  par  (x — a)  introduit  plm  m 
dune  variation ,  2k H- 1 , par  exemple ,  V équation  f  (it)  =  0  a  t|| 
au  m  tins  2k  racines  imaginaires. 

Pour  le  démontrer,  CDnhidérons  à  la  fois  les  équations  t       iâ 

(!)     /(x)=0,      (2)     /{-r)(^— ^)  =  0.  ^ 

L'équation  (2)  a  les  luémes  racines  que  réquation  (1)^  plus   à 
la  racine  positive  a. 
Nommons  w  le  nombre  des  variations  de /*(x)(jc  —  a)  { 

Appelons  \v'  le  nombre  des  rariation^  du  polynôme 
f( — x)  { — jc  —  a)^  que  Ton  obtient  en  changeant  x  en  — x 
dans/(x)(j: — a). 

Le  nombre  des  racines  positives  de  TéquatioD  (1)De  pou- 
vant dépasser  ^,  le  nombre  des  racines  positives  de  réquation 
(2)  ne  peut  dépasser  p^i  ;  le  nombre  des  racines  négatives, 
de  cette  même  éqnation  (2),  ne  peut  dépasser  V  ;  le  maxi- 
mum du  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  (2)  est  donc 
t'+l+w*  Et  le  minimum  du  nombre  de  ses  racines  ima- 


(')  y  m  CùTotîmrû  *  t.  Il,  p.  249. 


Tm. 
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llJHRs  est  m  —  ((^4.i-f.4v').  Mais,  d'après  une  démoDS- 
taliaD  précédente  la  somme  w+m^  ne  peut  dépasser  le 
à|ié  j»-f-1  de/*{x)(jc— û);  on  a  au  moins  w-hl  égal  à 
v-f  V  oQ  à  p-{-  2i^  + 1+^  '  '^  nombre  des  racines  ima^i- 
■imde  réquation  (â),  qui  n'est  pas  moindre  que  m — (u-^i 
i^)HidoÊMcnu  moins  égal  à  2k. 

Mab  ce  nombres  des  racines  imaginaires  de  /{jc)  (x — a)=0 

81  le  même  qoe  celui  des  racines  imaginaires  de  Véquation 

flx}=dùm  La  proposition  est  donc  démontrée  (*). 

â.  Vexcés  du  nombre  des  rariaiions  du  i"*'  membre  d'une 

^Mfioii  f  (x)=0,  sur  le  nombre  de  ses  racines  positives ^  est 

I  •<»  m»  nombre  pair. 

1    Bons  ooDsidérerons  deux  cas  :  r  Le  premier  terme  de 

'  /(x)  étant  positif,  le  dernier  terme  peut  être  positif  ou 

l*'  Cas.  Le  nombre  des  racines  positives  de  Téqi^tion  est 
ilors  pair  ;  de  +  à  + ,  le  nombre  des  varlalions  de  /(x)  est 
wi  pair  ;  la  diflérence  de  ces  deux  nombres  est  0  ou  un 
■onbre  pair. 

2*  Cas.  Le  nombre  des  racines  positives  est  alors  imppir  ; 
de  -4-  à  — ,  le  nombre  des  variations  de  y  (j:)  est  impair  ;  la 
iflèrence  entre  ces  deux  nombres  impairs  est  0  ou  un  nom- 
ke  pair.  Voir  Lemme  3,  t.  II»  page  249. 

6.  Lorsque  toutes  les  racines  d'une  équation  f  (x)  =  0  sont 
résUêÊ^  le  notnbre  f  de  ses  racines  positives  est  égal  au  nombre 
wisBvariaiions  de  f  (x),  et  le  nombre  n  de  ses  racines  négoAves 
estégal  au  nowibre  v'  des  variaHons de  f  (— x). 

Noua  avons  p+n=:mj  et  ^  +  f''  pas  plus  grand  que  m. 
{m  étant  le  degré  de  f{x) }.  Mais  ^  n'est  pas  moindre  que/», 
t^  n'est  pas  moindre  que  n  ;  par  suite  t^+v'  n'est  pas  moindre 
que /H-  A  ou  m;  donc  i^^=m,  d'où  >'+t''==p+/i.  Il  résulte  de  là 


Ci  La  déavntlniion  de  m  théorème  de  M.  Siurm,  donnée  p.  ii6,  esiploi 
«iflém  et  me  semble  plai  courte.  Tm. 


que  }j  qui  n'est  jamais  plus  grand  que  (%  ne  peut  dans  ce  ca 
particulier  être  moindre  que^ssans  quoi  n  serait  plus  grao-'^' 
que  v\  ce  qui  est  impossible.  l)onc/7  =  t',  et  par  suite /i=f^  j,^j^ 

Si  réquation  /'(.r)  =  0  est  complète  et  a  toutes  les  ra 
cines  réelles ,  le  nombre  de  ses  racines  négatives  est  éga 
au  nombre  P  des  permanences  de  son  premier  merobr«fgie^ 
car  ce  nombre  P  est  alors  égal  au  nombre  v  des  varialiott 
de/(Jc). 

Corollairedu  ihéarême  4.  En  faisant  a=r  1 ,  on  arrive  CadN^ 

lement  à  cette  conséquence  :  Retranchez  chaque  coeffideol 

de/(x)  du  coQ^cient  de  la  puissance  de  x  immédiatemiBi  ^ 

inférieure,  écrivez  seulement  le  signe  du  reste,  en  tête  de    i 

cette  suite  de  signes,  mettez  le  signe + do  V  terme  de/{x)  ; 

«i  la  suite  de  signes  ainsi  obtenue,  offre  âA-|-l  variatiom 

de  plus  que/  (x) ,  l'équation  f{x)z=zO  a  au  moins  2  k  fb^:_ 

dnes  imaginaires.  w} 

{La  suite  prochainement.) 


DIVISION  ABRÉGÉE ,  ^ 

9ATL  K.  A.  OBOSSOM,  ^^ 

Professeur  aa  collège  de  Boarges.  i{ 

1 

i""  Théorème.  Lorsque  le  nombre  des  chiffres  du  diviseur 
est  égal  au  nombre  des  chiffres  du  quotient  plus  un ,  si  on    ^ 
prend  le  dividende  et  le  diviseur  h  moins  d'une  demi- 
unité  près ,  l'erreur  commise  au  quotient  est  moindre  que 

ô — ^      idp    '  désignant  le  premier  chiffre  à  gauche  du di-    ' 

viseur  et  p  le  nombre  des  chiffres  du  quotient. 

Démonstration.  Soit  a  le  dividende ,  et  6  le  diviseur  don- 
nés; le  dividende  que  l'on  prendra  sera  le  nombre  entier 


-  SA5  - 

îs  entre  les  limites  11+  -  et  ^  —  -  ;   on    prendra  de 

m    pour    diviseur    le    numbre  entier    compris  entre 

I  Hâ^l  ^ —  -,  de  sorte  que  le  quotient  que  Ton  calculera 

2 
I  fmn  se  représenter  par ■- ,  en  se  réservant  de  choi- 

I  i  k%  signes  de  manière  à  rendre  Terreur  aussi  grande 

'IfRpossible;  -7 7  sera  la  limite  de  Terreur  commise 


rie  quotient  demandé.  Cette  quantité  peut  se  mettre  sous 
h  forme  ±T      .    — —,  ou  bien  en  désignant  le  quotient 


"'H^) 


«MCI  par  q^T^x 7  (Cirodde,  Arithm.).  —  Cela  posé, 

nil^  le  nombre  des  chiffres  de  la  partie  entière  du  quotient, 
Aie  nombre  des  chiffres  de  la  partie  entière  du  diviseur,  et 
ctc  premier  chiffre  à  gauche  de  ce  diviseur  ;  q  sera  toujours 
Bomdre  que  10',  mais  d*unc  fraction  qui  pourra  être  très- 
voisine  de  l'unité  ;  donc  q  +  i  sera  moindre  que  lO*  +  *  ; 

*+  -  renferme  la  partie  entière  de  ^,  ou ,  si  la  partie  frac- 
liminaire  est  plus  grande  que  - ,  celte  partie  entière  aug- 
mentée d'une  unité  ;  donc  6  q=  -  ne  sera  pas  moindre  que 


c  X  Itf^,  de  sorte  que  Terreur  sera  plus  petite  que 

i  ly  +  i  _  1  r  10'  1    ■] 

i  ex  10*"' ""2  U.10*^''^c.10*-"J* 


-  2*«  -  ..fc 

Si  /?  =  #»  —  1,  celte  «mile  devient—  +  g^^»  C Q.RV^ 

■oè!^  - 
Sy*  Prenons  maintenant  deux  nombres  qaelconqaes ,  4*^ 

je  supposerai  d'abord  entiers  ;   —  on  propose  de  ditilB^^ 

5834573981213485341  par  9345841293789;  on  voit  aM 

ment  que  le  quolient  a  6  chiffres  ;  le  .nombre  des  chiSiresdi^ 

diviseur  surpasse  le  nombre  des  chiffres  du  quotient  plosull 

nous  ramènerons  facilement  la  question  à  ce  dernier  cas,  6C . 

séparant  au  dividende  et  au  diviseur  6  chiffres  décimaux;  al 

nous  aurons  le  quotient  demandé  en  divisant  ;  ^ 

5834573981213,485341  par  9345841,293789. 

Prenons  le  dividende  et  le  diviseur  à  moins  d'une  demi-unité^ 

près ,  et  d'après  le  théorème  précédent ,  en  divisant 

1 
5834573981213  par  9345841 ,  7^ 

Terreur  commise  sur  le  quolient  demandé  sera  moindre  que^. 
1 TTTTe'  ^"  effectuant,  on  trouve  6  pour  premier ^^ 

chiffre  du  quotient,  et  pour  reste,  227069381213.  Pour  con- 
tinuer Topéralion ,  il  faudrait  diviser  ce  reste  par  le  diviseur 
93458&'1  ;  mais  Ici  le  quotient  n'a  plus  que  5  chiffres  ;  donc, 
d'après  le  même  principe  que  précédemment,  nous  pourrons,  ^ 
à  ce  quotient,  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  au  quotient  de 
227069381^,3  par  934584,1,  substituer  le  quotient  de 
22706938121  par  934584,  et  Terreur  commise  sur  ce  quo- 
tient sera  moindre  que-— + ——-.  Admettant   que  les 

erreurs  soient  dans  le  même  sens,  Terreur  totale  commise 
sur  le  quotient  demandé  sera  donc  moindre  que 

•  2.9  "^  2.9  VIO*  "^  lOV' 
Je  trouverai  donc  encore  un  chiffre  de  ce  nouveau  quolient, 


1 


i  ramené  à  diviser  3015258121  par  934584.  —  £n 
nt  comme  précédemment,  on  supprimera  ce  dorais 
do  diviseur  et  le  dernier  chiffre  du  dividende;  en  sub- 
AnnlÀ  ce  dernier  quotient  celui  de  301525812  par  93458 , 
im  ne  oommeltrons  sur  ce  quotient  qu'une  erreur  moindre 

f»  —-  -h  ,  et  admettant  que  cette  erreur  soit  en- 

cm  dans  le  même  sens  que  les  premières ,  Terreur  totale 
eouBise  sur  le  quotient  demandé  sera  donc  moindre  que 

2.9  "^  2.9  V10<^  ■*■  10*  "*■  iOV' 

Continiions  de  la  même  manière  jusqu'an  dernier  chiffre ,  et 
Fcrreor  totale  ne  s'élèrera  pas  à 

3.9  "^  2.9V10"^  10«  ■;*"  10'  "^       "^  lOV"^  2' 

carie  dernier  quotient  ne  pouvant  être  pris  qu'à  une  demi- 
adlé  près ,  cette  erreur  peut  encore  s'accumuler  avec  les 
errenra  précédentes.  —  Si  on  observe  que 

10^10'    '        ^10* 
sera  dans  tous  les  cas  moindre  que  la  somme  des  termes  de  la 
progregaion  géométrique  décroissante  à  l'infini  77:+~77^"*; 

eettc  Taleor  sera  tonjours  moindre  que  -  «  de  sorte  que  la 

limite  de  Terreur  sera  ^  •  ^Tq  "^"  Tô  •  5  +  5*  ^©«Mirquons 

de  plosqoe  barrer  successivement  5  chiffres  dans  les  restes- 
diTîdendes,  revient  à  les  barrer  immédiatement  an  di?i- 
dende  donné.  De  la  marche  précédente,  nous  déduirons  cette 
rtgle: 


I 


t^tuand  on  a  uïi  di  videiuîe  el  un  diviseur  entiers,  présentant 
lin  Iréi-grand  nombre  de  chiïTrcs ,  si  on  ne  prend  au  diviseiir  . 
qu'un  chiffre  de  plus  qu'il  n'v  a  au  qnoUenI ,  et  au  dividende 
que  ce  qu'il  en  faut  |M>ur  conlenir  cette  portiun  du  diviseur; 
qu'on  divise  ensuite  par  ce  dernier  nombre,  puis  le  reslô 
jiar  ce  dernier  nombre,  dont  on  a  barré  Je  dernier  chiflre à 
droite,  puis  encore  le  nouveau  reste  par  le  diviseur,  dont  on 
a  encore  barré  le  dernier  chiffre  à  droite ,  et  ainsi  de  suîtei 
jusque  ce  qu'on  n'ait  plus  que  deux  chiffres  au  diviseur.  LVr- 
n-urtolalc  commise  sur  le  quotient  sera  muindrcque  runitc 
divisée  par  le  double  du  premier  chiffre  à  gauche  du  diviseur^ 
prise  autant  de  fois  qu  il  y  a  de  chiffres  au  quolient ,  plus  le 
iii*uvièmc  de  cette  même  fraclion,  plus  une  demi  iiuilê ,  eu 
ayani  soin  toutefois  de  prendre  le  dernier  quotient  à  moini 
d'une  demi-unilé  prè5.  Il  est  bien  entendu  qu'il  faudra  tou- 
jours prendre  soit  le  dividende,  soit  chacun  des  diviseurs 
partiels^  à  moins  d'une  demî-unité  près  de  Tordre  auquel 
on  s*arrôle. 

Les  divisions  de  nombres  décimaux  se  ramenant  toujours  à 
des  divisions  de  nombres  eoliers,  on  pourra  toujours  appli- 
quer ce  dernier  théorème.  Voici  donc  ce  qu'il  faudra  faire 
dans  la  pratique  :  on  cberchera  d  abord  le  nombre  des  chiffres 
du  quotient,  ce  qui  se  fera  en  reculant  la  virf^ule  vers  la 
droite  au  diviseur,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  le  rendre  pfus 
^^raud  que  le  dividende,  el  compianl  le  nombre  de  ran^s 
qu'on  a  fait  piircourir  à  la  virgule  ;  on  ealrulera  la  limite  de 
I  erreur  que  dcmnera  la  division  abrégée  au  moyen  de  la  fur- 
mule  précédente  ;  si  cette  erreur  est  moifidre  que  I,  on  peut 
iipérer  ioimèdîatemeut  -,  %i  cllcsarpdssc  une  uoité,  alors  on 
calculera  un  chiffre  de  plus  au  quotient ,  on  rendant  le  divi- 
dende 10  fois  plus  grand  et  appliquant  la  même  méthode  ;  si 
elle  surpassa  10  unités,  ou  calculera  enc-ore  un  chiffre  de 
plus,  cl  ainsi  de  suite. 


r  Veul-;m,  par  exemple,  trouver,  à  muiiu  deO"i,001, 

^  dumèlre    d'une   oirconrérence  dont   la  '  longaear  est 

1^,15382913  i  OD  sait  qu'il  faut  diviser  85,45382913  par 

kouabre  te  =  3,1415926535...  Il  y  a  deux  chiffres  a  la  par 

lie eatîèrc  du  quotient,  et  comme  on  demande  des  miilimé- 

1res,  il  y  a  donc  5  chiffres  au  quotient.  La  limite  est  donc 

lit  3 

^  ^  i  +  ^v  "t-  ô  ï  ce  qui  est  moindre  que   .  Ainsi ,  en  di- 

Tiunl,  d*après  notre  méthode,  8515382,913  par  314159,26... 

3 
«aonit  le  quotient  demandé  à  moins  de  ^  millimètres  près 

fo  plus  ou  en  moins.  H  Taudra  donc  calculer  un  chiffre  de 
fin  pour  avoir  l'approximation  exigée,  c'est-à-dire  qu'il 
faadra  diviser  ici  85153829,13  par  3141592,6...  Et  l'erreur 
l'atteindra  pas  deux  unités  du  dernier  ordre ,  on  suppri- 
■era  alors  le  dernier  chiffre ,  et  on  aura  Tapproximation 
dm^ndéc.  Voici  le  tahloau  des  calculs  : 


85,45383 

22  62197 

63084 

4 


272008 


lie  quotient  est  donc  compris  entre  27»,2006  et  27"',20I0, 
uns  pouvoir  atteindre  ni  Tune  ni  Tautre  liniile  \  donc  il  sera 
i7*,201 .  L'erreur  est  en  plus  et  moindre  qu'un  demi-milli- 
nélre. 

Si  le  diviseur  contenait  moins  de  chiffres  que  le  quotient, 
OD  ferait  la  division  régulière  jusqu  a  ce  qu'il  ne  restât  plus 
4  trouver  au  quotient  qu'un  nombre  de  chiffre^»  égal  au  nom* 
brcdes  chiffres  du  diviseur  moins  un  ou  moins  deux,  selon  les 
us,  et  ce  serait  a  cette  dernière  portion  du  quotient  que  Xitw 
appliquerait  notre  méthode  d'approximati(»n. 

Aasi.  DR  MATllf.«    V.  17 


SUR  LA  DIVISIOÎS, 
/ff  txtraciiùns  des  racines  carrées  et  cubiques ,  abrégées^    *^ 


PA.R  M.  FI1HCS.I 

docteur  es   s«ienc«s ,    professeur   à    rÈeole  d'arlillprif;   et  au    cotl^tzc  Tu^al 
de  Stra^bnuriE. 


4 


^11  serait  à  désirer  quon  eûl  une  théorie  unalyliqup 
toules  les  approximalions  (abrévialions?)  usitées  en  arithmé^ 
lique ,  surtout  pour  celles  de  Fourier  et  de  M.  Guy.  »•  4 

Celte  noie ,  que  je  copie  ,  page  131,  des  Ânnalen^  est  ^u  ^ 
moins,  quant  à  la  dernière  partie,  le  produit  d'un  lapsus 
memoriœ;  car  je  vous  ai  donné  une  lliéorie  analytique  de  la  ]| 
division  abrégée,  avec  une  règle  plus  simple  et  plus  com-  n 
plèle  que  celle  de  M  Guy  (t.  IV,  p.  348  et  658),  et  je  Ksi  ^ 
déo)ontréeanalytiquement.  Quant  à  la  méthode  de  Fourîer^  | 
je  )'ai  discutée  dans  mon  Arithmétique,  page  106  ('2'édît,]- 
Or  il  n'est  même  pas  besoin  d'une  seccmde  démons  (ration  , 
car  avec  un  peu  d'attention  on  rcxronnait  que  la  mèlhode  de 
Fourier  et  la  mèlhode  ancienne  ne  difTèrent  que  par  Tordre 
dans  lequel  on  y  retranche  les  produits  partiels ,  de  sorte 
que  ta  même  règle  leur  esl  applicable,  et  cette  règle,  ta 
voici  : 

Décom[KJsez  le  diviseur  en  deux  branches,  de  façon  que 
celle  de  gauche  soit  la  plus  petite  possible,  tout  en  ne  stir- 
t>assant  pas  la  somme  des  chiffres  de  celle  de  droite;  tous  ces 
chiffres  de  droite  pourront  être  successivement  négligé!»  dans 
ies  deux  méthodes  •  la  partie  de  gauche  formera  le  diviseur 
rf^st^né  de  Fourier,  et  le  dernier  diviseur  de  Fautre  méthode; 
le  quotient  obtenu  sera  exact  à  une  tinitè  prés  ;  maison  ne 


—  251  — 

«I  s'il  est  approché  en  plus  ou  en  moins.  En  cherchant  un 
cUffre  de  plus  (avec  les  précautions  convenables  prises  dés 
Al),  on  lèvera  presque  toujours  le  doute. 
|ac  nous  en  sommes  sur  ce  chapitre,  je  vais  aussi 
CDOipléter  la  méthode  abrégée  pour  la  recherche  des  racines 
carrées  et  cubiques.  Pour  la  racine  carrée,  si  la  première 
Iruicbe  eslaa  moins  25,  on  peut  déterminer  par  la  division 
Mlonl  de  chiffres  qu'on  en  a  déjà  obtenus  (*),  sinon  un  de 
mas.  DcHic ,  on  cherchera ,  selon  le  cas ,  les  deux  ou  les 
tfois  premiers  chiffres  par  le  procédé  ordinaire;  puis  on  en 
ééterminera  deux  nouveaux  par  la  division.  Du  reste  de  la 
évisioa  on  retranche  le  carré  du  quotient ,  et  on  détermine 
^■■tre  nouveaux  chiffres  par  la  division,  puis  huit  nouveaux 


Rmcine  cubique.  Aussitôt  qu'on  a  trouvé  /i  -f  1  chiffres, 
ou  peut  en  trouver  n  par  la  divinon.  Cet  énoncé  contrarie  la 
règle  ordinaire ,  mais  il  est  vrai . 

Soit  a  la  partie  trouvée  à  la  racine,  jc  la  partie  inconnue, 
hélant  <  10*,  mais  ayant  n  chiffres,  la  racine estiO*.a-f-x, 
son  cube  iO^*a^  -f  ,  etc.,  et  le  reste,  après  que  a  est 
trouvé, 

R  =  3.10' V»*x  +  3  10\a"aV  +  x\ 

R 
^'^  ^=3.10-^-""^*^' 

soit  q  le  quotient ,  r  le  reste  de  la  divisiou  de  R  par  :H  lO'^a'", 

îl  Tient  : 

_       ,    r  — 3.10^fl*.x'— ^-^ 
•'""*"•  3.10^*.a'*  ' 

fi  pour  que  q  soit  la  valeur  de  j:  à  une  unité  prés ,  il  suIGt 

que  3.10'\a''>  3.10ra*x'+  xS 


Ceci  tu  asseï  facile  à  prouver  pour  que  je  no  m'y  arrêle  pas. 


ou  que 


—  %H  - 


^     -rz=  — 


.>0, 


10**        3.10" 

et  comme  dans  ce  Irinôrae  relatif  à  a  les  raciiies  sont  réell<^St 
il  suffit  que  a  soit  >-  la  plus  grande  racine^  iaquelleesl 


il 

4 


1^+  ±\  /^  +  ^. 

2  10"'"'  10"   V      4  '•'  3  ' 
le  radical  esl 

<\/??^H;f+i)= 

donc  il  sufïit  que 

u  ^  -L  [f:  +  f^  +  ^1  ^  -L  fx'  +  :^1 

et  comme  jt  <  lO",  îl  suffi!  que 

Sî  donc  on  obtient  h  la  fciciue  lOO ,  on  continuera  jusqu'à 

ce  qu'on  trouve  un  cliilfre  signiGcalif;  il  n'y  a  aucun  luolif 
pour  abréger  celle  partie  de  l'opération  ;  sinon ,  après  avoir 
trouvé  3  chiffres ,  on  détermine  les  2  suivants  par  la  divi- 
sion; on  retranche  ce  qu'il  faut,  et  on  détermine  les  6  sui- 
vanlspar  la  division  ,  otc. 
Quant  au  sens  du  quotient  ^,  il  est  clair  que 

q  sera  >  jc,  si  3.10'"a'"^  +3J0V"^'  +  q^  >r. 
q  <iJc,  si  id,  <;r, 

y  ==  j,  ^i  id  ^=s  r. 

Noie.  J'attache  trop  dimpor lance  aui  travaux  de  mon 
savant  collègue  pour  avoir  ouhlié  quVn  1845  il  a  enrichi  les 
Nouvelles  Annales  d'une  méthode  abrégée  de  division ,  fon- 
dée sur  des  considérations  analytiques  ;  mais  je  n  ai  pa;;  ou- 
blié non  plus  que  celte  méthode  neslpm  celle  de  M,  Guys  : 


1 


-453  — 

iertdooc  ioajooii  à  désirer  qu'on  donne  nne  baie  analj- 
lîqiie  à  oelle  dernière  méthode  ainsi  qu'aux  eitractions  de 
\  abrégées  en  général,  {r.  l.  lY,  p.  561.)        Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  1U  (p.  167), 


M.  OUSTAFX  OUFF&BT, 

Elève  de  rintUtution  Barbet. 


Dans  un  triangle  dont  la  base  est  donnée  de  grandeur  et 
de  position ,  et  dont  la  différence  des  deux  autres  côtés  divi- 
sée par  la  médiane  intermédiaire  est  égaie  à  ^2,  le  sommet 
mobile  décrit  nue  lemoiscate  de  Bcmoulli ,  qui  est  aussi  une 
cas8ioo¥de. 

Soit  AB=^2d  {fig.  29)  la  longueur  donnée,  G  le  miliea 
4r  AB ,  et  AMB  un  des  triangles.  On  a  d'abord ,  d'après  l'é- 

AM— BM  =  MCl/2; 
on  a  en  outre  la  relation  : 

ÂM*  +  MB'*  =  2MC*  +  2d'. 

Élerant  an  carré  la  première ,  et  ajoutant  à  chaque  membre 
de  la  deuxième  la  quantité  2AM.MB ,  on  a  -. 

(AM  — BM)^=2MC^ 

(AM  +  BM)*  =  2MC'  +  2^+  2AM.MB. 

Retranchant  membre  à  membre,  on  a  enfin  : 

^  AM.MB  =  iF. 

Ce  qai  montre  que  le  produit  des  distances  d'un  point  quel-- 
\  du  lieu  aux  deux  points  fixes  A  et  B  est  une  quantité 


constanle ,  propriété  qui  caractérise  la  cassiooïde  au  seclioi] 
toriques  (Comte,  Géométrie  analytique ^  p.  69)  ;  de  plus  ^ 
quantité  conslante  étant  égale  à  dr^  la  courbe  aura  une  iofB 
Icmtiiscûïdc  (*). 

On  peut  d'ailleurs  se  proposer  de  détermiu^r  directemenl 
le  lieu  des  sommets  de  tous  les  triangles^  preaant  pour  pâle 
le  point  C ,  pour  axe  polaire  la  ligne  A  fi ,  on  aura  les  rela- 
tions : 

AM  ^  l/p^^-ff +  24cos^, 


MB  =  ï/f'  +  cT  ^  24  CO8  i^i 


d'où 


d'oùon  tire,  toute  réduction  faite: 


p  =  drûf  K2cûs2'j>, 

équation  de  ta  Jemniscate  de  Bernoulli. 

Pour  h*=^0,  j'ai  ^==±^^1/2.  J'obtiens  ainsi  les  deux  poinb 
D,  D^  en  admettant  les  valeurs  négatives  i  «  croissant  de 
0  à  45°.  La  valeur  de  p  va  en  diminuant  depuis  ^^V/ 2  jus- 
quu  0,  J'obtiens  ainsi  les  deux  axes,  CD,  CD'.  Cherchons 
le  point  le  plus  éloigné  de  laxi^  (mlaire  ;  soit  M  ce  point , 
on  a  : 

MP  ^  p  sin  «1  =  £^  v*l  ïiin*  w  cos  2  0» 


^d\^{i  —  €08  2ti>)  cos  2w. 

Pour  que  cette  expression  soit  n>aximnm , 
ait  :  cos  2  fti  =  1  —  cos  2  û> , 


il  faut  que  Ion 


O  Lo  pfan  l«uctinfil  inl^murement  le  tore  ^  e(  parallèlt^tfienl  à  son  i%e,  coupe 
k  tore  suif  atit  uitecifisinoïde;  1»  autres  plant  parillèlee  à  Taxe  ne  donnenl 
pas  des  «celions  cas6inoîrl«3;  ee  qui  eslévidcnl  pour  un  plan  méridien.  Lesser- 
iiofw  deviennent  dem  eerclef  ♦  dont  k  ijHèfnc  ii>»t  pi«  une  cis^inoïde.    Tm. 


Et eetle  Tilenr  maxîmam  est  égnXe h-  d. 

Ob  Terrait  facilemeot  que  la  valeur  de  p,  qui  oorreepood 
à  eelte  raleor  de  2»  est  p  =  </  ;  j'obtiendrai  donc  ainsi  les 
poinls  maximam. 

Bout  toates  les  valeurs  de  «>  comprises  entre  45  et  135*, 
e  est  imaginaire  pour  les  valeurs  comprises  entre  1 35  et  180. 
fobtîens  les  deux  arcsCM'iy,  CM"'D.  Cette  discussion  suffit 
pour  montrer  que  la  courl>o  est  bien  une  lemniscate. 

Noie.  M.  Drot  nous  a  adressé  depuis  une  solution  de  la 
même  question,  en  ne  faisant  usage  que  de  coordonnées  rec- 
tingulaires. 


SECONDE  SOLUTION  DU  PROBLÈME  107  (T.  p.  187), 


FAm  M.  BSWB.T  BOBMOT, 

élève  en  spécUlet. 


Soient  O  et  O  (/(;.  33)  les  deux  sphères. 

On  sait  trouver  les  deux  rayons  R ,  R',  et  les  extrémités 
A,  B,  A',B'  d'un  diamètre  sur  chacune  des  surfaces  sphé- 
riques  ;  je  mesure  les  droites  AA',  AB',  BA',  BB';  je  trace  alors 
sur  le  papier  le  triangle  ABB'  dont  je  connais  les  trois  cétés, 
et  la  médiane  B'O  se  trouve  ainsi  déterminée  ;  de  même  j'at 
l'antre  médiane  A'Oi  donc  le  triangle  A'B'O  est  connu  par 
ses  trois  côtés ,  et  la  médiane  00'  est  la  distance  demandée. 

Obêervaiiont.  Connaissant  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre,. 
OB  peut  construire  géométriquement  le  rayon  de  la  sphère 
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circonscrile  :  prenant  quatre  points  sur  la  surface  sphériquc/'^ 
leurs  distances  mutuelles  sont  les  six  arêtes  connues  d'un^^ 
tétraèdre.  On  en  déduit  le  rayon  de  la  sphère,  maiaw^^' 
abrège  la    construction    en   prenant  trois  arêtes  égales  >^' 
(T.  Uonnet,  GéwnMriê,  liv.  III,  prob.  1).  '^V 

Note,  Un  élève  qui  signe  G.  S.  de  l'institution  Barbet ,  - 
résout  le  même  problème  en  faisant  usage  d'un  point  situé  « 
hors  des  deux  sphères;  ce  qui  amène  une  construction  moins 
simple  que  la  précédente.  Tm.  ^ 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  112  (p.  333),  .^ 

VA&  M.  BROT,  iQ 

admissible  à  TÉcoIe  normale. 

I 

—  I 

J 

i'ro6/èm6ll2.SoientM  un  point  pris  sur  une  courbe  plane,    ' 
H  ]N  un  point  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe;  par  N  me- 
nons une  sécante  sous  un  angle  donné;  et  soit  P  un  des 
points  d'intersection  avec  la  courbe;  prenons  sur  la  sécante 
un  point  Q  sur  le  prolongcraenl  de  NP,  tel  que  l*on  ait 

NQ  =  ^^  ;  quel  est  le  lieu  du  point  Q,  N  se  mouvant  sur 

la  tangente?  et  déterminer  la  position  du  point  Q  lorsque  ^ 
se  confond  avec  M  ? 

Solution  Soity(x,^)  =  0  la  courbe  plane  donnée ,  et  do 
degré  m ,  que  je  supposerai  rapportée  au  point  M  comme  ori- 
gine, l'axe  des  x  étant  la  tangente  donnée,  et  Taxe  des>'  étant 
parallèle  à  la  direction  constante  de  la  séeante  NPQ.  De  cette 
façon,  l'équation  /*(jr,^)  =  0  ne  contiendra  ni  terme  tout 
connu ,  ni  terme  du  premier  dej^ré  en  .r  seul ,  puif que  la 
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passe  par  l'origine,  et  que,  pour^  »  O,son  équation 

poar  X  deux  valeurs  égales  à  0. 

Adodlcment  si  j'appdie  jt'  et  ^'  les  coordonnées  du 

pwl  Q,  on  doit  avoir  x"  =  NP  .r';  KP  sera  donné  par 

kl  valeurs  de  jr  de  fipo^y)  =  0  quand  on  aura  remplacé 

àotoette  équation  x  para*';  mais  ces  valeurs  dc^  étant, 

f  après  renoncé ,  égales  à  —,  il  est  évident  que  l'équation^ 
cbercbée  sera  f[x\  — j-j  =0,  ou,  en  supprimant  les  ac- 
KttAi  fl  or,  —  )  =  ^7  ^*c  q"i  revient  en  dernière  analyse ,  à 

X* 

remplacer  dans  l'équation  proposée  x  P^r  — *•   L^  termes 

*/ 

m  X  seul  de  cette  opération  étant  au  moins  du  deuxième  de- 
jré,  elle  pourra  être  divisée  par  x\  et  sera  du  degré  2m — 2, 
^  en  faisant  ensuite  x  =  0,  ou  obtiendra  le  point  Q  dans  la 
(lûsition  lioaite  où  il  sera  lorsque  le  point  N  se  confond  avec 
le  point  M  ;  et  MQ  eist  alors  le  ra)on  de  courbure  lorsque  les 
axes  sont  rectangulaires. 

Appliquons  ce  qui  vient  d*étre  dit  à  l'équation  du  deuxième 
dfgré  :  Ay  -j-  "Byx  +  Cx*  +  Dr  =  0.  Si  Ton  y  remplace^ 
or* 

par  -~,que  l'on  divise  par  x\  ei  que  Ton  chasse  les  dénomi- 
nateurs,  il  vient  Aj:'4-  ^xy+  Qr'-t-  Dr=  0.  équation  d'une 
roorbc  de  même  espèce  que  la  première,  et  tangente  à  Taxe 
des  j:  au  point  M.  Pour  le  cercle,  où  C  =  A,  on  retrouve 
le  même  cercle,  ce  qui  est  conforme  à  un  théorème  de  géo- 
métrie. Quand  le  point  K  se  confond  avec  le  point  M,  il  faut 

D 
faire  x=:  0  dans  Téquation  cherchée,  ce  qui  donner  ==  —  -jr, 

rayon  de  courbure  lorsque  les  axes  sont  rectangulaires. 
JVole.  C'est  cette  méthode,  due  à  Maclaurin,  dontM.  Dupin 
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s'est  servi  dans  ses  dévehppementi  degéomékie  poar  oonslrnih^ 
les  njoos  de  ooarbares  des  ooiMv>m*  et  on  sait  )e  hulf^ 
parUqoel'eatodlentgéoaètrealMdecelteiaéllMds.    IM^' 

\^ 
SOLUTION  DU  PROBLÈME  104  (t.  lY,  p.  560).      ^ 


M.  smouan. 

BUT*  an  Colléfe  royal  nlliiaire. 

Soit  A  la  ligne  totale;  a.,  a,,  â,,....â.le8flegiiieotS{  S,  Y  "j 
la  sarface  et  leydimie  da  polyèdre  donné;  «,,  9^\  9^  v^  eUu, 
les  valeara  analogaea  poor  les  polyèdres  segmentairea  :  on 
aura  «  d'après  la  similitude ,  ^ 

donc  . 

\/7.  +  \/7.+yr,A-    +yK_a.+a,+-.--{-an_, 

ÏP~S  Â  *'  ; 

donc 


donc 

Y =[iy;;,+iK^+^.+  +krj   c. q. f. d. 

Dans  oètte  dernière  question ,  il  me  semble  qœ  Ténoncé 
n'est  pas  complet  ;  on  ne  spédGe  pas  que  les  polyèdres  aeg- 


i 


itieaiblablesaa  polyèdre  donné  ;  et  cependant 
t  in  eondilkm  qoe  les  segments  soient  homologues  à  la 
ÈûM  entière.  J'ai  cru  la  similitude  supposée ,  et  le 
ïsetrauTeTrai. 


NOTE  SUR  L'EXPRESSION  -. 

oc 


Ub  élèTe  en  élémentaires  du  œllége  de  Marseille  fait  i'ob- 
JRfioo  soiTante  :  la  bissectrice  extérieure  de  Tangle  d*un 
tegle  divise  le  côté  opposé  en  deux  segments  sùustr actifs 
apediTement  proportionnels  aux  côtés  adjacents;  or, 
Infoe  le  triangle  devient  isocèle ,  ces  deui  segments  de- 
tenent  infinis  et  les  deux  côtés  adjacents  sont  égaux  ;  on 

ne  —  =  i  ,  et  cependant  —  =  -  quantité  indéterminée. 

Bàfwue  :  l'expression  ^  est  sauvent  indéterminée ,  mais 

fÊÊ  amsiammeni.  Soit  un  triangle  ABC  ;  prolongeons  AB  et 

iCindéfiniDoent,  et  supposons  que  le  côté  BC  s'éloigne  du 

«nmel  A  sans  changer  de  direction  ;  les  deux  autres  côtés  du 

triangle  deviennent  inGniment  grands  ,  et  conservent  pour- 

AB 
laot  le  rapport  fini  -r^ ,  c'est  ce  qu'on  écrit  par  l'équation 

Ali 

oo         AB  oc 

—  =  TTT,  et  si  AB  SI  AC ,  on  a  —  =  1  ; 

ac  Ati  oc 

.       o    0      AB 
si  BC  s'approchait  sans  cesse  de  A  ,  on  aurait  enfin  r  =  r^  9 

0        Alj 
UJC  oc  -  . 

ea  général  t — : —  devient  —  lorsque  x=zoc,  et  touteiois 
ox  -7-  c  oc 

oc       A  0  sin  X 

abn —  =  7i  r  peut  même  devenir  infini;  ainsi- — -— -  se 
oc       b    0  i—co$x 
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réduit  à  -  en  faisant  j;  =  0,  et  loatefois  dans  ce  cas  -  =  œ-^ 
Uoe  hraoehe  de  Taiialyse,  Dommée  calcul  iinfiniiéiinmli. 


même  pour  bot  unjqae  de  déooaYiir  les  Ttleim  ( 

que  preoDent  les  expressions  qui  se  présenteot  sous  la  fonT" 

de  --  et  d'en  découvrir  les  diverses  propriétés         Tm.      gn»  - 


.*■ 


ÉCLAIRCISSEMENT 
Sur  le  problême  de  prohabitité  de  la  page  ^iS. 


il 


On  a  demandé  ce  qne  signifie  l'expression  valeur  Mali. 
de  la  blancheur  (p.  219)  ;  c'est  ce  qu'on  désijpae  sous  le  noitf^ 
i'etpéranee  maihémaiique.  Supposons  que  diaque  bille  UaB? 
che  vaille  1  franc  ;  au  commencement  l'urne  A  a  pour  valeur  - 
eertaioe  n  francs;  au  bout  de  la  première  seconde,  sa  valeur  in- 
certaine est  de  n  —1  francs  ;  et  au  bout  de  i  secondes,  sa  va- 
leur probable  est  $  (p.  220)  (P^oir  Laplace,  Prob.,  p.  301).  Tm. 


SOLUTION  DU  PROBLEME  SUR  L'AXE  RADICAL 
(LU,  p.  327); 

FAm  M.  waaneum , 

élève  en  spéciales. 


Étant  données  deux  circonférences  dans  le  même  plan  r 
A  un  point  sur  la  première  circonférence ,  et  B  un  point  sur 
la  seconde  ;  trouver  sur  l'axe  radical  des  deux  dreonfé- 


-Ml  — 

ao  poiot  C,  tel  qu^en  mcoant  les  sécanles  CA,  CB  , 
/ J  docoopent  les  circoufêrcDccs  en  deax  poiols  D,Ë ,  de  ma- 
■treque  la  droite  DE  soit  à  angle  droit  sur  Taxe  radical. 

le  fais  d^abord  déterminer  le  lieu  des  points  tels  qu'en  les 

jRgoant  à  deox  points  Gxes ,  la  différence  des  angles  des 

1^  de  jonction  avec  la  droite  fixe  soit  donnée. 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  la  droite  fixe  AB 

fl,  31  ) ,  et  la  pcrpendicolaire  à  cette  droite  élevée  par  le 

O  :  si  G  est  un  des  points  du  lieu ,  nous  devons  avoir  : 


CBA  — CAB  =  u; 
(ta 

*^tr**n^=^''  So"  AB=rt.  Alors  tgCBA= 


2r 


I^CBAtgCAB      *  -s  ^_2^' 

kC\B  =  — Th:-i  sabstituanldans  la  valeur  de  igw,  il  vient  : 


•g" 

2^          sir 

K,  en  chassant  le  dénominateur  et  ordonnant  : 

^        tg«  ^4 

Le  lien  cherché  est  donc  une  hyperbole  équilatère ,  ayant 
xm  centre  au  milieu  de  la  droite  fixe. 

Pour  résoudre  le  problème ,  remarquons  que  la  ligne  des 
centres  étant  parallèle  à  DE  {flg.  32),  Tangle  que  fait  DE  avec 
la  drœte  AB  qui  joint  les  deux  points  est  donné  :  appelons  &» 
son  supplément. 

Dans  le  triangle  ADF ,  nous  avons  A  -}-  D  =  &> ,  mais  le 
point  C  étant  sur  Taxe  radical ,  le  quadrilatère  DEAB  est 
inscriptiblc  et  partant 


<)onc 


A-Ul)=A  +  i80«  — B=r-: 

A— B=:— t80  +  a»=«'. 


VÊM , 


Le  point  G  appartient  donc  au  lîca  précédent  : 


y- 


9ay 


--•+ï-=o, 


eirtetenectioii  de  cette  hjperlMde  éqoflatère  avec  Taie  Ài. 
dieal  donnera  le  point  cbercbé. 

Note.  C'est  une  propriété  connae  de  rbjrperbde  éqoilft 
tére ,  que  dans  le  triangle  formé  par  deux  cordes  sap|il4 
nienlaires  et  l'axe  focal ,  la  diflérence  des  angles  à  Vê^sb  il 
constante  ;  la  somme  est  constante  dans  le  cercle. 

L'énoncé  peat  être  ainsi  généralisé  :  Inscrire  dans  ot 
cercle  doimé  an  quadrilatère  ABCD  ;  les  sommets  adjaoen 
A ,  B  sont  donnés  ;  le  côté  CD  est  donné  de  direction  \  iW' 
tersedion  des  côtés  AG ,  BD  est  sar  nne  ligne  donnée; 
cette  ligne  est  droite ,  le  problème  est  toujours 
d'une  solution  géométrique. 

/tedî/fealûm.  Le  lieu  géométriqpe  de  la  page  186  est  4e 
M.  Joies  Binder ,  élève  en  spéciales  ;  il  a  été  mis  par  mè- 
Ksrde  sous  le  nom  de  M.  Menlion ,  qui  m'a  indiqué  cette 
rectification. 


ANMONGE. 


Mémoire  de  Mathématique,  par  R.  CBAOvn,  Docteur  es 
sdencGs.  Marseille ,  1846,  in*8<»,  de  120  pages. 
On  en  rendra  compte. 


I 
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KHÊLASAT  AL  HISÀB. 

ou 

EÉBice  du  calcul  de  Behà-eddin  Mohammed  ben  al-HoÈOiSn 
al'Aamouli, 

îateil  d'après  U  venkm  allemande  de  Neftselmann  publiée  à  Berlin  en  1B4S , 


fJLSL  M.  AaiSTDX  «mnA», 

Soldat  au  i\»  régiment  de  ligne. 


PREFACE. 

Onsaitqae  les  premiers  algébristes  européens  dorent  les 
âèrneots  de  leur  science  aux  Arabes,  mais  nous  ne  possé- 
fas ,  qae  je  sache ,  aucun  ouvrage  français  qui  traile  de  la 
ttUire ,  de  l'étendue  et  de  Torigine  de  lalgèbre  de  nos  insti- 
Inteors.  Aucun  extrait,  aucune  traduction  de  leurs  ouvrages 
■alhématiques  n'ont  été  livrés  à  l'impression.  C'est  Tinten- 
tiOQ  de  remédier,  bien  imparfaitement  sans  doute,  à  cette 
péourie  ccmipléte  de  documents  sur  cette  matière,  ou  plutôt 
4e  signaler  cette  pénurie  môme ,  qui  m'a  déterminé  à  faire 
paraître  le  présent  opuscule. 

Le  Khélasai  al  Hisàb  (Essence  du  Calcul  )  jouit  d'une  ré- 
putation considérable  dans  la  Perse  et  dans  l'Inde  ;  on  le  re- 
garde comme  le  traité  par  excellence,  ai  c'est  même  à  peu 
près  le  seal  que  Ion  y  enseigne.  Bref  et  concis ,  il  nous  pré- 
sente CD  outre  un  avantage  important  pour  l'histoire  de  la 
icicnce  ;  car  on  y  trouve  indiquées  les  limites  des  connais- 
sances algébriques  au  temps  de  Tauteur. 
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Ccl  ouvrage  fui  rumpoM'  par  Beh^-ëddin  Mohajimkd  BMàL*' 
Hosa'i?!^  al  Âi^wooLi ,  qui ,  suivant  le  biographi*  Niz43i-bddi3i^ 
AïiMEL>,  naquit  ù  Baalhei' ,  ûnm  le  moïs  d'Hilhaj ,  053  Hijri,jjj^^ 
cl  mourut  à  hfakan,  tm  Shriwâî  1031  ;  c'est-à-dTe  que  Tan-^ 
lïéc  de  sa  nuissanco  est  Tan  1547  de  notri?  ère,  et  celle  de  sa  r. 
mort.  Tan  1622.  Nous  pouvons  ajouter  que  noire  auteur  est  ^ 
Syrien  de  naissance;  car  Baalbecei  ^famoul  sont  deux  villes  ^ 
de  Syrie;  la  première,  l'ancienne  héliopoUs^  dans  le  pâ-  ^ 
rhalic  é'^cre ,  la  seconde,  dans  celui  de  Damas,  .  ^ 

D*après  Torienlaliste  anglais  Strachey,  et  son  ami ,  le  sa-  J 
vant  Indien  [VUci.awi  Rofshe^  Ali,  Brra-ëddin  psI  aosaî 
rauteur  d  un  ^'rand  numbre  d'écrit*»  sur  la  relii^ion,  les  lots, 
tii  grammaire,  elc;  d'un  traité  de  l'astrolabe,  et  d*un  ou- 
vrage sur  lastronomie.  Outre  l'algèbre  déjà  citée»  it  en  omii- 
niença  une  autre  plus  étundue,  le  Bàhr  al  Hùah  (rOcéan 
de  Calculs),  qui  ne  fut  probablement  jamais  finie  ,  car  soi- 
vQDl  MjiCLAwi  RousHEN  A 14  ,  les  commentaleurs  s'accordent 
à  dire  qu'elle  n'existe  pas. 

11  n*y  a  aucune  raison  pour  croire  que  les  Arabes  connu- 
rent jamais  plus  d'algèbre  que  n*en  comporte  Touvrage  de 
BEHA-EDDn;  car  longtemps  avant  lui  la  science  éJait  parve- 
nue à  toute  sa  hauteur.  Nous  pourrons  donc ,  par  le  Khéia- 
sût  al  f/isâby  nous  faire  une  idée  de  la  nature  et  de  retendue 
des  connaissances  algébriques  des  Arabes ,  et  ceci  me  porte 
a  espérer  qu'une  traduction  ûdêle  et  littérale  ne  sera  pas 
lout  à  fait  indigne  de  rintérèt  des  savants  indulgents  qui  ont 
bien  voulu  m'encourager  el  slniéresser  à  moi  ^  qui  n'avais 
que  zèleeti^ratitude. 

Aristide  Marrk. 
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Aa  nom  de  Diea,  clément  ot  misérioordieux. 

WoQS  te  bénissons,  toi,  dont  aucun  nombre  ne  liinite  là 
amne  des  grâces ,  et  dont  les  divisions  répétées  sans  fin  ne 
coodoisent  à  aucune  fin  ;  nous  prions  pour  notre  Seigneur 
Imasmeo  ,  l'Elu ,  et  pour  sa  famille ,  principalement  pour 
kl  quatre  membres  liés  entre  eux  (1),  les  possesseurs  du 
■uHean  de  sonveraineté  (2).  Ceci  fait ,  alors  (osera  se  nom- 
Kr)  celai  qai  est  pauvre  en  comparaison  de  Dieu  le  Riche, 
lnA-EDDi?c  Mohammed  ,  fils  de  Hosaïn  ,  d'ÂAMOUL  ;  puisse 
Ken  le  Très-Haut  ne  lui  laisser  dire  que  ce  qui  sera  vrai  au 
JOBT  OÙ  compte  sera  rendu. 

D  dit  :  Quant  à  Tarithmctique,  on  sait  combien  sa  sub- 
est  sublime ,  combien  son  rang  est  éminent ,  ses  pro- 
élégants, ses  démonstrations  solides;  on  sait  que 
kemoonp  de  sciences  ont  besoin  d'elle ,  et  que  dans  une  mul- 
lîtaide  innombrable  d'affaires  on  en  fait  usage.  Ceci  est  un 
Mlé  qui  embrasse  ses  cléments  les  plus  nécessaires,  et 
itenil  dans  ses  chapitres  et  sections  ce  qu'elle  a  de  plus  im- 
fortanl.  Ce  traité  renferme  en  outre  d'élégants  artifices  choi- 
si parmi  ceux  qui  constituent  l'essence  des  ouvrages  des  an- 
ciens auteurs,  et,  élaboré  d'après  ces  bases  distinguées,  il 
de  direction  aux  auteurs  à  venir.  Je  lui  ai  donné  le 
d'essence  du  Calcul ,  et  Tai  partagé  en  une  introduç- 
te  et  dix  chapitres. 

INTRODUCTION. 

L'arithmétique  est  une  science  qui  apprend  à  trouver  des 
Booibres  inconnus  en  vertu  de  connaissances  spéciales  ;  son 
objel  est  le  nombre  ;  et  attendu  que  celui-ci ,  comme  on  le 
dit,  se  manifeste  dans  la  matière,  par  ce  molif  on  compte 
rarithmétiqne  parmi  les  sciences  abstraites.  Toutefois  les 
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opinions  sont  partagées  là-dessus.  Scûvant  les  uns,  le  nombre'B'^ 
est  une  collection ,  qui  peut  se  réduire  à  Tanité,  ainsi  qa'A^" 
ce  qui  est  composé  avec  cette  dernière;  d'après  cette  dMni«ft^ 
tion ,  Fanité  est  comprise  dans  le  nombre.  Suivant  d'aotriBS^^i^ 
le  nombre  est  la  demi-somme  de  ses  deux  Umites  ;  alors 
Tunité  est  exclue  ;  on  s'est  efforcé  cependant  de  l'y  introduire, 
en  prenant  pour  limite  inférieure  une  fraction.  La  vérité  est 
que  l'unité  n'est  pas  un  nombre ,  bien  que  les  nombres  soient 
formés  avec  elle,  de  même  que  la  substance  simple,  confor- 
mément à  ceux  qui  admettent  une  telle  substance,  n'est  nulle-  * 
ment  un  corps ,  bien  que  les  corps  soient  formés  avec  elle.  ^' 

Le  nombre  est  absolu ,  et  alors  il  se  nomme  nombre  em^ 
tier^  ou  bien  il  se  rapporte  à  une  unité  adoptée  ;  il  se  nomme 
alors  fraction,  et  cette  unité ,  son  dénominateur.  Si  le  nom-  ^^ 
bre  absolu  est  exprimable  avec  les  neuf  cbiSres ,  ou  s'il  a  une 
racine  carrée,  on  l'appelle  articulé;  sinon,   on  l'appelle  * 
muet  (3).  Si  le  nombre  articulé  est  égal  à  la  somme  de  ses  di-  ^ 
viseurs ,  il  s'appelle  parfait  ;  est-il  plus  petit ,  il  s'appelle  sur- 
abondant,- est-il  plus  grand ,  il  s'appelle  défectueux. 

Le  nombre  a  trois  ordres  primitifs  :  unités ,  dizaines  et 
centaines  ^  les  nombres  plus  élevés  qui  dépassent  ces  limites^ 
et  il  y  en  a  une  infinité ,  peuvent  néanmoins  se  ramener  à  ces 
ordres  primitifs.  Les  savants  hindous  ont,  à  cet  effet,  in- 
venté les  neuf  caractères  connus  (4). 

CHAPITRE  PREMIER. 

LE  CALCUL  DES  NOMBRES  ENTIERS. 

Joindre  un  nombre  à  un  autre ,  s*appelle  additionner;  l'en 
retrancher,  soustraire  ;  le  répéter  une  fois ,  doubler  ;  et  plu- 
sieurs fois,  suivant  le  nombre  d'unités  contenues  dans  un  au- 
tre nombre ,  multiplier  ;  le  partager  en  deux  parties  égales, 
démidièr,'  en  plusieurs  parties  égales ,  suivant  le  nombre 


p 


I  d'an  aatre  nombre ,  diviser  ;  produire  le  nombre  par 
kBOjen duquel  on  carré  s'est  formé,  se  nomme ea?l^atre 
if  rwMe  carrée.  Noos  distribaons  ces  opérations  dans  des 
«âOBS  disliiicles. 

PREMIÈRE  SECTION. 

jédditian. 

Écris  les  deux  nombres  l'un  sous  Tautrc ,  et  commence , 
i  prtir  de  la  main  droite ,  à  ajouter  chaque  chiffre  à  son  cor- 
npondant;  en  résulte-t-il  un  nombre  plus  petit  que  dix , 
dm  écris-le  au-dessous;  pour  un  nombre  plus  grand ,  son 
esoisi  pour  dix ,  un  zéro  ;  dans  ces  deux  derniers  cas ,  pour 
h  diiaine  retiens  dans  ta  pensée  ^une  unité ,  afin  de  Ta- 
jmer  aux  nombres  de  Tordre  suivant,  ou  bien  écris-la  à 
eW  de  l'ordre  précédent,  si  ces  nombres  n'existent  pas ,  ou 
oA  ordre  même.  Tout  chiffre  qui  n'a  pas  de  correspon- 
fait  »  place-le  tel  qu'il  est  dans  le  rang  de  la  somme.  Yoici  le 


20372 
7656 


z 


28028 


.  s'il  y  a  plusieurs  rangs  de  nombres,  écris-les  les  uns 
sots  les  autres,  ordre  par  ordre,  et  commence  par  la  droite, 
01  retenant  dans  ta  pensée,  pour  chaque  dizaine,  une  unité, 
ri  qae  to  l'as  appris.  Voici  le  tableau  : 

72373 

3318 

514 


76205 


Apprends  que  la  éiÊplicaiion  est  proprement  l'addition  de 
deux  nombres  égaux ,  seulement  tu  n'as  pas  besoin  d'écrire 
fois  le  même  nombre,  mais  tu  ajoutes  chaque  chiffre  à 


^ 


a 


Jui-même,  couuoelu  ferais  de  son  correspondant.  Voici  It 

lableau 

252073  1 

504U^  ^ 

à 
Ta  psui ,  dans  ces  opérations ,  cotïimeDcer  aussi  par  la 

gauche  j  sculetnrni  iï  le  faut  cnsoile  biffer,  corriger  el  tirer 
des  lignes  ,  ce  qui  est  une  complication  ^ans  utilité.  1^  ta- 
bleau est  comme  ci- dessous  :  , 


ADDITION 
DE  DEUX  NomewEf  - 


ADDITION 

JJE   t»l.1J SCIEURS   NOKItRES. 


DUPUCATION, 
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î 

9 
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2 
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— 

— : 
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0 
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3 

4 

7 

0 

4 
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a . 

— 

— . 

— 

S 

0 

i 

b 

1 

8 

0 
0 

0 
1 

G 

à 

i 

a 

Saches  que  Von  appelle  balance  (5)  d'un  nombre  ce  qui  | 
reste  quand  on  en  6te  neurautant  de  fois  que  possible.  Alors  là 
preuve  de  Taddition  et  de  la  duplication  consiste  en  ceci,  que 
fon  additionne  les  balances  des  nombres  additionnés,  et  que 
l'on  double  la  balance  du  nombre  doublé;  puis  Ton  prend  la 
balance  de  ta  somme.  Maintenant  y  a-t-il  diiïérence  avec  la 
balance  du  rèsuUal,  c*es!  que  le  calcul  est  faux. 

DHOXtÈMg  SECnON. 

Démidiaiion. 

Commence  par  la  gatiche  ,  et  au-dessous  de  chaque  chiffre 
pose  sa  moitié ,  s'il  est  pair,  et  le  nombre  entier  compris  dans 
sa  moitié  s'il  est  impair,  on  même  temps  que  pour  la  frac- 
tion ta  reliens  cinq  dans  ta  pensée,  pour  rajouter  à  la  moitié 


il  diUIre  précédent,  si  c'est  an  nombre diflërcnt  de  Tanité  ; 
Mil  est-ce  un  oa  zéro ,  alors  (n  poses  le  cinq  an-dessous. 
Ayrès  arplr  pareoarn  le  rang ,  conscrves-tn  une  fraction  ? 
ahnpoar  Tindiquer  écris  un  demi  ;  ainsi  : 

8730313  ^ 
0 

1^365156  1 

2 

Ttt  peux  égsdement  commencer  par  la  droite ,  en  écrivant 
cBire des  lignes,  comme  d-dessous  : 


1 

s 
1 

S 

6 
2 

4 

» 

-^^ 

— 

8 

3 

1 

La  preuTe  consiste  en  ceci ,  que  Ton  double  la  balance  de 
h  moitié ,  et  que  de  ce  résultat  on  prend  encore  la  balance; 
eH-il  différent  de  la  balance  du  nombre  démidié  ?  c'est  que 
k  calcul  est  faux. 

TROISIÈME  SECTION. 

Soustraction, 

Ordonne  les  deux  nombres  comme  précédemment ,  com-* 
nence  par  la  droite,  enlève  chaque  chiffre  de  celui  placé 
ao-dcssas,et  pose  le  reste  sous  la  ligne  horizontale.  N'y  a-t-il 
aucun  reste?  mets  un  zéro.  La  soustraction  n'est-clle  pas 
possible?  alors  prends  une  unité  des  dizaines  voisines,  fais 
alors  la  soustraction ,  et  écris  le  reste.  Mais  si  la  place  ûe» 
diiaines  est  vide,  alors  tu  prends  aux  centaines  une  unité 
qui ,  par  rapport  aux  dizaines ,  signiGc  dix  ;  tu  en  laisses 
neof  à  cette  place,  tu  procèdes  avec  l'unité  comme  tu  as . 
appris,  Gt  tu  pousses  ropération  jusqu*au  bout  ;  ainsi  : 


27Ô753 
29872 


240SBI 
Tu  peu%  encore  commencer  par  la  gaoche  ;  ainsi 
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La  preuve  consiste  en  ceci ,  que  Ton  retranche  la  balance  du  | 

nombre  à  soustraire  de  la  balance  du  nombre  dont  on  sous-  ^ 

Irait ,  si  cela  est  possible  ;  sinon ,  on  ajoute  neuf  à  ce  dernier  . 

nombre,  et  Ton  soustrait.  Si  ce  reste  diffère  de  la  balance  du  i 

reste,  c'est  que  le  calcul  est  faux,  , 


M 


QUATRIÈME  SECTION. 

Multiplication. 

Ceci  est  la  rccberche  d'un  nombre  tel ,  que  son  rapport  à 
Tuu  des  maltiplicateurs  soit  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  runitc  et  Fautre  multiplicateur  j  d'où  il  suit  que 
Tunité  n*a  aucune  influence  dans  la  multiplication.  Il  se  pré- 
sente ici  trois  cas,  ou  c'est  un  nombre  dmpie  à  multiplier 
par  un  nombre  simple  (6) ^  ou  un  mnple  par  un  composé ^  ou 
un  composé  par  un  composé. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  :  soit  des  unités  par  des  unités^ 
soit  des  unités  par  des  non-unités^  ou  des  non-unités  par  des 
non-unités.  Ce  qui  concerne  la  première  subdivision  parle 
de  soi-même.  Dans  les  deux  autres ,  au  contraire ,  réduis 
les  non-unités  en  unités  de  même  nom    Ensuite  muHiplir 
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fittowléf  entre  elles  et  retienB  le  (nrodiiit  ;  pois  addilionne 
kl  BOBbret  qui  représentent  les  ordres  des  deux  facteurs, 
Rfranche  «»  de  la  somme ,  et  élève  le  produit  à  l'ordre 
■vqué  par  ce  reste.  Si  tu  dois,  par  exemple,  multi- 
plier 30  par  40,  alors  tu  places  12  à  l'ordre  des  centaines , 
Risque  le  nombre  des  ordres  est  quatre,  et  que  le  troisième 
»Ée  estl'ordre  des  centaines  ;  as-tu  40  à  multiplier  par  500? 
tes  ta  places  20  i  Tordre  des  mille,  car  la  somme  des 
looilHies  des  ordres  est  cinq  (7). 

Les  demdème  et  troisième  cas  se  ramènent  au  premier,  s^ 
I  Ton  décompose  le  nombre  composé  en  ses  simples.  Multiplie 
cMule  les  nombres  simples  chacun  à  chacun  et  additionne 
kirésQlUts. 

11  y  a  des  régies  élégantes  pour  la  multiplication  qui 
coodniaent  à  la  solution  de  problèmes  intéressants. 

Bcgle  pour  deux  nombres  entre  cinq  et  dix  :  Prends 
Fun  des  facteurs  dix  fois  et  du  résultat  retranche  le  produit 
it  ce  fadeur  par  le  complément  à  dix  de  l'autre  facteur. 
Soit  à  multiplier  8  par  9  ;  nous  retranchons  de  90  le  produit 
de  9  par  3;  le  reste  est  72. 

Une  antre  règle  (8)  :  Additionne  les  deux  facteurs  et  con- 
fldére  comme  dizaines  l'excès  de  cette  somme  sur  dix  ;  au 
résolut  ajoute  le  produit  des  compléments  à  dix  de  chaque 
bdear.  Soit  i  multiplier  8  par  7  ;  nous  ajoutons  à  50  le  pro- 
doit de  2  par  3. 

Aègle  pour  la  multiplication  d'unités  par  un  nombre  com- 
pris entre  dix  et  vingi  :  Additionne  les  deux  facteurs,  consi- 
dère comme  diiaines  l'excès  de  la  somme  sur  dix  ;  de  ce 
lémltat  retranche  le  produit  des  différences  avec  dur,  des 
dcnz  nombres  proposés.  Soit  à  multiplier  8  par  14 ,  nous 
retranebons  de  120  le  produit  de  2  par  k. 

Règle  pour  la  multiplication  de  deux  nombres  compris 
¥oD  et  l'antre  entre  dix  et  vingi  :  Ajoute  les  UDifés  de  Vun. 


1 

avec  l'aulre  lout  t^nlier,  coosidèrc  la  somme  comme  de**''! 
dizaines  ;  à  ceci  ajoule  le  produit  des  unités  par  lei  unités.  '^ 
Par  exemple,  pour  multipHer  l'i  par  i3|  nous  ajoutons  à  i* 
150  six.  *l 

Règle  :  S'il  te  faut  mullîplier  un  nombre  quelconque  par  5,  fi 
ou  50,  ou  500,  prends  sa  molLié  dix  fois,  ou  cent  fois»  ou 
oiîUe  fois,  et  prends  pour  la  fraction  ]a  moitié  de  ce  que  tu  as  ril 
pris  pour  le  nombre  entier.  Par  exemple^  16  multiplie  par  5  i 
donne  80,  ou  17  par  50  donne  850.  i 

Règle  pour  la  multiplication  d'un  nombre  entre  dix  et  4 
vingt  par  un  nombre  composé  entre  tnngî  et  cent  :  Multiplie  | 
les  unités  du  plus  petit  par  les  dizaines  du  plus  graud,  ajoute  il 
au  produit  le  plus  grand  nombre,  considère  la  somme  comme  ji 
des  dizaines ,  et  à  ce  résultat  ajoute  le  produit  ilcs  unités  par  i| 
les  unités;  Soit  à  multiplier  12  par  26  ;  tu  ajoutes  4  à  26 j  lu  i| 
considères  30  comme  autant  de  dizaines»  tu  finis  Topera tion ,  \ 
et  il  vient  312.  , 

Règle:  S'il  le  faut  multiplier  un  nombre  quelconque  par  { 
i5,  ou  150,  ou  1500,  augmente-le  de  sa  UKâîié,  et  prends  le 
résultai  dix  fois,  ou  cent  fois,  ou  mille  fois,  cl  pour  la  frac- 
lion  prends  la  moitié  de  ce  que  tn  as  pris  pour  le  nombre 
entier.  Ainsi,  24  multiplié  par  15  donne  S60,  25  multiplié 
par  150  donne  3750. 

(9)  Règle  pour  la  multiplication  de  deux  nombres  entre 
vingt  et  cent  ayanl  même  cbiffre  de  dizaines  r  Ajoule  » 
J'un  des  facteurs  les  unités  de  Tautre,  mulfiplie  la  somme 
par  le  cbiffre  des  dizaines,  considère  le  produit  comme  des 
dizaines,  et  augmente  le  du  produit  des  unités  par  les  unités. 
Exemple:  pour  multiplier  23  par  25,  tu  multiplies  2$  par  2, 
tu  Hppdles  le  produit  56  dizaines,  tu  appliques  c<jmplétemenl 
la  règle,  et  alors  il  vient  575, 

Règle  pour  deux  nombres  cnlre  vingt  et  cent  avec  des 
dizaines  en  nombre  diiïèrenl  :  Mulliplie  leïi  dizaines  du  plus 
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pu  mamibn  par  le  |diis  grand  toot  entier,  ajoute  ao  réanllat 
kiroMt  des  unités  da  pins  petit  nombre  par  les  diiaines 
il  ylos  grand ,  considère  cette  somme  comme  antant  de 
et  joins-loi  le  produit  des  unités  par  les  unités.  Par 
,  pour  multiplier  23  par  34 ,  ajoute  i  68  neuf»  et  à 
TJtdooae. 

Bégle  poor  deux  nombres  inégaux ,  dont  la  demi -somme 
eM  an  nombre  entier  ;  additionne-les ,  multiplie  leur  demi- 
wme  par  elle-même  et  retranche  du  résultat  le  carré  de 
kor  demi-différence.  Soit  à  multiplier  24  par  36;  de  900 
nlrmdie  le  carré  de  la  demi- différence  des  nombres,  lequel 
al  M,  alors  il  reste  864. 

Règle  :  Quelquefois  la  multiplication  devient  plus  facile, 
fiToe  cpie  Ton  divise  Tun  des  facteurs  par  le  plus  petit 
ionibre  de  l'ordre  supérieur,  que  Ton  moUiplie  l'autre  fac- 
teor  par  le  quotient,  et  que  l'on  répèle  le  résultat  ainsi 
cbtena  an  nombre  de  fois  indiqué  par  le  diviseur  adopté, 
lia  de  donner  à  la  fraction  sa  valeur.  Ainsi ,  soit  à  multi- 
ffier  25  par  12;  divise  le  premier  nombre  par  100,  le  quo- 
tint  est  nn  quart;  maintenant  prends  un  quart  de  12  et 
■altiplie-le  par  100,  ou  bien  25  par  13,  le  quart  de  13  est 
on  qoart ,  et  le  résultat  325. 

Régie  :  Quelquefois  la  multiplication  devient  plus  facile, 
li  In  doables  un  des  facteurs  une  et  plusieurs  fois,  si  tu  démi- 
ses Fantre  de  la  même  manière,  et  si  tu  multiplies  l'un  par 
r&alre  les  deux  résultats.  Soit  25  à  multiplier  par  16  ;  si  tu 
doubles  maintenant  le  premier  nombre  deux  fors  et  si  tu 
démidies  le  second  le  même  nombre  de  fois,  cela  se  réduit 
alors  à  multiplier  4  par  100.  Cela  est  tout  à  fait  évident. 

Éekdreiisernent.  —  Mais  si  les  chiffres  sont  nombreux  et 
que  l'opération  devienne  difficile ,  tâche  alors  de  t'aider  de 
récriture.  Dois-tu,  par  exemple,  multiplier  un  nombre 
simple  par  un  nombre  composé,  écris-les  ;  ensuite  multiplie 


par  le  chiiïre  du  nombre  simple  le  nombre  du  premier  raaf, 
el  pose  au-dessous  les  uoltès  du  produit;  quant  aux  dîzaii 
coDserve-les  comme  autant  d'unités  dans  ta  pensée,  pour 
ajouter  au  pmdui  t  du  rang  suivant ,  si  toutefois  il  s'y  troi 
un  nombre.  S'y  Irouve-t-il ,  au  contraire ,  ou  zéro  ?  ali 
écris  ce  nombre  de  dizaines  au-dessous.  Obtiens-tu  un  pro-   '^ 
duil  n'ayant  pas  d'unités  ?  mets  un  zéro ,  et  pour  chaque  *^ 
dizaine  retiens  nue  unité  dans  ta  pensive  ;  procède  arec  elles  'F 
comme  tu  as  appris.  Mulliplies-tu  par  zéro?  écris  un  zéro. 
Enfin,  si  des  zéros  s'adjoignent  après  le  nombre  simple,     . 
écris-les  à  droite,  à  la  suite  du  produit.  Exemple  :  5  à  multi- 
plier par  le  nombre  612043 ,   le   tableau  de  ropération  est 
comme  ci-dessous  t 

62043 
310215 


El  si  c'eût  été  500,  alors  tu  aurais  dû ,  à  la  droite  du  produit, 
adjoindre  deu^i  zéros,  ainsi  :  31021500. 

Mais  si  tu  as  un  nombrecomposéàmultiplier  par  un  nombre 
composé,  il  y  a  d'autres  méthodes,  telles  que  celles  du  réseau^ 
de  la  ceinture,  du  vis-à-vis  et  autres  ;  mais  la  plus  connue  est 
celle  du  réseau.  Trace  une  %ure  à  quatre  côtés  et  divisc-la 
en  carrés ,  et  chaque  carré  en  deux  triangles ,  un  supérieur 
et  un  inférieur,  par  le  moyen  de  diagonales,  comme  tu  le 
verras  tout  d'abord  ;  ensuite  place  l'un  des  facteurs  au-dessus 
de  la  figure,  chaque  chiffre  sur  un  carré,  et  l'autre  à  la 
gauche,  les  unités  en  bas,  au-dessus  d'elles  les  dizaines, 
ensuite  les  centaines,  et  ainsi  de  suite.  Apres  cela,  multiplie 
les  chiffres  séparément,  chacun  à  chacun,  et  pose  le  produit 
dans  le  carré  ;  s'il  s'y  rencontre  deux  chiffrer,  les  unités  dans 
le  triangle  inférieur,  les  dizaines  dans  le  supérieur,  ei  laisse 
videsle^  ferrés  auprès  desquels  es(  placé  un  zéro.  Maintenant 


IM  ciuit  rempli ,  mets  alors,  sans  y  rien  dianger  sons  la 
e,  œ  qui  ae  tronTe  dans  le  premier  triangle  en  bas  i 
î  ;  sll  est  YÎde,  mets  an  zéro  ;  c'est  là  le  premier  chiffre 
k  prodait  ;  enaaite  additionne  ce  qui  se  tronve  compris 
aire  deux  traosrersales  et  pose  le  résultat  à  gauche  da 
frieideni;  si  l'eipace  est  ride,  mets  un  zéro,  absolament 
t  dans  l'addition.  Par  exemple  si  nous  voulons  multi- 
I  Ifier  €2374  par  207,  voici  le  tableau  de  l'opération  (10)  : 
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I         t  9  1  I  4  1  8 

La  preuve  consiste  en  ceci ,  que  l'on  multiplie  les  balancei 
les  deux  facteurs  l'un  par  l'autre  ;  si  la  balance  de  ce  pro- 
<hdt  diflSre  de  celle  du  résultat  obtenu ,  c'est  que  le  calcul 
est  fan. 

CINQUIÈME  SECTION. 

Divisian. 

Ceci  est  la  recherche  d'un  nombre  qui  ait  avec  l'uni  lé  lo 
néoie  rapport  que  le  dividende  avec  le  diviseur;  ainsi,  c'est 
l'inverse  de  la  multiplication.  L'affaire  ici  consiste  donc  en 
ce  <iue  l'on  cherche  un  nombre  dont  le  produit  par  le  divi- 
seur est  ^1  au  dividende ,  ou  est  moindre  que  celui-ci  d'un 
nombre  plus  petit  que  n'est  le  diviseur. 

Si  le  produit  mentionné  est  égal  au  dividende ,  alors  le 
nombre  trouvé  se  nomme  le  quotient  ;  et  s'il  est  plus  petit . 


\ 
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de  la  manière  énoncée,  donne  à  la  diïïêrence  le  dii 
pour  dénominâieer ,  alors  celle  fraclion,  jointe  au  m 
entier,  est  le  qoolient. 

Si  les  nombres  sont  grands,  Irace  une  lable  avec  f 
de  bandes  que  le  dividende  a  de  places  ;  mets  celles-ci 
les  lignes,  le  diviseur  en  bas,  de  telle  sorte  que  les  d 
de  la  plus  haute  espèce  soient  placés  Tun  sotis  Vi 
si  le  diviseur  n'est  pas  plus  grand  que  les  chifTres  dii 
dende  qui  lui  correspondent  ;  s'il  eu  est  ainsi ,  mets  le 
seur  au-dessous  ;  dans  le  cas  contraire,  mets-le  de  façoi 
soit  placé  sous  ravant-dernier  cbîJTre  du  dividende 
Knsuife  cherche  le  plus  grand  nombre  parmi  les  unité 
le  produit  par  chacun  des  chilîres  du  diviseur  puisse  s€ 
Irairc  des  chitTres  du  dividende  qui  se  trouvent  précis 
au-dessus  d*euXj  ou  peul-ôtre  à  gauche,  et  pose  le  resl 
une  ligne  de  séparation.  As- lu  trouvé  un  pareil  no 
alors  mets-le  au-dessus  de  ta  ta 
la  place  qui  corresfïond  au  pi 
cbiffre  du  diviseur,  et  procède 
lui  comme  tu  as  appris.  Ensuite  f 
le  diviseur  d'un  rang  à  droite, 
qui  reste  du  dividende  d'un  i 
gauche,  après  que  tu  as  lire  nm 
horizontale.  Ensuiic  cherche  d' 
veau  le  plus  grand  nombre ,  c 
auparavant,  et  pose-le  à  drû 
premier  et  procède  tivcc  lui  t 
tu  as  appris.  Ne  peut-il  se  t 
aucun  nombre  de  celte  espèce 
pose  un  zéro  et  avance  à  i 
comme  précédcmmenl  ,  suco 
ment  d'un  rang  jusqu  à  c*'  quVntîn  l'ordre  lo  plus  fa 
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ioil  plftoé  8008  l'ordre  le  plii8  faible  da  dividende; 

c'est  ce  qui  e8t  placé  aa-dessus  de  la  table  qai  est 

.  b  fDOlient.   S'il  reste  quelque  cbose  du  dividende ,  alors 

^flrt  vne  fraction  dont  le  déDoroÎDateur  est  le  diviseur.  Par 

e— pIcli?Dombre97574i  doit-il  être  divisé  par  le  nombre53, 

En  k  quotient  est  18410,  comme  nombre  entier,  et  il  de 

Sorties,  si  53  est  pris  comme  unité.  Le  tableau  est  ci-conlre. 

b  preoTe  consiste  en  ceci ,  que  Ton  multiplie  la  balance 

'  ÉifBOtient  par  la  balance  du  diviseur,  et  qu'à  cela  on  ajoute 

h  hilanoe  du  reste,  s'il  en  existe  un  ;  la  balance  de  cette 

est-elle  diflérente  de  la  balance  du  divideode?  alors 

kcricol  est  défectueux. 

SIXIÈME  SECTION. 

Extraction  de  la  racine  carrée. 

La  quantité  que  Ton  multiplie  par  elle-même  s'appelle 
ÏÏÊBme  en  arithmétique,  Côté  en  géométrie,  et  shaï  (Chose) 
ai  algèbre.  Le  résultat  s'appelle  carré.  Si  le  nombre  est 
petit,  la  recherche  de  la  racine  carrée  n'exige  aucun 
dbrt  d'esprit ,  dès  qu'il  est  rationnel  ;  est-il  irrationnel  ? 
letranches^n  le  carré  qui  en  approche  le  plus,  et  donne  au 
reste ,  pour  dénominateur,  le  double  de  la  racine  du  carré 
soustrait  augmenté  de  l'unité;  c'est  la  racine  du  carré  sous- 
tait  jointe  à  cette  fraction  qui  est  la  racine  carrée  par  approxi- 
■atioo  du  nombre  donné  (12). 

Hais  s'il  est  grand ,  alors  place-le  au  dedans  d'une  table , 
eounne  le  dividende ,  et  marque  les  rangs  de  deux  en  deux  ; 
CBBuite  dierche  le  plus  grand  nombre  parmi  les  unités ,  de 
I  que,  si  tu  soustrais  son  carré  du  chiffre  situé  au-des- 
ide  la  première  marque  et  de  celui  qui  le  précède  (situé 
à  sa  gauche),  il  y  ait  un  reste  nul  ou  moindre  que  le  carré 
soustndt  (13).  As-tu  trouvé  un  pareil  nombre?  alors  place- 
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le  en  haut  el  en  bas  à  une  distance  déterminée;  multipKé'' 
ensuite  le  supérieur  par  Tinférieur,  el^ 
mets  le  prodait  sous  le  nombre  dool     i 
la  racine  carré  est  demandée,  de  leUe    j 
sorte  que  ses  unités  soient  placées  sons  ' 
le  multiplicateur }  soustrais  le  prodoit  ^ 
de  ce  qui  se  trouve  au-dessus  et  à 
gaiicbe ,  et  écris  le  reste  au-dessQUS,    ' 
après  que  lu  as  tiré  une  ligne  de  sépa- 
ration. Après  cela,addilioone  le  nom- 
bre écrit  en  haut  avec  celui  écrit  en  ii 
bas,  et  écris  la  somme  en  bas  en  airan-  | 
çaul  d'un  ratigà  drollc.  Ensuite  cher- 
che de  nouveau  le  plus  grand  nombre,  tel  que,  si  tu  l'as 
écrit  en  haul ,  à  ia  seconde  marque  et  aussi  en  bas ,  son 
produit ,  par  tout  le  nombre  inférieur,  puisse  se  sonstraire 
de  celui  qui  se  trouve  au-dessus  et  à  gauche  ;  ce  nombre 
est*il  trouvé?  alors  procède  avec  lui  comme  tu  as  appris, 
additionne  le  nombre  d'en  haut  avec  celui  d'en  bas ,  et  avance 
ce  qui  se  trouve  en  bas  d'un  rang  à  droite.  Mais  un  semblable 
nombre  ne  peut-il  se  trouyer?  alors  pose  en  haut,  à  la  marque 
et  en  bas  un  zéro^  et  avance  d'un  rang.  Procède  de  môme, 
jusqu*à  ce  que  tu  sois  à  la  fia ,  alors  ce  qui  est  écrit  en  haut 
est  la  racine  carrée ,  et ,  s'il  n'est  demeuré  aucun  reste  sous 
les  lignes  de  séparation,  alors  le  nombre  est  un  carré  ration- 
nel ;  y  a-t-il  un  reste,  alors  il  est  carré  irrationnel^  et  ce  reste 
est  une  fraction  dont  on  trouve  le  dénomiuateur  si  on  addi- 
tionne, avec  ce  qui  se  trouve  en  bas^  ce  qui  est  en  haut^  à  c6té 
de  la  dernière  marque  joint  à  Tunité.  Exemple  t  nons  vou- 
lons extraire  la  racine  carrée  de  ce  nombre  128172,  nous 
opérons  c^mme  nous  avons  dit,  et  ensuite  le  tableau  est 
comme  ci-dessus.  Sous  les  lignes  de  séparation,  il  est  resté  8, 
et  c'est  une  fraclion  dont  le  dénominateur  est  formé ,  si  on 
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«▼6e  ce  qui  se  troare  en  bas,  ce  qai  se  troa?e  en 
Mk  la  dernière  nuurqae,  joint  à  Tunité,  et  c'est  717. 
la  iireitTe  consiste  en  ceci ,  que  Ton  carre  la  balance  du 
1 1  Éallal,  etqa'on  loi  ajoute  la  balance  du  reste  s'il  y  en  a  un. 
1 1  lÉitmant  la  tialance  de  cette  somme  diffère-t-ellede  la  ba- 
da  nombre  donné ,  alors  le  calcul  est  faux. 

SECOND  CHAPITRE. 

CALCUL  DIS  FRACTIONS  y 

€!ontefunU  trois  préliminaires  et  six  sections, 

*  PREMIER  PRÉLIMINAIRE. 

S  deox  certains  nombres  autres  que  runité  sont  égaux,  on 
ta  nomme  :  identiques  ;  un  autre  cas  est  celui  où  le  plus  petit 
■ourele  plus  grand,  on  les  nomme  alors  nombres  aliquo- 
ki;im  antre  cas  encore  est  celui  où  un  troisième  nombre  les 
wnre  loos  les  deox ,  akurs  on  les  nomme  congruents ,  et 
h  fraction  dont  le  dénominateur  est  ce  troisième  nombre , 
s'appelle  leur  eongruence ,-  si  cela  n'a  pas  lieu,  on  les  nomme 
héiérogènes.  L'identité  est  une  chose  claire  par  elle- 
;  on  reconnaît  les  autres  états  de  corrélation  de  deux 
I,  si  l'on  divise  le  plus  grand  par  le  plus  petit  ;  il  n'y 
s  pas  de  reste,  alors  ils  sont  aliquotes  ;  s'il  y  a  un  reste, 
mus  divisons  le  diviseur  par  le  reste,  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qi^àceqn'on  ne  trouve  plus  aucun  reste;  alors  les  nombres 
sont  coogments,  et  le  dernier  diviseur  est  leur  plus  grand 
fftwwftii»  diviseur  ;  mais  si  l'on  parvient  à  l'unité ,  comme 
reste,  alors  ils  sont  hétérogènes.  Déplus  la  fraction  est  ou 
wiieuUe  (14) ,  et  ce  sont  les  neuf  (  premières  )  fractions 
coonnes,  ou  muettes,  qu'il  n'est  possible  d'exprimer  qu'à 
l'aide  d'âne  circonlocution.  De  plus ,  chacune  d'elles  est 
OQ  rimple,  comme  un  tiers,  un  onzième;  ou  multiple  comme 
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deui  tiers^  ileiiX  onzièmes,  ou  dépendante^  comme  un  demi  d'iia'^ 
sixième ,  un  onzième  d'un  treizième,  ou  composée,  commem'^ 
tiers  et  un  demi,  un  onzième  et  un  treizième.  j 

Si  lu  veux  écrire  une  fraclion ,  écris-la  ainsi  :  quand  elle  ^ 
est  jointe  à  un  nombre  entier,  celui-ci  tout  en  haut,  et  la^ 
fraction  au-dessous,  le  numérateur  sur  le  dénominateiir ;^ 
dans  le  cas  contraire ,  mets  un  zéro  à  sa  place*  On  unit  les" 
fractions  composées  par  le  mot  et  et  les  fractions  dépen^^i 

i  H 

dantes ,  a? ec  le  mot  de.  Ainsi  Ton  écrit  :  un  el  deux  tiers  2  ;  ^ 

trois  .| 


la  moitié  de  cinq  sixièmes  I 
quarts  :  2 

S 

6 

0      0 


deux   cinquièmes    et 


0 


0 

:^  et  3  ;  un  omcième  d'un  treizième  1  de    I . 
5      4  11         13 

DEUXIËUE  PRÉLlMlNAIftE. 


: 


Le  dénominateur  d'une  frac  lion  est  le  plus  petit  nombre  i 
qui  en  fasse  un  nombre  entier.  Le  dénominateur  d'une  frac- 
lion  simple,  frappe  les  yeux,  et  n'est  pas  différent  du  dé- 
nominateur d'une  fraction  multiple.  Le  dénominateur  d'une 
fraction  dépendante  est  le  produit  des  dénominateurs  do 
ses  fractions  simples.  Quant  à  la  fraction  composée  ,  com- 
pare les  dénominateurs  de  ses  deux  fractions  ;  sont-ils 
des  nombres  bétérogènes  muUiplie-les  Vun  par  rau- 
tre  ;  sont'  ils  congruents  ,  alors  multiplie  la  congruence 
de  cbacun  d'eux  par  Tau  tre  i  sont<ili  aliquotes ,  alors  con- 
tente-toi du  plus  grand  ;  ensuite  compare  le  résultat  avec  le 
dénominateur  de  la  troisième  fraction  ,  el  procède  comme 
tu  as  appris,  et  ainsi  de  suite;  le  résultat  est  le  dénominateur 
chercbé.YeQx^lu  par  exemple  le  dénominateur  commun  des 
neuf  premières  fractions,  multiplie  2  par  3,  puisquils  sont 
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|.  hMrogèoM,  le  résultat  par  la  moitié  de  4,  puisqu'ici  il  y  a 
lence;  le  résultat  par  5,  a  cause  de  rbélérogénéilé; 

lis  €  se  trouve  dans  le  résultat,  contcntc-toi  donc  de  celui-ci, 
Mmiltiplie-Ie  par  7,  à  cause  de  Thétérogénéitc,  et  le  résul- 
W  par  un  quart  de  8,  puis  celui-là  par  un  tiers  de  9,  à  cause 
ieh  congmencc  ;  10  se  trouve  dans  le  résultat  qui  est  2520  ; 
a»-eii  donc  satisfait  ;  c'est  en  effet  le  dénominateur  demandé. 

Jddiiton.  Tu  peux  aussi  comparer  tout  ensemble  les  dé* 
MBhialeurs  des  Tractions  simples.  Ceux  d'entre  eux  qui  sont 
ompris  dans  un  autre,  passe  par  dessus,  et  contente-toi  du 
plus  grand;  pour  ceux  qui  sont  congments  avec  un  autre, 
substitue  leur  congruence ,  et  procède  de  même  avec  cette 
cMjm^fiee,  jusqu'à  ce  que  les  dénominateurs  soient  réduits  à 
l'hétérogénéité;  ensuite  multiplic-lcs  les  uns  par  les  autres  ; 
le  produit  est  la  quantité  demandée.  Dans  l'exemple  »  efface 
2,  3,  4  et  5  puisqu'ils  se  trouvent  dans  les  dénominateurs 
suivants  ;  6  est  congruent  avec  8 ,  suivant  un  demi ,  en  con- 
séquence substitue-lui  sa  moitié  ;  mais  celle-ci  se  trouve  dans 
9,  elfiice-la  donc;  8  est  congruent  avec  10,  suivant  un  demi  ; 
m  oonséquence  multiplie  5  par  8,  le  produit  par  7,  et  celui-ci 
fÊT  9,  alors  tu  as  le  nombre  demandé. 

Facétie  (15).  On  obtient  ledénominaleur  des  neuf  fractions, 
si  oo  multiplie  les  jours  du  mois  par  le  nombre  des  mois,  et 
œ  produit  par  les  jours  de  la  semaine.  Ou  bien  si  on  forme 
un  produit  de  ceux  de  ces  dénominateurs  qui  contiennent  la 
lettre  :  AI?i.  Le  maître  des  fldèles,  Ali  (salut  à  lui!),  interrogé 
là-dessus,  répondit  :  multiplie  les  jours  de  la  semaine  par  h*s 
jours  de  l'année. 

TROISIÈME  PRÉLIMINAIRE. 

Traniformaiion  des  fractions  mélangées  en  fractions  impura 
et  réciproquement, 

La  transformation  d'une  froction  nsélan^ée  on  une  impure, 

A^^.  »K-llATnÉJlAT.  V.  VJ 
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I 

consiste  en  ceci ,  qac  1  on  fait  d'un  nombre  entier  une  frac-ftl 

lion  ayant  le  dénominateur  d'une  fraclion  donnée,  el  l'opé-  i* 

ralion  est  celle-ci  :  si  la  réunion  d  un  nombre  cnlier  et  d*uiie  fli 

I 
fraction  est  donnée^  on  multiplie  le  nombre  entier  par  le  dé-  0 

nominateur  de  la  fraction,  et  à  cela  on  ajoute  le  numèrateiir. 
Ainsi  la  tranisformatîon  de  2  un  quart  donne  9  quarts  j  la  con- 
version de  G  trois  cinquièmes  égale  33  cinquièmes  et  la  con- 
version de  4  un  vingt  et  unième  égale  85  vingt  et  unièmes. 

La  transformation  d'une  rractioo  impure  en  une  mêkûgée, 
consiste  en  ceci  que  1  ou  fait  d'une  fraction  un  nombre  en- 
tier* Si  nous  avons  par  exemple  :  une  fraction  dont  le  nu- 
mérateur  est  plus  grand  que  le  dénominateur,  alors  nous  le 
divisons  par  le  dénominateur  ;  ensuite  le  quotient  est  on 
nombre  entier,  et  le  reste  une  fraction  avec  le  dénomina* 
leur.  Ainsi  la  résolulion  de  qoinie  quarts,  est  trois  et  trois 
quarts. 

PREMIÈRE  SECTION. 

addition  et  duplication  des  fractions. 

On  prend ,  après  )e  dénominateur  rendu  commun  ^  la 
somme  ou  le  double,  et  c'est  pfir  lui  que  l'on  divise  le  nu- 
mératenr,  si  ce  dernier  est  plus  grand  ;  s'il  est  plus  petit , 
on  écrit  le  dénominateur  au-dessous^  s'il  lui  est  égal,  le  ré- 
sultat est  une  unité.  Ainsi  un  demi,  un  tiers  et  un  quart  éga- 
lent un  et  un  douzième  ;  un  sixième  et  un  tiers  c'est  un  demi  ; 
un  demi,  un  tiers  et  un  sixième  c'est  un  ;  et  le  double  de  trois 
rii)i|uièmes  est  un  et  un  cinquième. 


DEUXIÈME  SECTIOxN. 

Demidiattûn  et  soustraction  deR  fractions* 

f)€midiaîîon.  Si  le  numérateur  est  un  nombre  pair, 
alors  demidie-le  ;  si  c'est  un  nombre  impair,  alors  double 
le  dénominateur  et  écris-le  !=ous  le  numérateur.  Cela  est 
évident, 


A 
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SmiUra^ùm.  Soastrais-Dn  nimiératcur  de  l'autre,  après 
qslls  90Dt  rédoits  aa  même  dénominalcur,  et  écris  sous  ce 
le  déoonimatear  commun. 
Si  ta  soustrais  ainsi  un  quart  d*un  tiers,  il  reste  un 


TROISIÈME  SECTION. 

MuUiplicalion  des  fractions. 

Si  d'un  cùté  seulement  il  y  a  une  fraction ,  avec  ou  sans 
HBbre  entier,  multiplie  kl  fraction  impure  ou  le  numérateur 
fiB|ile  par  le  nombre  entier  ;  ensuite  divise  le  produit  par  le 
déBominateQr,  ou  écris  celui-ci  au-dessous;  si  Ton  multiplie 
deux  cl  trois  cinquièmes  par  quatre,  alors  nous  divisons  le 
piodait  de  la  fraction  impure  et  du  nombre  entier,  c'est-à- 
dbe  52  par  5,  il  vient  alors  10  et  deux  cinquièmes. 

Si  nous  avons  à  multiplier  :i  quarts  par  7,  alors  nous  divi  • 
sons  21  par  4  ;  il  vient  alors  5  un  quart ,  et  c'est  là  la  quantité 
demandée. 

Si  des  deux  c6lés  se  trouve  une  fraction^  et  avec  cbacnne, 
avec  une  seule,  ou  avec  aucune,  un  nombre  entier,  alors 
anltiplie  les  numérateurs  des  fractions  impures  l'un  par  Tau- 
Ire,  ou  bien  la  fraction  impure  par  le  numérateur  de  lautçc, 
ou  bica  numérateur  p<ir  numérateur,  et  que  ce  soit  là  le 
premier  résultat.  Puis  multiplie  dénominateur  par  dénomi- 
naleory  et  que  ce  soit  là  le  second  résultat.  £n6n  divise  le 
preuiier  par  celui-ci ,  ou  écris  ce  dernier  comme  dénomina- 
teur sous  le  premier;  le  résultat  est  alors  la  quantité  de- 
mandée. Ainsi  le  produit  de  2  et  un  demi  par  3  et  un  tiers 
est  8  ou  tiers;  le  produit  de  û  un  quart  par  5  sixièmes  est  1 
et  7  huitièmes,  et  de  3  quarts  par  5  septièmes,  cest  un  demi 
plus  un  vingt-Kuitième. 


OUAÎRIËME  SECTION. 

Divimn  dea  fractions. 

Ici  se  présentent  huit  cas,  comme  la  réfleiion  l'aUcste. 
Le  procédé  cooi»isle  en  ce  que  lu  mullipli^s  le  dîvitieiide  et  Jj 
le  diviseur  par  le  dénomioaleur  commun,  si  des  deux  côtés  2 
sont  défi   fractioos ,    ou    par   le  dénominateur   existant ,  ^ 


si  sculeineût  un  cù\é  reoferme  une  fractioii  i  ensuite  ta 
divises  le  produit  du  dividende  par  le  produit  du  divi^ur,  ^ 
ou  bien  tu  écris  celui-ci  comme  dénominateiir  au-dessnui. 
C'est  ainsi  que  si  Too  divise  5  un  quart  par  3,  le  quotient  est  J 
I  trois  quarts  ;  et  inversement  si  l'on  divise  3  par  5  un  quart, 
4 septièmes;  et  deux  sixièmes  divisé  par  un  sijtième  donue2, 
eomme  le  montre  la  règle  de  la  division  ci -dessus  enseignée. 


An  reste ,  c'est  à  toi  de  rcchercticr  les  antres  exemples. 

CINQUIÈME  SECTION, 

Eû^traciion  de  la  racine  carrée  dei  fractions. 

Si  la  fraction  vst  jointe  à  un  nombre  entier,  arrange-la  de 
manière  que  le  tout  devienne  une  fraction.  Ensuite,  si  le  nu- 
mérateur et  le  dénominateur  sont  articulés ,  alors  divise  la 
ttBcine  du  numérateur  par  la  racine  du  dénominateur»  ou 
bien  donne  celle-ci  pour  dcnominaleur  à  celle-là.  Ainsi  la  ra- 
cine carrée  de  (i  un  quart  égale  2  et  un  demi,  et  la  racine 
carrée  de  I  neuvièmes  égale  deux  tiers.  Mais  s'ils  ne  sont  pas 
articulés^  alors  multiplie  le  numérateur  parle  dénominateur^ 
extrais  approximativement  la  racine  carrée  du  produit  et 
divîse-la  par  le  dénominateur.  Veux -tu  ,  par  exemple,  ex- 
traire la  racine  carrée  de  3  et  demi ,  alors  multiplie  7  par 
2  et  exilais  approximativement  la  racine  carrée  du  produit  ; 
elle  est  3  et  cinq  septièmes  ;  ensuite  divise-lâ  par  2  î  il  en  ré- 
sulte t  et  SIX  soplïèmt's. 
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SIXIÈME  SECTION. 

RéAidian  (Tune  fraction  à  un  dénominateur  donné. 

Hnhiplie  le  numérateur  de  la  fraction  par  le  dénomina- 
iBor  auquel  ou  doit  la  réduire,  cl  divise  le  produit  par  la 
dteominalenr  primitif,  le  quotient  est  le  numérateur  pour 
k  dénominateur  donné.  On  demande  combien  de  huitiémeii 
ly  a  dans  dnq  septièmes  :  divise  40  par  7;  il  en  résulte 
S  ?  hnitiënies  j  et  si  Ion  demande  combien  de  sixièmes,  alors 
lifé|MHiseest4  f  sixièmes. 

TROISIÈME  CHAPITRE. 
iiCHxacBE  Di  l'inconnue  par  lb  moyen  de  u  proportion. 

Ici  le  premier  terme  se  comporte  avec  le  second  comme 
le  troisième  avec  le  quatrième ,  et  le  produit  des  termes  ex- 
lemes  doit  élre  égal  au  produit  des  internes,  ainsi  qu*on  le 
démontre.  L'un  des  termes  externes  étant  inconnu,  divise 
le  produit  des  termes  internes  par  l'externe  connu;  si  c'est 
l'un  des  internes  qui  est  inconnu,  divise  le  produit  des 
lennes  externes  parTinterne  connu  ;  le  quotient  est  la  quan- 
tité demandée.  Les  problèmes  qui  ont  ici  leur  place,  sont 
rdatib  soit  à  la  somme  et  à  la  différence ,  soit  à  des  affaires 
ooimnarciales  et  choses  analogues. 

Premièrement,  On  peut  demander .-  quel  est  le  nombre 
qui,  si  on  lui  ajoute  un  quart  de  sa  yaleur ,  devient  trois  ? 

Soluiian.  Prends  le  dénominateur  de  la  fraction,  et  donne- 
lui  le  nom  de  tupporition.  Opère  à  l'aide  de  ce  nombre  et  sui- 
vant la  question;  ce  à  quoi  tu  parviens,  nomme  le  moyen; 
tu  as  ainsi  trois  quantités  connues,  savoir  :  la  supposition,  le 
oMifen  et  la  connue*,  par  la  connue  il  faut  entendre  ce  qui  a 
été  donné  par  celui  qui  a  posé  le  problème,  quand  il  a  dit  :  cela 
devient  tel  ou  tel  nombre.  Maintenant ,  la  suppoMion  en  sa 
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qualité  de  premier  terme,  sç  comporte  avec  le  moyen  en  sa 
qualité  de  second,  comme  rinconnue,  en  sa  quaîilé  de  Iroi-  •^ 
sième,  se  comporte  avec  la  connue,  qui  est  le  qualrîèoie.  m 

Multiplie  la  supposHion  par  la  connue,  et  divise  le  produit  ^ 
par  le  moyen  j  de  là  résulte  Tinconnue  qui  dans  cet  eremple  li 
esl  2  ci  deux  cinquièmes.  lÊ^ 

Secondement.  Si  l'on  posait  cette  question  5  livres  poar  a 
3  dirhems  {TG) ,  2  livres  pour  combien  ?  Ici  5  livres  repré-  û% 
sentent  Tobjel  évalué,  3  la  valeur,  les  2  livres  Tachât  et  la  f|| 
quantité  demandée,  c'est  le  prix.  L'objet  évalué  est  à  la  valeur, 
comme  Fachat  est  au  prix.  Ainsi  Tinconnue  est  le  quatrième 
terme  ;  c'est  pourquoi  divise  le  produit  des  termes  internes,  ^ 
c'est-à-dire  ti,  par  le  premier  terme  5*  Mais  si  Ton  demandait  J 
combien  de  livres  pour  2  dirhems ,  alors  Tiaconnue  serait  | 
Tachât ,  et  en  même  temps  le  troisième  terme  ;  aussi  lu  de-  | 
vrais  diviser  le  produit  des  termes  exlernes,  c'est-à-dire  10, 
par  le  second  ,  3.  De  là  on  déduit  celte  régie  :  multiplie  la 
dernière  donnée  de  la  question  par  son  hétérogène ,  et  divise 
le  produit  par  son  homogène*  j 

Ce  chapitre  est  d'une  grande  utilité.   Reliens-lcl   li  est    i 
celui  dont  on  implorera  le  secours  !  i 

QUATRIÈME  CHAPITRE. 

ftECtUâElCNt;   UK  L'tnCOKNaE    PAR  m  2UOYËK    LiË  UEVX  FAUSSES 

posmo?<s. 

Prends  pour  Tinct>nnue  le!  nombre  que  tu  voudras,  nomme- 
le"  r  première  supposfition  ^  ol  opère  conformément  à  Ténnncé  ; 
s'il  le  vérilie,  c'est  lui  Tinconnue.  Mais  s'il  en  dévie  de  Tuo 
ou  de  Taulre  côté  (en  plus  ou  en  moins),  alors  nomme  la 
différence,  première  déviation.  Ensuite  prends  un  aiilre 
nombre,  nommc4e  ;  seconde  supposition  :  s'il  dévie,  il  donne 
alors  la  seconde  dèination.  Après  cela ,  multiplie  la  première 
supposition  par  la  seconde  déviation,  et  nomme  le  produit 
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kfmmÊr  rémltel  .•  pais  la  seconde  sopposilkm  par  la  pre- 
■ère  dèvialian,  c'est  là  le  second  résultai.  Si  les  deax  dé- 
fîslioiis  tout  en  même  temps  positives ,  ou  négatives,  alors 
évise  la  diflérenee  des  deux  résultats  par  la  diSërence  des 
fax  dëviatioos  ;  dans  le  cas  contraire ,  divise  la  somme  des 
estai  rèsollats  par  la  somme  des  déviations  $  le  quotient  est 
bMBbre  demandé. 

On  voudrait  savoir  quel  est  le  nombre  qui,  augmenté  des 
;  tiers  de  sa  valeur,  et  de  1 ,  donnera  10  ?  Voici  :  Si  tu 
9 ,  la  première  déviation  est  6  ;  prends-tu  6 ,  le  se- 
\  déviation  est  1  ;  d'où  le  premier  résultat  est  9,  le  second 
9S,  et  le  quotient  que  tu  obtiens  si  tu  divises  la  diSërence  des 
itadtata  |iar  la  différence  des  déviations  est  5  deux  cin- 
fdèmca-  Tel  est  le  nombre  demandé. 

Od  TCKidrait  aussi  savoir  :  <iuel  est  le  nombre  tel  que  si  on 
Iri  ajoute  un  quart  de  sa  valeur ,  si  à  cette  somme  on  ajoute 
fss  trois  cinquièmes ,  et  si  de  cette  dernière  somme  on  re- 
tranche 5,  on  retombera  sur  le  nombre  demandé  lui-même. 
Si  tu  prends  4,  la  déviation  est  1  par  défaut;  si  tu  prends  8, 
c'est  3  par  excès.  D'où  il  suit  que  le  quotient  5,  provenant  de 
la  division  de  la  sonune  des  résultats  par  la  somme  des  dévia- 
tions est  la  quantité  chercbée. 

CINQUIÈME  CHAPITRE. 

aSCBiacBS  01  l'inconnue  par  lb  moyen  de  l'opération  de 
l'inversion. 

Ce  procédé  consiste  en  ceci ,  que  l'on  fait  le  contraire  de  ce 
que  l'interrogateur  a  déterminé  ;  a-t-il  doublé,  demidie  ;  a-^- 
n additionné, soustrais  j  a-t-il  multiplié,  divise ,  a-t-il  extrait 
la  racine  carrée ,  élève  au  carré  ;  a-t-il  employé  l'iaversion , 
renrerse  de  nouveau  la  question ,  et  commence  par  la  der- 
nière partie  du  problème  :  ensuite  tu  obtiens  la  solution. 


i:iiiG  de  9 ,  la    i 
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Exemple ,  On  demande  :  quel  est  le  nombre  td  i)tie  si  air 
le  Tnulljplie  par  lui-même,  s!  au  prodoH  on  ajoute  2,  si  au  w 
double  de  celle  somoie,  «>o  ajouie  3,  et  si  le  résultat  divisé  « 
par  5  est  ensuite  multiplié  par  10,  on  obtient  en  dernier  4 
lieu  50  ?  t^ 

Divîsp  ce  nombre  par  10,  mulliplie  îe  quotient  5  par  lui-  1 
même,  relrauchcs-fu  3;  de  la  moiliéde  -Il  soustrais  2  ,  el    I 
prends  la  racine  carrée  de  9  j  alors  c'est  celle  racine 
réponse  à  la  question. 

On  demande  :  quel  est  le  nombre  tel  qu'au{îmenlé  de  sa  | 
moitié  et  de  4,  il  fournisse  un  résultai  qui^  modîûédeLi  i 
même  façon,  donne  20?  Retranche  i,  puis  de  16  son  tiers,  i 
puisque  au  nombre  cherché  on  a  ajouté  sa  moitié,  alors  il 
reste  1 0  deus  tiers  ;  retranchos-en4  ;  et  du  resle  souïîlrais  sou 
tiers  i  il  vient  4  et  quatre  neuvièmes»  et  c'csl  là  la  solution 
(17).  Ditu  cunnuU  mieux  la  vérité. 

SIXIEME  CHAPITRE. 

GËOMÈTRIE. 

Composé  d'une  introduction  et  de  trois  seclions. 

INTRODUCTION. 

J^  géométrie  recherche  combien  de  fois  dans  la  grandeur 
continue  de  Tespacc,  Tunité  linéaire  ou  ses  divisions  ou  ces 
deux  mesures  à  la  foissonl  comprises,  si  cVsl  une  ligne;  ou 
combien  dr  fois  l'est  l'uni  lu  carrée ,  si  c'est  une  surface  ;  ou 
l'unité  cubique,  si  c'est  un  corps* 

Ul  ligne  est  la  grandeur  d'une  dimension;  on  la  divise  eo 
ligne  droite  qui  est  la  plus  courte  des  lignes  qui  joignent  deux 
poinis,  et  en  même  temps  celle  que  Ton  choisit,  quand  on  a 
le  libre  choix  ^  ses  dix  noms  sont  connus  (I7bis)j  avec  une 
de  ses  pareilles i  elle  ne  renferme  aucun  espace;  et  eu  ligne 
courbe  que  l'on  subdivise  encore  en  ligne  circulaire  qui  csl 
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el  en  courbe  non  circulcnre ,  dont  nous  n'aurons  pas 
î  oons  occuper  ici. 
La  mrfaee  est  la  grandeur  qui  n'a  pas  plus  de  deux  dimen- 
àm;  elle  est  plane ,  si  les  lignes  droites  qui  sont  tirées  sur 
dkfCcAocident  avec  elle  en  chaque  point.  Est-elle  limitée 
frnne  seule  ligne  circulaire,  elle  s'appelle  un  cercle;  la 
%M  qui  le  demidîe ,  le  diamètre  ;  et  celle  qui  ne  le  dcmidic 
pif,  corde  par  rapport  aux  deux  arcs^  et  hase  par  rapport 
NX  deux  segoaents  ;  est-elle  limitée  par  un  arc  et  deux  demi- 
iMièlres  qui  se  coupent  au  centre ,  alors  c'est  une  échan" 
(fwe ,  et  à  yrai  dire  il  y  en  a  une  grande  et  une  petite  à  la 
Ul  Si  elle  est  limitée  par  deux  arcs  dont  la  convexité  est 
loiimée  d'un  même  côté,  et  tous  deux  plus  petits  que  le  demi- 
cnde,  c'est  une  lune ,  s*ils  sont  plus  grands ,  alors  c'est  un 
1er  à  eketai  ;  si  les  deux  arcs  sont  convexes  de  cùtés  dilTé- 
fcoU ,  Tun  égal  au  demi-cercle  et  l'autre  plus  petit ,  alors 
c*cst  on  myrobolan  ;  s'ils  sont  plus  grands  que  le  demi-ccrcle, 
c'est  DD  navei.  Si  le  plan  est  limité  par  trois  lignes  droites, 
il  en  résolle  un  triangle  qui  est  équilatéral  ou  isocèle  ou  sca- 
léne ,  rectangle ,  obtusangle  ou  acutangle.  Si  ce  sont  quatre 
lignes  égales,  c'est  un  carré  ^  pourvu  qu'elles  soient  mu- 
toellement  perpendiculaires  ,  sinon  un  losange  ;  si  elles  sont 
inégales ,  avec  égalité  de  celles  situées  vis-à-vis  Tune  de 
Fantre,  c'est  on  rectotijffe  quand  elles  sont  perpendiculaires, 
aatreinent  un  parallélogramme;  si  aucune  de  ces  conditions 
n'a  lien,  alors  naissent  les  trapèzes;  certains  d'entre  eux  re- 
çoivent quelquefois  des  noms  particuliers ,  tels  que  le  tra-- 
pèse  à  une  pointe  j  à  deuxpointss ,  et  le  concombre  (18).  Si  le 
plan  est  borné  par  plus  de  quatre  cùtés,  il  s'appelle  polygone  ; 
et  si  les  côtés  sont  égaux,  on  dit  :  un  quintile,  un  sextile^  et 
ainsi  de  suite  ;  sinon  l'on  dit  une  flgure  quinquilatère ,  sexti- 
laUre,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  dix  ,  dans  les  deux  espèces; 
après  cela  on  les  appelle  Bgurc  à  onze  bases,  à  douze  bases, 


et  ainsi  de  siiile  dans  les  deux  espèces;  quelquerais  aussi 
quelques-unes  reçoiveol  des  noms  particuliers  comme  sgau- 

H I FORME  ,  TYMPAIHIFOBMK,  SPICCLIKORMÊ  (19). 


Le  corps  est  Ta  grandeur  de  trois  dimensions  ;  s'il  est  ter 
miné  par  une  surface  telle  que  les  Itgnes  droites  parlant  de 
SOU  iulérieur  sont  égales  entre  elles^  alors  c'est  une  sphère;  les 
cercles  qui  la  demidîent  s'appellent  grands  cercles;  les 
autres,  petits  cercles*  S'il  est  renfermé  entre  six  carrés  égao^t, 
alors  c'est  un  ciée.  Si  deui  cercles ,  en  même  temps  é^ux 
et  parallèles,  sont  unis  par  une  surface  telle  qu'une  lignée 
droite  joignant  les  périphéries  et  tournant  tout  autour^  coïn- 


cide  avec  elle  en  chaque  point  pendant  tout  son  parcours, 
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alors  c'est  un  cylindre  (  colonne}  ;  les  deux  cercles  sont  ses ^^ 
bases ,  et  la  ligne  qui  joint  leurs  centres  ,  son  axe:   celui-ci 
se  lient- il  perpendiculaire  à  la  base  ^  alors  le  cylindre  est'* 
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droit',  autrement,  oblique.  S*il  est  renfermé  par  un  cerclée!  " 
par  une  surface  convexe  pîniforme ,  qui  de  fa  périphérie  va 
se  réduire  en  un  |X)int ,  et  qui  est  telle  qii*une  ligue  droite  ' 
de  jonction  parcourant  la  périphérie,  coïncide  avec  elle  \ 
dans  tout  son  parcours,  alors  c'est  un  cône^  lequel  est  droit  \ 
ou  oblique^  le  cercle  est  sa  hase;  la  ligne  qui  joint  son  ' 
centre  avec  le  point  »  son  axe.  S'il  est  coupe  par  un  plan 
parallèle  à  la  base ,  alors  la  portion  soujacente  est  un  cône  \ 
raccourci.  Si  la  base  du  cône  et  du  cylindre  est  une  figure  ' 
angulaire,  ils  deviennent  tous  deux,  de  celle  façon ^  des  j 
corps  angulaires.  Voici  la  plupart  des  termes  techniques  em- 
ployés dans  cette  doctrine. 


PHEMIÉBE  SECTrON. 

Mesure  des  figures  rectilignes. 


I 


En  ce  qui  cuncerne  le  triangle,  rectangle  à  la  vérité,  mul- 
tiplie un  des  côlés  de  Tangle  droit  par  la  moitié  de  l'autre. 
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DusTcMusangle,  maltiplie  la  perpendiculaire  qui  tombe 
fcraBgle  obtns  sur  le  côté  opposé,  par  la  moitié  de  ce  côté 
^fOÊèj  oa  inTcrsement.  Dans  l'acutangle ,  fais  la  même  mal- 
^Bcatkm  ayec  la  perpeodiculaîre  partant  d'un  angle  quel- 
Mqœ  et  le  côté  opposé.  On  apprend  à  laquelle  de  ces  trois 
àiRi  an  triangle  donné  appartient ,  si  on  élève  au  carré  son 
pB  grand  côté  ;  ce  carré  est-il  égal  aux  deux  carrés  des 
■fircs  côtés,  alors  il  est  rectangle  ;  est-il  plus  grand,  il  est 
ACnsiDgle;  est-il  plus  petit,  il  est  acutangle.  On  trouve  la 
ainsi  qu'il  suit  :  Ton  prend  le  plus  grand  côté  comme 
,  Ton  maltiplie  la  somme  des  deux  plus  petits  par  leur 
,  Ton  divise  le  produit  par  la  base,  et  l'on  retranche 
kfiotient  de  cette  même  base;  ensuite  la  moitié  du  reste  est 
h&tance  da  pied  de  la  hauteur  à  Tcxlrémité  du  plus  petit 
cW.  Tire  de  là  une  ligue  au  sommet,  voilà  quelle  est  la  hau- 
kv;  moltiplie-la  par  la  moitié  de  la  base,  il  en  résulte 
nieodae  de  la  surface  j[20). 

Ftami  les  méthodes,  pour  trouver  l'aire  dti  triangle  équi- 
hlAral,  fais  attention  à  celle-ci  :  tu  multiplies  par  3  le  carré 
k  la  quatrième  partie  du  carré  d'un  côté  indistinctement  ; 
OHDte  c'est  la  racine  carrée  du  produit  la  réponse  (21). 

Dans  le  carré ,  multiplie  un  côté  par  lui-même  ;  dans  le 
rectangle,  par  son  adjacent  ;  dans  le  losange,  la  moitié  d'une 
diagonale  par  l'antre  tout  entière.  Partage  les  autres  qua- 
drilatères en  deux  triangles ,  alors  la  somme  des  deux  aires 
est  égale  à  l'aire  de  la  somme.  Pour  quelques-uns  d'entre 
eox,  il  y  a  des  méthodes  particulières,  mais  qui  ne  sont  pas 
propres  à  entrer  dans  ce  traité. 

Pour  ce  qui  concerne  les  polygones,  multiplie,  dans  l'hexa- 
gone régulier,  l'octogone  et  tous  les  autres  d'un  nombre  pair 
de  côtés ,  le  demi-diamètre  par  la  demi-somme  des  côtés,  le 
produit  est  la  réponse .-  or,  le  diamètre  est  la  ligne  qui  joint 
les  points  milieux  de  deux  côtés  opposés.  Tous  les  autres 
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seront  partagés  en  triangles,  puis  mesurés.  Ceci  est  Traiie 
pour  tous  en  commun  ;  mais  pour  quelques-uns  ou  a  des 
méthodes  comme  pour  les  quadrilatères. 

DEUXIÈME  SECTION. 

Memre  des  autres  surfaces.  ^^ 

Quant  au  cercle^  pose  un  Gl  sur  sa  périphérie  et  multiplie  leofi 
demi-diamètre  par  la  moitié  de  ce  fil,  ou  bien  retrandie  dai 
carré  du  diamètre  son  septième -et  son  demi-septième,  nmm 
multiplie  le  carré  du  diamètre  par  11  et  divise  le  produit  par  nï 
i  4.  Si  tu  multiplies  le  diamètre  par  3  et  un  septième,  tu  obtiens  ié 
la  péripbérieyCt  si  tu  divises  la  périphérie  par  ce  même  nombre,  iv 
tu  obtiens  le  diamètre.  A  l'égard  des  deux  secteursj  multiplia  i$ 
le  demi-diamètre  par  le  demi-arc.  Quant  aux  deux  segmenté,  fà 
marque  bien  le  centre,  et  achève  les  deux  secteurs^  alors  n 
il  se  forme  là  un  triangle;  retranche -le  du  plus  petit  « 
secteur,  il  en  résulte  le  plus  petit  segment ,  ou  ajoute-le  .| 
au  plus  grand,  il  en  résulte  le  plus  grand  segment.  Quant  à  ^ 
la  lune  et  slh  fer-à-cheval  ^  joins  leurs  points  extrêmes  par  |, 
une  ligne  droite  et  retranche  le  plus  petit  segment  du  ^ 
plus  grand  ;  partage  en  deux  segments  le  myrobolan  et  le  ^ 
navet,  ^ 

Pour  la  surface  de  làsphère,  multiplie  le  diamètre  par  la 
périphérie  du  plus  grand  cercle ,  ou  le  carré  du  diamètre 
par  quatre,  en  retranchant  trois  quatorzièmes  du  produit. 
L'aire  de  la  surface  courbe  du  segment  sphérique  est  égale  à 
l'aire  d  un  cercle  dont  le  diamètre  est  égal  à  la  ligne  qui 
joint  le  pôle  du  segment  avec  la  périphérie  de  la  base. 

Pour  la  surface  du  cylindre  droite  multiplie  la  ligne 
parallèle  à  l'axe  qui  joint  les  deux  bases  par  la  périphérie 
de  la  base. 

Pour  la  surface  du  cône  droit^  multiplie  la  ligne  qui  joint  le 
sommet  à  la  périphérie  de  la  base  par  cette  demi-périphcric. 
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PdQr  les  sorfaces  qui  ne  sont  pas  mentionnées  ici,  un  tâche 
ès*aîder  de  celles  qui  sont  mentionnées. 

TROISIÈME  SECTION. 

Mesure  des  corps. 
Dins  la  sphère,  multiplie  son  demi-diamètre  par  un  tiers 
4e  la  saperflcie,  ou  bien  retranche  du  cube  du  diamètre  ses 
Mb  quatorzièmes;  du  reste,  de  même,  et  du  dernier  reste, 
feBême  (22). 
Vonr  le  seclenr,  multiplie  le  demi-diamètre  de  la  sphère 
|vmi  tiers  de  la  surface  du  secteur. 

foar  les  cylindres  et  prismes  de  chaque  espèce ,  multiplie 

lihBBlear  par  la  surface  plane  de  la  base. 

Hpiir  les  cènes  entiers  et  les  pyramides  de  chaque  es- 

pne,  malliplie  la  hauteur  par  un  tiers  de  Taire  de  la  base. 

Four  le  cène  tronqué,  multiplie  le  diamètre  de  la  plus 

pude  base  par  la  hauteur  et  divise  le  produit  par  la  diffé- 

naee  des  diamètres  des  deux  bases,  il  en  résulte  la  hauteur 

èi  cône ,  comme  s'il  était  entier.  La  différence  entre  la 

fcwitenr  du  cùne  entier  et  celle  du  cène  tronqué  est  la 

kastcar  du  petit  cène,  qui  est  le  supplément  de  celui-ci; 

■■kipUes-en  le  tiers  par  la  plus  petite  base,  tu  obtiens 

mi  le  Yolome  du  petit  cène  ;  puis  retranche-le  du  cène 

eallcr. 

Four  la  pyramide  tronquée,  multiplie  un  cèté  de  la  plus 
gnode  base  par  la  hauteur,  et  divise  le  produit  par  la  diffê- 
reoec  entre  un  cèté  de  cette  base  cl  un  de  la  petite,  tu  as 
alors  la  hanlcnr  de  la  pyramide  entière;  mène  ensuite  Tope- 
ration  à  fin. 

Les  démonstrations  de  toutes  ces  opérations  sont  expli- 
quées dans  mon  livre  plus  étendu,  intitulé  -.  L'Océan  du 
c&LcoL  ;  puisse  Dieu  le  très-haut  me  donner  assistance  pour 
son  entier  accomplissement  : 
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SEPTIÈME  CHAPITRE.  ^ 

SUR  l'application  de  la  géométrie  ad  nivellement  usité  POOiïte 

L*EXÉCCTION    DES    AQUEDUCS,    A    LA    RECHERCHE    DES    HAUTIUIT.^) 
d'objets  élevés,  de  Là  LARGEUR  DBS  RIVIÈRES   ET   DE   Là  PlOliifa 

roaoniR  DIS  PURS.  i    «ii 

Ail*    ■ 

PREmiRB  SBCnON.  ïéÉfl 

NiceUement  du  9ol,  en  usage  pour  Fexicuiion  HmpÊdâum, 

Fais  une  tablette  d'airain^  on  de  semblable  matière,  m^ 
forme  de  triangle  isocèle;  meta  entre  les  extrteiitèa  de  aa 
base  denx  anneaax  et  aa  pied  de  la  bantenr  on 
portant  un  poids  ;  ensaite  passe-la  (par  ses  anneanz  an  i 
lien  d'an  oordeaa,  et  plaee  les  deux  bonts  de  odoi-cl  i 
deux  piqnets  de  bois»  droits,  èganz,  et  mis  à 
moyen  de  fils  a  plomb  sTec  l'aide  de  deax  hommes , 
tiennent  distants  Pan  de  l'antre  de  la  Um^iiienr  dn 
il  est  d'nsage,  à  la  rèrité,  que  le  oordean  soit  long  i 
aunes  ^  chacun  des  deux  piquets  de  bois  de  doq  ( 
Ensuite  observe  le  cordon  à  poids;  rencontre-t-il  la  potalifc 
de  la  tablelte?  alors  les  deux  lieux  sont  de  nîTeau  entre  en;  la 
sinon ,  descends  le  cordeau  de  la  pointe  de  l'un  des  piqueta  )ià 
jusqu'à  ce  que  le  cordon  à  poids  atteigne  Pangle  ;  alorakii 
mesure  de  la  descente  est  l'excès.  Laisse  un  des  denx  il 
hommes  circuler  du  côté  où  tu  veux  niveler  et  garde  dans  ta  tf 
mémoire,  une  à  une,  chaque  déviation  positive  et  négative,  a 
et  retranche  toujours  la  plus  petite  de  la  plus  grande  ;  le  reste  i 
est  la  difTércnce  des  deux  lieux.  Sont-ils  de  niveau  tous  les  i 
deux ,  alors  Teau  coule  difiRcilemcnt  ;  dans  le  cas  contraire , 
elle  coule  facilement  ou  pas  du  tout.  Si  tu  veux,  fais  aussi  ( 
un  tuyau ,  adapte-le  au  cordeau ,  et  expérimente  avec  Peau,  | 
alors  tu  n'as  besoin  ni  de  fil  à  plomb  ni  de  la  tablctle.  | 


Urne  mOrt  méthode  :  Pkce-toi  au  premier  paits  et  pose  ia 

vigie  de  Fastrolabe  horizontalement  ;  ensuite  qa'on  autre 

une  perdie  dont  la  longueur  est  égale  à  la  proton- 

da  paila;  qa'il  s'en  aille  du  côté  vers  lequel  ta  veux 

amer  Tcaa ,  et  qu'il  la  tienne  toujours  dressée  jusqu'à  ce 

^  ta  en  Toies  la  pointe  par  le  dioptre  ;  en  cet  endroit-là 

Fm  eoolc  sar  le  sol.  Si  l'éloignement  est  si  grand ,  que  tu 

pas  Yoir  la  pointe  de  la  perche  y  alors  apporta  une 

el  opère  de  nuit.  Et  Lui  tait  cela  bien  mieux! 

DEUXIÈME  SECTION. 

Recherche  de  la  hauteur  des  objets  élevés. 

Su  esl  possible  de  parvenir  an  pied  de  la  verticale  et 
I  le  terrain  est  uni ,  dresse  un  bàlon  verlicalement ,  et 
(hcMoi  de  manière  que  les  rayons  de  ton  ceil  passent  par  la 
fâte  dn  bâton  et  vers  le  sommet  de  la  hauteur  ;  ensuite 
Mnre  à  partir  de  ta  station  jusqu'au  pied  do  la  hautenr; 
ihiariliplie  le  résultat  par  l'excès  du  bâton  sur  ta  hauteur, 
rlifBS  le  produit  par  la  distance  de  ta  station  au  pied  du 
Mas  el  ajoute  an  quotient  ta  hauteur,  c'est  alors  la  quan- 
té  demandée. 

Oflc  auire  méthode  :  Mets  à  terre  un  miroir,  de  sorte  que 
Il  poisses  voir  dedans  le  sommet  de  l'objet  élevé  ;  ensuite 
mltîplie  la  distance  du  miroir  au  pied  de  la  hauteur  par  ta 
aBeet  divise  le  produit  par  la  distance  du  miroir  à  ta 
Mon;  le  quotient  est  alors  la  hauteur. 

Ois  auire  méthode  :  Dresse  un  bâton  et  cherche  le  rap- 
port de  son  ombre  à  sa  longueur  ;   il  est  précisément  le 
que  le  rapport  de  l'ombre  de  la  hauteur  à  la  hauteur 


iMe  autre  méthode  :  Cherche  la  longueur  de  Torobre  au 
noment  où  la  hauteur  du  soloil  monte  à  45  degrés,  c'est  en 
ntac  temps  la  mesure  de  la  hauteur. 


Une  autre  méthode  .  Placo  la  règle  do  rasIroLibe  à  45  ilc.| 


'^ 


*:rrés  cl  placr-'loi  ilf  ttlle  sorte,  que  lu  vmos  par  le  diopirei 
[)OÎii(c  de  la  liauleor  i  inesun*  ensuik*  dcpuîs  ta  stalîon  ju^ 
*|u*au  pied  de  la  hauleur,  el  ajoule  au  résultîît  t.i  taille  :  t^ 
somQie  est  ïa  quanlilé  demandée,  fZ 


\ 


Les  dèmonstra Lions  de  rcs  maméres  de  procéder  sont  ex 
posées  dans  mo»  |,'rand  ouvra^je.  J'ai  aussi  pour  la  dernier» 
inëiliode  une  démoiisiralîan  êlcgaule,  pour  laquelle  personm 
ne  m*a  devaDcé ,  el  que  j*ai  coiiifouniqué  darts  nm  glasi  ' 
luargitiale  dans  le  livre  Farski-iat-ol-Astrolabi  [2^)*  à 

(24 J.  Mais  si  Ton  ne  p^ut  pas  parvenir  au  pied  de  la  hau   ^ 
leur, d'une  moiilague,  par  exemple,  alors  regarde  son  som  i 
met  par  îa  règle  dioptrique,  observe  sur  quelle  ligne  d'ombM  H 
so  lient  rexirêmilé  inférieure  de  la  règle,  el  marque  II 
station.  Ensuite  tourne  la  régie  sur  une  ligne  d  ombre  en 
avant  ou  en  arriére,  et  ensuite  avance  on  recule  jusqu'à  ci 
que  lu  voies  de  nouveau  la  pointe  de  la  hauteur.  Mesure 
maintenant  la  distance  enire  les  deu^  stations,  et  muUipHe^ 
la  par  7  ou  par  i-2,  selon  le  mode  de  division  de  llnsiru^ 
ment*  î 

TIIOISIÈME  SEfrriON. 

Recherche  de  la  largeur  des  rivières  et  de  la  prafondefir  di 

puits. 


il 

1 

Premièrement.  Place-toi  au  bord  de  la  rivière  et  observo^ 
son  autre  bord  par  la  règle  dioptriqiic,  ensuite  retour ne-toî« 
de  manière  à  voir  par  la  même  règle  dioptrlque  un  endroit^ 
du  sol,  durant  que  l'aslrolabe  reste  à  sa  place;  maintenant • 
la  distance  entre  la  station  et  cet  endroit  du  sol  esl  égale  h  k| 
lurgeur  de  la  rivière. 

Secondement.  Mets  sur  le  puits  quelque  tliu^e  qui  reprè- 
senle  le  diamètre  de  son  ct>ntour,  el  laisse  tomber  en  bas  du 
milieu  du  diamètre ,  après  que  tu  en  auras  maniuè  la  place 


/ 
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chose  de  loard  et  de  brillant,  afin  qu'on  Tcrtu  de 
[«ntore  cela  parrienne  aa  fond  du  puits.  Ensuite  irise 
ImîcI  brillant  par  la  règle  dioptrique,  de  manière  que  ta 
l^de  Tision  donne  un  point  de  section  avec  le  diamètre. 
multiplie  la  distance  entre  la  marque  et  le  point 
liieclion,  par  la  hauteur  de  ta  taille,  et  divise  le  produit 
ifÊ  la  dislance  de  ce  point  à  celui  de  ta  station  ;  le  quotient 
[ath  profondeur  du  puits  (25). 

HUITIÈME  CHAPITRE. 

DES    INCONJIUES   PAR   LA    MÉTflODE    DR   iJkLGÈMi. 

Il  se  compose  de  deux  sections. 

PREMIÈRE  SECTION. 

Cft  nomme  Tinconnue  :  sha!  (chose),  son  produit  par  elle- 
atee:  alL  (possession) }  le  produit  de  shaï  par  mal  :  cAb  (dé 
acobe)  ;  de  sbaI  par  c%b  :  mXl-i-mXl  ;  de  sdaï  par  mXl-i-màl  : 
iiH-clB  ;  de  shaï  par  mXl-i-câb  :  cAb-i-C4b,  et  ainsi  de  suite 
m  fin;  —  d'abord  viennent  deux  mal,  ensuite  Ton  d'eux 
Ment  an  cAb  puis  tons  les  deux  ;  ainsi  la  septième  puissance 
otiAL-i-iiJkL-icÂB,  la  huitième  mXl-i-c.Ib-i-c.Ib,  la  neuvième 
cîi-M:ÂB-i-ciB  et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  puissances  ascen- 
fales  et  descendantes  sont  en  proportion  ;  ainsi  m al-i-mal 
oti  cIb  comme  cIb  est  à  mXl,  comme  mal  à  shaï,  comme 
ml  à  un,  comme  un  à  c?i  divisé  par  shaï,  comme  un  nivist  par 
Hdàroi  DIVISÉ  PAR  hXl  (*26). 

Lorsque  tu  veux  multiplier  une  puissance  par  une  autre, 
aUtlonne  leurs  nombres  de  position  (exposants)  si  elles  sont 
i^mtes  denx  d'un  même  côté  de  Tunitc  ;  le  produit  est  ensuite 
^■lénie  dénomination  que  cette  somme  ;  par  exemple  :  mal- 
kIb  par  mal-i-mXl-i-câb  \  la  première  expression  est  de  cinq, 
b seconde  de  sept  degrés;  en  conséquence,  le  produit  est 
U-i-cIb-i-cAb-i-cU  quatre  fois ,  et  cela  est  vèrilableiniMit  la 
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douzième  puissaace.  Si  elle»  sont  de  côtés  dtiïéreQts ,  alors  F 
produit  est  du  degré  de  l'excès,  et  du  côté  qui  coDtieot  l'ex<^s^ 
par  exemple  t  en  divisé  par  m'al-i-mVl  ,  mulMpUé  par  mki^/^ 
cM ,  donuc  ptvur  prodoit  sbaï  ,  el  le  prcKiuil  de  en  divisb  pA 
cIb-ï-càb-i-câb  par  mal-i-mal  i-cab^  est  -  trr*  uivrsÈ  par  mXM 
Sll  n'y  a  lieu  à  aucuii  excès,  alors  le  produit  porte  le  mémf 
nom  que  l  uuîté.  L'explication  plus  exacte  des  méthodes  4** 
la  division ,  de  rcxlraction  de  la  racine  carrée  et  des  autreM 
opérations  est  réservée  pour  mon  ouvrage  plus  étendu,       •' 

Les  opérations  algébriques  que  les  recherches  des  sayaot^i 
âont  parvenues  à  découvrir,  se  borne  ut  absolumeol  à  six  ^ 
et  leur  eiéculion  ne  s'étend  qu  au  »ombb£,  à  sraï  et  à  u)dM 

La  table  suivante  sert  à  trouver  les  résultats  de  la  mu]U^ 
plîcatton  et  de  la  division  de  ces  quantités,  aussi  lai-je  admtsii 
ici  pour  plus  de  commodité  et  de  brièveté  ;  voici  sa  compoi 
sitîon  : 


Miillip1i€«ndo« 


ï 


Un  dfv.  par 
Slàl 


Un  div.  par 
Sbâi 


Un 


Sbal 


mi 


Mal 


Un 


Shai 


Un  div.paf 
Sbat 


Un 


Un  div.par 


Dndlv.pir 

Sbaï 


Dndlv.MT 
€iib 


Unàiv  par 
Mèl 


Un  div  par 
MÉI-i-Mâl 


Shii 


Mil 


Un 


S  liai 
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Un  dîv.par 
ShaT 


Un 


Xlèl 


Shfli 


Un 


Un  div  par 
Sbai 


Un  div.par 


Divlauur. 


Multiplie  les  coefficients  des  deux  puissances  l'on  par 
laulre ,  le  révoltât  est  le  coefficieiit  du  produit ,  dont  le  degré 
**sl  celui  qui  se  trouve  là  où  les  deux  facteurs  se  rencontrent. 
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suiisIracUoa  a  lieu;  alors  la  quantité  dont  on  re- 
quelque chose  s'appelle  positive,  par  compensation , 
hfoaaliléretFanGhêe  s'appelle  négative,  La  multiplication 
Ane  quanliié  positive  par  sa  pareille ,  et  d'une  négative  par 
a  pareille»  donne  un  résultat  positif;  la  multiplication  de 
fnolités  d'espèces  différentes  donne  un  produit  négatif. 
Italtiplîe  les  termes  chacun  à  chacun ,  et  retranche  les  né- 
plib  des  positîb.  Par  exemple  :  10  et  un  shaï,  multiplié 
pv  10  moins  un  shaï,  donne  100  moins  mal;  5  moins  shaï 
fu  7  moins  shaï,  donne  35  et  1  mal  moins  12  shaï  ;  4  mal  et 
iMiiis  2  shaï  par  3  shaï  moins  5  ,  donne  12  càb  et  8  shaï 
■oins  (  26  mal  et  30  ).  Dans  la  division ,  cherche  ce  qui ,  si  tu 
leimlliplies  par  le  diviseur,  devient  égal  au  dividende  ;  pour 
cet  effet ,  divise  le  coefficient  du  dividende  par  le  coefficient 
ili  diviseur  »  c'est  là  le  coefficient  du  quotient ,  dont  le  degré 
dt  celui  qui  se  trouve  là  où  le  dividende  et  le  diviseur  se  ren- 
omirent. 

DEUXIÈME  SECTION. 

Sur  les  six  {farmes}  algébriques. 

La  recherche  des  grandeurs  inconnues ,  au  moyeu  de  1  al- 
jlèfare ,  demande  un  coup  d'œil  pénétrant ,  une  prudence 
agace,  de  la  contention  d'esprit  pour  rédéchir  sur  ce  qui; 
l'interrogateur  a  donné ,  et  de  la  cluirvoyaucc  pour  employer 
les  moyens  qui  fout  trouver  plus  facilement  la  quantité  de- 
■andée. 

Fose  pour  le  nombre  demandé  shaï,  et  emploie-le,  commis 
le  prescrit  le  problème,  en  procédant  de  manière  à  parvenir 
a  une  équation.  Si  un  cùté  contient  une  ne^^ation ,  on  la  t'es* 
taure  en  additionnant  sa  pareille  avec  lautre  côté  ,  cela  s  ap 
pelle  AL  GEBR  (27);  les  termes  de  mémo  espèce  et  de  même 
valeur,  dans  les  deux  côtés,  sont  rejetés  de  Tuu  et  de  l'autre, 
rt  cela  s'appelle  :  al  mokabalah.  Knsuitc  l'égalité  a  lieu  soit 


entre  un  termo  et  an  terme ,  et  ce  cds  a  trois  formes ,  qui 
sont  appelées  mqx^fbidàt  (siiopleii)  ;  soit  entre  un  terme  et 
tieux  termes ,  lequel  cas  a  aussi  trois  formes  qui  se  nommeal 
itooKTARiNÀT  (composées). 

Fjœ  première  des  formei  MonrRiDAT  :  Un  nombre  connu 
est  égal  à  un  certain  nombre  de  shaï.  Divine  celui-fà  par  le 
coelBcient  4e  celui-ci ,  le  résultat  est  la  quantiié  demandée* 
Exemple  ;  quelqu'un  a  promis  à  Zaïo  1000  et  la  moi  lié  de 
ce  qu'il  a  promis  à  âmaoti  ,  et  à  Aunou  1000  moins  la  moitié 
de  te  qu  il  a  promis  à  Zaïd.  Appelle  rinconnue  sha]\  alofft 
Amiioo  a  1000  moins  la  moitié  de  shaj\  par  suite  Zaïd  a  1000 
et  500  moins  un  quart  de  sir  aï  »  et  cela  est  égal  à  sbaï.  Après 
GÉBn ,  1500  est  égal  à  t  sna  et  un  quart  de  shaÏ;  ainsi  Zùn 
a  1200  et  A  M  ROI]  400. 

La  seconde  ■  des  an  aï  égalent  dt^s  mal.  Divise  le  coefficient 
de  shaj  par  celui  de  mal,  le  quotient  est  la  quaniilé incon- 
nue. Exemple  ■  des  enfants  s'étdent  approprié  la  succession 
de  leur  père ,  qui  consistait  en  un  certain  nombre  de  di- 
nars .  de  telle  sorte  que  le  premier  en  avait  reçu  :  Un  ,  le  se- 
cond deux,  le  troisième  (rois  et  ainsi  de  suite ,  en  augmen- 
tant chaque  fois  de  un.  Le  juge  rcdtmanda  ce  qu'ils  avaient 
pris ,  et  le  parlaj^ea  entre  eux  en  portions  égales  ;  chacun  en 
particulier  en  rrçut  sept.  Combien  d'enfanis  et  ct»mbien  de 
dinars  ?  Po^e  le  nombre  des  eitfants  :  shaï  ,  prends  les  deux 
termes  externes,  €'t*sl-à-dire  rrjr  et  shaï,  et  mulliplie  leur 
somme  par  b  moitié  de  shaï,  alors  il  vient  une  moitié  de 
mal  et  une  moitié  de  shaï,  c'est  là  le  nombre  do  dinars  ; 
car  îe  produit  de  la  somme  de  T  uni  té  et  d'un  nombre  quel- 
conque par  la  moi  lié  de  ce  nombre,  tst  égal  à  la  somme  des 
nombres  naturels  depnis  t  jusqu  à  ce  nombre.  Actuellement 
divise  îe  nombre  des  dinars  par  shaï ,  qui  est  le  nombre  des 
enfants^  il  en  doil  résulïrr  7 ,  comtuf'  l'a  dit  relui  qui  a  posé 
le  problème.  Ensuite  muïïiplif  7  par  shai ,  qui  est  !e  diviseur, 


I 
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3  Tient  :  7  «haï  égalent  no  demi  mil  et  an  demi  shaï;  at  après 
félr  et  motabalâh ,  on  mil  est  égal  à  1 3  shaï;  d'où  sbal  égale 
1S  et  cTest  I&  le  nombre  des  enfants  ;  multiplie-le  par  7 ,  et 
3  7  a  alors  91  dinan.  —  Tu  peux  encore  résoudre  cette 
faesiion  et  celles  du  même  {|[enre ,  à  l'aide  de  deux  fausses 
pssîlioiis  ;  mets-tu  par  exemple  -.  pour  le  nombredesenfants,  5, 
3  7  a  alors  une  première  déviation  de  4  par  défaut  ;  ensuite 
9,  alors  la  seconde  déviation  est  pareillement  de  2  par  dé- 
but; le  premier  résultat  est  10,  le  second  36.  leur  différenoa 
SS  et  la  diflte^nce  des  déviations  2.  —  Mais  voici  un  autre 
chonin  plus  facile  et  plus  court ,  c'est-à-dire  que  Ton  doubla 
le  quotient ,  et  le  résultat  diminué  de  1  est  le  nombre  des  en- 
iBls(28). 

iM  iraisiême  :  Un  nombre  est  égal  à  une  certaine  quantité 
de  mil.  Divise  le  nombre  par  le  coefficient  de  mal ,  la  racine 
cnrée  du  quotient  est  la  quantité  inconnue.  Exemple  -.  on  a 
promis  &  Zald  la  plus  grande  de  deux  sommes  d'argent ,  dont 
h  somme  est  20  et  dont  le  produit  est  96.  Pose  pour  l'une 
d'elles  10  et  shaï,  pour  l'autre  10  moins  shaï ,  lenr  produit 
est  100  moins  mal ,  et  cela  est  égal  à  96.  Apres  gébr  et  moka- 
,  1  mal  est  égal  à  4,  et  shaï  é^^\  à  2.  Ainsi  Tune  des 
est  8,  l'autre  12  ;  c'est  celle-ci  la  quantité  demandée, 
edie  qui  lui  a  été  promise. 

La  première  des  formes  mouktaripiat  :  Un  nombre  est  égal 
à  des  shaï  et  à  des  mal.  Complète  la  quantité  de  mal ,  de 
mnière  à  être  un  entier .  si  elle  est  plus  petite,  et  réduis-la 
à  nn  seol  »  si  elle  est  plus  grande  ;  modiGe  le  nombre  et  les 
shaï  dans  le  même  rapport ,  en  divisant  tous  les  termes  par  le 
coefficient  de  mal.  Ensuite  élève  au  carré  la  moitié  du  coeffi- 
cient des  shaï ,  à  ceci  ajoute  le  nombre ,  et  retranche  de  la 
ndnc  carrée  de  cette  somme  le  demi-coefficient  des  shaï, 
le  reste  est  alors  la  quantité  inconnue.  Exemple  :  On  a 
promis  à  Zaïd  une  partie  de  10,  telle  que  la  somme  de  son 
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carré  et  de  son  produit  par  îa  moitifi  de  l*atilre  partie  fasse  l£ 

P<«e  shaï,  son  carré  est  mal ,  et  la  moi  lié  de  l'autre  partie^— 
5  mollis  un  demi-shaï  ;  le  prodait  de  celte  quantité  par  shaï  cw^M 
5  shaï  moins  un  demi-màl  ^  d'où  un  demi-màl  et  5  shaï  sont 
égaaiL  à  12  ;  1  mal  et  10  shaï  égalent  donc  2i.  IVous  retran- 
chons la  mtvitié  du  coeiïiciewl  de  shaï,  de  la  racine  carrée  de 
la  somme  failc  du  c^irré  du  dcmi-coeûicient  de  shaï ,  cl  du 
nombre.  Alors  il  reste  2  ,  et  c'est  là  la  partie  dcmatidée  ^  qui 
lui  élait  promise. 

La  seconde .-  Des  shaï  égalent  un  nombre  et  des  màL  Après 
avoir  complété  ou  réduit ,  retranche  le  nombre  du  carré  du 
demi-coeflicicnt  de  shaï,  et  ajoute  la  racine  carrt«?  du  reste  au 
tlemi-coefïîcient ,  ou  relranche-îa  de  celui-ci ,  le  résultat  est 
alors  le  nombre  demandé.  Eiemple  :  un  nombre  est  multiplié 
par  sa  moitié  »  12  est  additionné  avec  le  produit ,  et  il  en  ré^ 
suite  le  quintuple  du  nombre.  Multiplie  shaï  par  sa  moitié, 
alors  un  demi-màl  ajouté  à  1^  est  égal  à  5  shaï ,  d'où  1  mal  et 
24 est  égal  à  10  shaï;  soustrais  21  du  carré  de  5,  alors  il 
reste  1 ,  dont  la  racine  carrée  est  encore  1  y  si  tu  l  ajoutes  à 
5,  ou  si  lu  l'en  retranches,  il  en  résulte  le  nombre  de-  , 
mandé.  ^M 

La  iroisième:  Bes  mal  sont  égaux  à  un  nombre  et  k  des^ 
bhaï.  Après  avoir  complété  ou  réduit ,  ajoute  le  carré  du 
demi-a>efriclent  de  sbaï  an  nombre,  et  la  racine  carrée  de  la 
somme  au  demi-coellicient  de  shaï  ^  cette  »omme  est  alors  le 
nombre  demandé.  Exemple  quel  est  le  nombre,  tel  que  si 
on  le  soustrait  de  son  carré,  et  si  on  ajoute  le  reste  à  ce  même 
carré,  en  obtienne  10  ?  Nous  retranchons  shaï  de  mal,  et  nous 
continuons  de  faire  ce  qui  est  prescrit,  alors  il  vient  2  mal 
inoins  shaï  égalent  10,  Après  gébr  et  réduction  ,  mal  devient 
égal  à  5  et  un  demi  de  sbaï.  Le  carré  du  dcmi-cocflicicnt  de 
shaï,  ajouté  à  5,  donne  5  et  un  dcmi-huitiéme,  dont  la  racine 


, 
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Cft  a  el  no  quart  ;  à  ceci ,  ajontc  un  quart,  il  en  résuKc 
2  cl  on  demi ,  et  c'est  là  le  nombre  demande. 

NEUVIÈME  CHAPITRE. 

lîGUS  IMSIGIIBS   n*  ABTIFICKS  SUBTILS  ,   QOB  LK  CALGOLATIUII   NB 
FKT  ÉTTTIR,     ET   DORT   IL   LUI   EST   IMPOSSIBLE   OB  SB   PASSER. 

Je  me  suis  borné  à  douze  dans  ce  compendium. 

Im  première  régie  (  une  de  celles  mises  aa  jour  par  ma 
ÉUe  intelligence)  :  Si  ta  cherches  le  produit  d'an  nombre 
fv  loi-méme,  et  par  la  somme  de  toas  ceux  qui  le  précèdent, 
ijoate-Ioi  Tanité,  et  multiplie  la  somme  par  le  carré  de  ce 
;  la  moitié  de  ce  produit  est  le  nombre  demandé. 
:  Nous  cherchons  le  produit  de  9,  de  la  manière 
MQtionQée;  nous  multiplions  10  par  81 ,  alors  405  est  la 
futité  demandée. 

La  weccndt  :  Si  tu  cherches  la  somme  des  nombres  impairs 
tes  leur  ordre  naturel ,  alors  ajoute  1  au  dernier  nombre 
impair  ,  et  carre  la  moitié  de  cette  somme.  Exemple  :  La 
wmme  des  nombres  impairs  depuis  1  jusqu'à  9  est  25. 

Lm  troisième  :  Pour  sommer  les  nombres  pairs,  à  Texclu- 
sion  des  impairs,  tu  multiplies  la  moitié  du  dernier  nombre 
pur  par  le  nombre  entier  qui  est  plus  grand  qu'elle  de  1. 
Exemple  :  depuis  2  jusqu'à  10  ;  nous  multiplions  5  par  6. 

La  quatiême  :  La  somme  des  carrés  d'après  Tordre  de  suc- 
cession. Ajoute  1  au  double  du  dernier  nombre ,  et  multi- 
plie nn  tiers  de  cette  somme  par  la  somme  des  nombres  eux- 
mêmes.  Exemple  :  Les  carrés  depuis  1  jusqu'à  6  ;  nous  ajou- 
tons an  double  de  6 ,  Tunité  ;  un  tiers  de  la  somme  est  4  et  un 
tiers  ;  multiplie  ceci  par  la  somme  des  nombres  eux-mêmes  » 
c'est-à-dire  par  21 ,  c'est  alors  91  le  résultat. 

La  cinquième  :  La  somme  des  cubes  d'après  Tordre  de  suc- 
cession. Carre  la  somme  des  nombres  eux-mêmes,  rangés  à 


i 


h\  nie  à  partir  de  1 .  Les  cubes  de  1  à  6  :  nous  carroDâ  !2t  ^ 
rêpotise  est  alors  441.  *  ^ 

La  BÎûinême  :  Si  lu  ctierchi's  le  produit  des  racines  carrées  de  ^^ 
deux  notubres,  qui  ^onl  :  ou  ralionnels  lous  les  deux  ,  oo^^ 
irralionoels  tous  les  deux,  ou  de  naUires  différooles;  alow  ** 
iDuUiplJe  les  numbres  Tun  par  Tau  Ire,  la  racine  carrée  du^^ 
résultai  est  la  quantité  detnaudéo,  Eiemple  :  le  produit  df»e^ 
racines  carrées  de  5  et  de  20 ,  est  la  racine  carrée  de  100. 

La  septième:  Si  tu  veux  dÎTiser  la  racine  carrée  d*iin^^ 
nombre  par  la  racine  carrée  d'un  autre,  alors  divise  les tf* 
uonibresTun  par  l'autre,  ensuite  la  racine  carrée  du  quotieol''»^ 
c?(t  la  quanlilé  ^k-mandée.  Exemple  :  la  racine  carrée  de  100  « 
divisée  par  la  racine  carrée  de  25  donne  la  racine  carrée  de  4.  U 

La  huitièmt  {29}  :  Si  tu  veux  trouver  un  nombre  parfait ,  J 
(V  qui  veut  dire  un  nombre  tel  qu'il  soit  égal  à  la  somme  des 
partieii  qui  le  mesurent ,  alors  additionne  les  nombres  crois- 
sants par  Yoic  de  duplication  à  partir  de  Kunitc  \  si  la  somme 
n'est  mesurée  par  aucun  nombre  en  dehors  de  runité  ,  alors  4 
molli  plie-la  par  le  dernier  nombre  additionné  ;  le  produit  est  ^ 
un  nombre  parfail.  Exemple  :  nous  additionnons  1  ,  2  et  4  ,  H 
et  nous  multiplions  7  par  4 ,  alors  28  est  un  nombre  parfait. 

La  neuvième  i  Si  tu  veux  trouver  un  nombre  carré  qui  soît  ' 
avec  sa  racine  carrée  dans  le  rapport  d'un  nombre  donné  à  i 
un  autre  nombre  donné,  alors  divise  le  premier  par  le  second  ; 
le  carré  du  quotient  est  la  quantité  demandée.  Exemple  : 
trouver  un  carré  qui  soit  avec  sa  racine ,  comme  î2  e<tt  à  4  ; 
le  résultat,  aprésque  tu  as  divisé  12  par  4,  est  9.  Si  Ton  eût 
dit  ;  comme  1-2  est  à  9,  alors  la  réponse  eût  éîé  1  et  sept 
neuvièmes ,  puisque  la  racine  carrée  de  ceci  est  1  et  un 
liers, 

La  dixième:  Si  l'on  multiplie  un  nombre  qu*^l conque  par 
un  autre  et  si  on  le  divi^e  par  le  métne ,  puisque  Ton  multiplie 
le  produit  par  le  quotient .  le  résultat  est  alors  égal  au  carré 
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ài  premier  nombre.  Exemple  :  nous  multiplions  le  produit 
4e  9  par  3  par  le  quotient  qui  naît  de  la  diyision  du  premier 
èl  lomlire  par  le  second ,  alors  il  vient  81 . 
il  Lm  onxiéme  :  La  différence  entre  deux  carrés  est  égale  au 
!  iroduil  de  la  somme  des  racines  carrées  par  la  différence 
fa  racines  carrées.  Exemple  •  la  différence  entre  16  et  36 
«130;  leurs  racines  carrées  réunies  font  10  et  leur  diflï- 
iseeS. 
iMdouxiéme:  Quand  on  divise  deux  nombres  quelconques 
i  l'on  par  l'autre,  et  que  Ton  multiplie  les  quotients 
; ,  lè  résultat  est,  toutes  les  fois»  Tunité.  Exemple  : 
■  roo  divise  12  par  8,  le  quotient  est  1  et  un  demi,  et  TiiH 
vemdenx  tiers;  le  produit  des  deux  est  1. 

£1  que  Lui  soU  mon  aide  pour  V accomplissement  ! 
DIXIÈME  CHAPITRE. 

MOBLÉMBS  D^ACBÉSy  D*APRÉS  DIFFÉRENTES  MÉTHODES  QUI  AlGUlSlCNT 
L*ISITBLL1GENCB  DE  CELUI  QUI  APPREND  ET  LE  FORTIFIENT  DABS  LA 
DES  INCONNUES. 


Premier  problème. 

Un  nombre  est  doublé,  à  ceci  on  ajoute  1  \  on  multiplie  la 
somme  par  3,  à  ceci  on  ajoule  2  ;  on  multiplie  celte  somme 
^r  4 ,  el  avec  cela  on  additionne  3  :  il  en  résulte  95. 

Par  Valgéhre,  Nous  faisons  ce  qui  est  proscrit ,  et  il  vient 
â4  sbai  et  23  égalent  95.  Après  Toxpulsion  de  la  partie 
commune,  les  24  shaï  essaient  72  ;  et  ceci  est  la  première  des 
formes  Mwfridàt ,  le  quotient  3 ,  et  c'est  le  nombre  de- 


Par  la  fausse  position.  Nous  prenons  2 ,  alors  nous 
dévions  de  24  par  défaut  ;  ensuite  5 ,  alors  nous  dé?ions  de 
48  par  excès.  lie  premier  résultat  est  96,  le  second  120,  nous 


divisons  leur  somme  par  celle  des  déviations,  le  quotieol  - 

est  3.  jH 

Par  inversion^  Nous  soustrayons  3  de  95  et  nous  menoos     i 

ropératlon  à  ce  point ,  que  nous  divisons  21  par  3^  de  7  nom    . 

rclranchons  1  ♦  et  nous  déinidions  le  resle.  ^ 

Deuxième  problème. 

S'il  est  dit  :  partage  10  en  deux  parts,  dont  la  différence  ,| 
soit  5*  g 

Par  l'aigèbre.  Pose  la  plus  petite  part  :  shaj\  alors  la  plus 
grande  est  shaï  et  5,  et  leur  somme  2  shaï  et  5  est  égale  à  10; 
après  mokabalàh,  shaï  est  égal  à  2  et  on  demi. 

Par  fausse  position.  Nous  prenons  pour  la  plus  petite 
prl  3^  alors  la  première  déviation  est  1  par  excès;  ensuite  4, 
alors  la  seconde  déviation  est  3  par  excès  ;  la  différence  des 
résultats  est  5  et  celle  des  déviations  2. 

Par  inversion  (30)*  Comme  la  différence  entre  les  deux 
parties  d'un  nombre  est  deux  fois  aussi  grande  que  la  diflé»  ^ 
rence  entre  le  demi-nombre  et  l'one  des  parties,  il  en  résulte  M 
que,  si  tu  ajoutes  la  moitié  de  cette  différence  au  demi-  ^ 
nombre,  tii  obtiens  7  et  un  demi  ;  et  si  tu  Tcn  soustrais,  iî  % 
reste  2  el  un  demi.  ^ 

Troisième  problême.  E 

Nous  ajoutons  à  une  somme  d'argent  son  cinquième  et  \ 
cinqdirhems,  nous  retranchons  de  ce  qui  en  résulte  le  tiers  | 
et  cinq  dirhems,  el  alors  il  ne  reste  rien. 

Par  ralgèbre.  Pose  pour  la  somme  d'argent  sbai  et  re-     1 
Iranche  de  un  sbaï  et  un  cinquième  de  shaï  et  5,  un  tiers  de 
celte  somme,  alors  il  reste  4  cinquièmes  de  5:haï  et  3  et  un     I 
tiers  ;  si  de  cela  5  est  retranché,  il  ne  reste  rien  :  donc  cela     | 
est  égal  à  5.  Après  lexpuUion  de  la  quantité  commune, 
i  citi(]uîèmes  de  shaï  égalent  1  cl  2  tiers.  Divise  donc  1  e( 
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ifaspar  4  cinquiéiiics,  le  qaolient  est  alors  2  et  1  dou- 

BM,  eC  G*e8t  le  nombre  demandé. 

Pêt  Jittisse  paritian.  Si  nous  prenons  5,  la  première 
#nalioD  est  2  et  1  tiers  par  excès;  si  nous  prenons  2 ,  alors 
hKconde  déviation  est  de  1  quinzième  par  défaut;  d'où  lé 
résultat  est  1  tiers,  le  second  4  et  2  tiers.  Si  nous 
lear  somme  par  la  somme  des  déviations,  c'est-à- 
iepar  2  et  1  tiers  et  1  quinzième,  ce  qui  est  2  cl  2  cin- 
fiiiDcs,  le  quotient  est  alors  2  et  1  douzième. 

Nr  inversion  (31).  Prends  le  5,  après  la  soustraction  du- 
pelil  n'y  a-aacun  reste,  et  ajoute-lui  sa  moitié,  puisque 
ânil  le  tiers  que  Ton  retranchait  ;  ensuite  soustrais  de  la 
WDe  5  et  de  ce  reste  soti  sixième,  puisque  c'était  le  cin- 
iwme  que  l'on  ajoutait. 

Çuairiêtne  problème. 

Qaatre  tuyaux  conduisent  à  un  vase,  l'un  d'eux  le  remplit 
•  on  jour,  et  chacun  des  suivants  en  un  jour  de  plus  ;  en 
coidiien  de  temps  sera-t-il  rempli? 

Per  proportion.  11  est  hors  de  doute  que  les  quatre  tuyaox, 
tm  on  jour,  emplissent  deux  vases  égaux  au  précédent,  et, 
Mre  cela,  encore  1  douzième.  Or,  ces  quantités,  1  jour  et  2 
Wtt  et  plus  douzième,  sont  dans  le  même  rapport  que  le  temps 
JBandé  avec  le  vase.  L'inconnue  est  un  des  termes  moyens; 
irise  donc  f  par  2  un  douzième,  le  quotient  est  2  cinquièmes 
(t  2  vingt-cinquièmes  :  car  le  diviseur  est  25  douzièmes  et  le 
ifidende  12  douzièmes. 

D'une  autre  manière  ;  les  quatre  remplissent  en  un  jour 
m  vase  qui  contient  25  parties,  dont  le  premier  vase  con- 
lioii  12;  et  chaque  partie  est  remplie  dans  la  même  par- 
lie  du  jour  ;  d'où  il  suit  que  le  premier  vase  est  rempli  en  12 
te  25  parties  d'un  jour. 
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S'il  éiait  encore  dit  .^  Et  en  même  temps  est  ourerl  en  bw^ 
un  lujûu  qui  le  née  en  8  jours, alors  il  n'y  a  pas  de  dout<»  qn^  W| 
présetU  le  quatrième  tuyau  remplit  en  un  jour  i  huïHèaM 
du  vase  ;  par  conséquent»  tes  quatre  tuyaux  remplisseot  et 
UD  jour  uïi  vase  égal  au  premier  et  ses  23  vingt-quatrièmci  ^  | 
Or,  un  jour  est  avec  ce  nombre  dans  le  même  rapport  qm  — i 
]e  temps  demandé  avec  le  vase.  Ainsi ,  divise  le  produit  dei  ri 
termes  externes  par  le  terme  moyen,  le  quotient  est  21  _ 
quarante- septièmes.  ;   J 

De  Vautre  manière ,  les  quatre  remplissent  en  un  jour  un 

vase  qui  a  47  parties ,  dont  24  entrent  dans  le  premier  vase* 

Le  reste  csl  clair.  ^ 

m 
Cinquième  problème. 

Un  tiers  d'un  poisson  est  t'ofoncè  dans  la  vase,  on  quarl  H 
dans  Teau ,  et  tl  ressort  de  l'eau  d'une  longueur  de  3  empans  «  il 
de  combien  d'empans  est-il  long?  il 

Par  proportion;  soustrais  les  deux  dénominateurs  de  leur  «| 
dèitomi  nateur  commun ,  il  reste  5^^112  est  a  v  ec  b  dans  le  même  ^ 
rapport  que  rinconnue  avec  3  i  le  quotient ,  si  tu  divises  le  ii| 
produit  des  termes  externes  par  ïo  terme  moyeu,  est  7  et  ■ 
1  cinquième,  c'est  là  la  longueur  demandée. 

Pur  l'algèbre ;£eh  est  clair  ^  car  tu  poses  shaï  moins  1  tiers 
de  shaï  moins  1  quart  de  shaï,  ce  qui  est  1  c^^artet  1  sixième 
de  shaï,  égale  'à  ;  ensuite  divise  trois  par  la  fraction,  alors  il 
vient  le  résultat  précèsJcnl. 

Par  fausse  position;  aia  est  tout  à  fart  clair ,  car  lu  poses 
l£î,  ensuite  2* ,  alors  la  différence  des  résultats  est  3G  et  It 
différence  des  déviations  5. 

Par  inversion;  ajoute  à  3  son  égal  cl  ses  2  cinquième*, 
puisque  un  tiers  et  un  quart  de  tout  nombre  est  é^al  à  ce  qoî 
reste  encore  et  aux  deux  cinquièmes  de  ce  reste  (32).  Com- 
pare avec  ceci  les  problèmes  semblables ,  en  considérant  le 
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l  ortre  les  fracUoiifi  soustraites  et  ce  qai  reste,  exprimé 

p  b  dénomiraleor  général  et  en  ajoutant  an  nombre  que 

a  posé  le  proUôme  a  donné ,  ce  que  ce  rapport 

Sixième  problême. 

ersonnes  étaient  présentes  à  la  vente  d'un  cheval  ; 
Itatf cDet  diaatt  à  l'autre  :  ajontea  vec  ce  que  j'ai  un  tiers  de  ce 
fVta  as,  j'ai  alors  le  prix  du  cheval  ;  l'autre  répondait  :  ajoute 
ineœ  que  j'ai  un  quart  de  ce  que  tu  as,  et  j'ai  le  prix. 
ChaUen  a^ait  chacune  d'elles  et  à  combien  s'élevait  le 
pii?  • 

Nr  Falgébre;  pose  ce  qu'a  la  première  :  shaï  ;  ce  qu'a  la 
assde  :  3,  àcause  du  tiers;  si  maintenant  la  première  prend  1 
èces  3 ,  alors  elle  a  shal  et  1,  et  voilà  le  prix  ;  mais  si  la 
n  I  —de  obtient  ce  qu'elle  demande,  alors  elle  a  3  et  1  quart  de 
s. I  Éd,  et  ceci  est  égal  à  shaï  et  1 .  Après  mokabalàh ,  2  devient 
I  <|il  aux  3  quarts  de  shaï,  et  shaï  égal  à  2  et  2  tiers  ;  la  seconde 
mil,  oomoie  il  a  été  dit,  3;  le  prix  est  ainsi  :  3  et  2  tiers. 
Si  la  prends  au  lieu  des  fractions  les  nombres  entiers,  alors 
hfreoDiiëre  a  8  ,  la  seconde  9 ,  et  le  prix  est  11. 

(33}.  Ce  pr(d>lème  est  indéterminé ,  et  pour  résoudre  ce 
praliiémc  et  ceux  qui  sont  semblables,  il  y  a  une  méthode 
irile  qui  n'est  pas  rangée  parmi  les  méthodes  connues  ;  elle 
fiaiîitr  en  ceci  que  dans  chaque  cas ,  on  soustrait  1  du 
fiodoil  des  dénominateurs  des  deux  fractions ,  ce  .qui  reste 
I  »t  le  prix  de  l'animal  -,  puis  on  soustrait  Tun  des  dénomina- 
I  Mrs,  ce  qui  reste  est  ce  qu'a  la  première  (personne)  ;  puis 
/  I  antre  dénominateur,  ce  qui  reste  alors  e^l  ce  qu'a  la  seconde. 
DansTexemple  soustrais  de  12,  premièrement  1  ensuite  4, 
ensoile  3,  ce  sont  les  restes  qui  sont  les  trois  nombres  dr- 
■undés. 
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Sepiiêtm  problème. 

Trois  coupes  sotil  remplies ,  la  première  de  4  livres  é^k 

inid,  une  au  Ire  de  5  livres  de  vinaigre,  une  troisième  é^J 
y  livres  d  eau,  Les  trois  substances  sonl  versées  tians  uu  vi 
et  mélangées  jusqu'à  faire  de  l'oximel  ;  ensuite  on  en 
ptil  de  nouveau  les  coupes  ;  on  demande  combien  dans  chi 
coupe  ît  y  aura  de  chaque  sorte  de  substance  (34). 

Ajoute  les  poids  et  reliens  bien  la  somme;  ensuite  multi; 
le  nombre  de  livres  qui  se  trouve  dans  chaque  coupe,  pil^ii 
chacun  des  tniis  poids,  et  divise  le  produit  parla  somi 


conservée  dans  ta  pensée ,  c'est  le  quotient  qui  esl  le  poidsg 
de  ce  qui  se  trouve  dans  la  coupe  de  la  même  sorte  que  le 
multiplicateur-  Ainsi  muliiplie  4  pr  lui-même,  cl  divise  le 
produit  comme  il  est  dit  ci-dessus ,  il  y  a  alors  dans  la  coupe 
de  4  livres,  8  neuvièmes  de  livre  de  miel  ;  ensuite  multiplie^ 

4  par  5 ,  etc,  ?  et  dans  cette  même  coupe  il  y  a  1  livre  cl  un  ■■ 
neuvième  de  vînai^îre;  ensuite  par  9,  etc.;  et  dans  celle *^ 
même  coupe  il  y  a  ^1  livres  dcau  ;  le  tout  réuni  fait  4  livres.  • 
D*autre  part  multiplie  5  par  lui-môme,  par  4  et  par  9 ,  et  Tais  ^ 
comme  il  est  eoseigoé ,  alors  il  se  trouve  dans  la  coupe  de  ^^ 

5  livres,  1  livre  et  7  dix-huiliémes  de  vinaigre,  I  livre  et  ■ 
1  neuvième  de  mie!,  et  2  livres  et  demie  d'eau,  ensemble 
5  livres.  £nfm  procède  de  même  avec  9  f  alors  il  se  Irouve 
dans  la  coupe  de  9  livres  :  2  livres  de  miel ,  2  livres  el  demie 
de  vinaigre  el  4  Hvraî  et  demie  d*eau ,  ensemble  9  livres. 


Huitième  problème. 


é 


On  demandait  à  quelqu*un  combien  il  s'était  écoulé  de  lii 
nuit.  Il  répondit  -.  Un  tiers  du  temps  écouîé  est  é^at  à  un 
quart  de  celui  qui  reste  encore.  Combien  s'élait-il  écoulé  d<* 
temps  el  combien  en  resïait-il  encore? 
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Pwr  FatgAre.  Pose  le  temps  écoulé  shaï ,  alors  ce  qui  reste 
ollS moins  shaï;  d'où  un  tiers  du  temps  écoulé  est  égal  à  :\ 
«oins  un  quart  de  shaï.  Après  rapplication  de  gèbr,  un  tiers 
et  un  qnart  du  temps  écoulé  est  égal  à  3.  Le  quotient  est  5  cl 
■I  septième,  et  c'est  le  nombre  des  heures  écoulées  ;  le  reste 
R  BiontG  ainsi  à  6  heures  6  septièmes. 

Par  proportion.  Pose  le  temps  écoulé  :  shaï  et  le  reste  4 
kmres  à  cause  du  quart;  alors  un  tiers  de  shaï  égale  1  heure  ; 
foà  shaï  égale  3  heures,  et  la  somme  7.  Maintenant  3  est 
avec  7  dans  le  même  rapport  que  le  nombre  inconnu  avec  12. 
Kfise  donc  le  produit  des  termes  externes  par  le  terme 
■oyen ,  alors  le  quotient  est  5  un  septième. 

Neuvième  problème. 

Une  perche  est  enfoncée  dans  un  étang  et  ressort  de  Teaii 
de  dnq  aunes.  Son  bout  inférieur  restant  solidement  fixé , 
elle  s'incline  jusqu'à  ce  que  sa  pointe  supérieure  touche  la 
tmlÊce  plane  de  l'eau  ;  la  distance  entre  l'endroit  où  elle  res- 
lortait  de  Fean,  et  l'endroit  où  sa  pointe  touche  l'eau  est  de 
dix  aunes.  Quelle  est  la  longueur  de  la  perche? 

Far  r algèbre.  Posé  la  partie  cachée  dans  l'eau  .  shaï,  alors 
b  perche  est  5  et  shaï ,  et  il  est  clair  qu'après  son  inclinaison 
cHe  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  un  des 
eftiés  de  l'angle  droit  est  10  aunes,  et  dont  l'autre  est  la  mesure 
de  la  partie  enfoncée  dans  l'eau ,  c'est-à-dire  shaï.  Par  con- 
séquent le  carré  de  la  perche ,  c'est-à-dire  25  et  1  mal  et  10 
shaï ,  est  égal  aux  carrés  de  10  et  de  shaï ,  c'est-à-dire  100  et 
1  mal ,  d'après  la  proposition  connue  (33).  Après  l'expulsion 
de  ce  qui  est  commun ,  il  reste  10  shaï  égalent  75  ,  et  le  quo- 
tient est  7  et  un  demi ,  et  c'est  là  la  mesure  de  la  partie  en- 
foncée dans  l'eau,  f^  perche  est  donc  longue  de  12  aunes  et 
demie. 


Pour  la  résoluUfm  de  t-e  problème  fi  autres  semblables,  il 
y  a  encore  d'autres  mélhodes,  que  lu  leux  chercher  avec 
leurs  démonslralious dans  mon  livre  plus  étendu;  que  Oicu 
le  très-haut  v<5uille  m'assisler  dans  mu  achèvement  ' 

CONCLUSION. 

Les  savants  qui  son!  forts  dans  cette  doctrine,  ont  rcn- 
ctinlré  crrtains  problèmes,  dont  la  résolution  a  fixé  leurs 
méditations ,  et  dont  la  recherche  a  attiré  leurs  regards  î  ils 
ont  entrepris  par  toul^s  sortes  d'artifices  de  soulever  le  voile 
etOQt  lente  par  lous  les  moyens  d'arracher  le  rideau,  mais 
Èls  n'ont  pu  découvrir  aucun  chemin  et  ils  n'ont  trouvé  per- 
sonne pour  leur  indiquer  la  route ,  personne  pour  les  con- 
duire. Depuis  le  temps  que  ces  problèmes  demeurent  inso- 
lubles, ils  se  sont  montrés  rebelles  contre  lous  les  génies 
Jusqu'à  celte  époque.  Les  j^avants  compétenls  en  ont  men- 
tionné quelques-uns  dans  leurs  écrits  >  et  en  ont  proposé  une 
f^rtie  dans  bnirs  rerueils,  pour  prouver  que  cette  scienct* 
coniient  des difficullés  capables  de  rebuter;  pour  réduire  au 
silence  ceux  là  qui  prétendent  qu'en  fait  de  calcul,  il  nest 
absolument  rien  qu'ils  ne  puissent  exécuter,  pour  prévenir 
les  calculateurs  de  ne  pas  prendre  la  peine  de  cherciierla 
solution,  si  quelques  questions  de  ce  genre  leur  sont  propo* 
tée5  ,  et  pour  exciter  à  les  résoudre  cl  à  les  dévoiler,  ceux 
qui  sojjt  doués  de  facultés  brillanlcs.  C'est  pourquoi ,  je  pro- 
duis dans  ce  traité  sept  de  ces  problèmes  comme  modèle, 
pour  suivre  les  vestiges  de  ces  Ijonimcs  d  élite  et  pour  marcher 
sur  leurs  traces,  Ct^  sont  tes  suivants  : 

1,  Diviser  10  eu  deux  pariie.'ij  de  telle  sorte  que  si  Ton 
ajoute  à  chacune  d'elles  sa  racine  carrée .  el  si  l'on  multiplie 
tes  tlcux  .Mvmrnes  Tune  par  I  autre  ,  tl  en  ri^sulle  un  nombre 


à 
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I 
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S.  Si,  à  un  carré  l'on  ajoute  10,  alors  la  somme  doit  avoir 
va  racine  carrée ,  et  si  Ton  en  soustrait  10 ,  le  reste  doit  de 
■ittea^oir  une  racine  carrée. 

3.  A  Zaîd  Ton  promet  10  moins  la  racine  carrée  do  la 
yarl  d'Aroroa,  et  à  Amron  5  moins  la  racine  carrée  de  la 
firl  qui  a  été  promise  à  Zaïd. 

I.  ITd  nombre  cobe  doit  être  partagé  en  deux  parties ,  qui 
soient  aussi  des  nombres  cubes. 

5.  Dix  est  partagé  en  deux  parties.  Si  nous  divisons  chacune 
feUes  parTaolre,  et  si  nous  additionnons  les  deux  quotients, 
aion  la  somme  est  égale  à  Tune  des  deux  parties  de  dix. 

6.  Trois  carrés  en  proportion  continue ,  dont  la  somme  est 
SB  carré. 

7.  Si  à  un  carré  on  ajoute  sa  racine  et  2 ,  si  ensuite  de  ce 
aime  carré  on  retranche  sa  racine  et  2 ,  alors  on  doit  pou- 
loir  extraire  la  racine  carrée  de  la  somme  et  du  reste. 

Eh  bien  donc  !  sache ,  6  noble  frère ,  toi  qui  aspires  après 
h  précieuse  richesse  des  problèmes ,  que  réellement ,  je 
foBire  dans  cette  œuvre  petite  à  la  vérité ,  mais  noble  perle 
irs  bijoux  nuptiaux   de  larithmétique ,    ce  qui  jusqu'à 
présent ,  n*a  été  réuni  ni  dans  un  traité  ni  dans  un  livre;  re- 
connais donc  sa  valeur,  ni  n'amoindris  pas  ce  présent  de 
noces  i  protège  celte  œuvre  contre  tous  ceux  qui  n'appar-* 
tiennent  pas  à  sa  famille,  et  ne  renvoie  à  personne  autre  qu'à 
Ci*lQi  qui  souhaite  de  devenir  son  époux  ;  ne  la  donne  pas  à 
on  vil  prétendant,  aGn  que  tu  n'attaches  pas  des  perles  au  cou 
d'an  chien.  Vraiment ,  la  plupart  de  ses  problèmes  sont 
dignes  de  conservation  et  de  soin,  et  méritent  qu'on  les  cache 
à  la  plupart  des  hommes  de  ce  temps-ci.  Garde  fermement 
mon  legs  avec  toi ,  Dieu  te  gardera  de  même.  Louanges  au 
Seigneur ,  qui  a  favorisé  son  accomplissement ,  et  m'a  fait 
la  grftce  d'arriver  à  la  conclusion  (3r>] . 
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Lit  Qoiti  qdl  ne  toot  pu  eTtrtitc»  de  cellM  de  M*  Nettelatipo 
soDt signées  A.  ta. 

(t)Ces  quatre  pnrents  du  prophète  sont  :  sa  fille  Fatime  afcc  ion 
èpouiç  Au  et  ses  deux  Ois  Basah  tii  Uoâsaîn  ^  que  l'auteur  pour- 
sonant  ses  jfux  de  moU  inlraduisiblcs,  appelle  les  quatre  lermes 
d'uoe  proporiion. 

(2)  On  sait  que  les  Persans  reconnaissent  Au  pour  légitima 
successeur  û^i  Mohammed  et  sont  appelés  Shyites  ou  Schisma- 
tiques  par  les  Turcs  qui  les  regardent  comme  des  hèréliques. 

BiHA-RDOiN  était  très- vraisemblablement  tle  la  secte  des 
Shyilês. 

(3)  Les  Grecs  disaient  logoi  et  aiogoij  effëhhs  et  ineffableë^  od 
bien  si  l'on  veut  :  âicibiet  et  iniicibles.  Comme  iù§o$  sigriîlje  eo 
même  temps  raimn^  les  Latins  ont  Iraduit  par  rationnels  et  ir- 
rationnels et  nous  les  avons  imités.  Voir  Torigine  des  expressions 
ralionnel  et  irrationnel ^  expliquée  par  Kepler  (/ourna/  (f« 
Mathématiqueit  de  M,  Liouvilic,  tome  I,  p.  101).  A*  M* 

^^  Non -seule  ment  Beua-Eddin  »  mais  suivant  11.  Stiicvet 
{Jiiat.Mûiear*,  l.  XII),  tous  les  auteurs  d'arithmétique  »rabçf 
Où  persans,  regardent  les  Hindou li  comme  les  inventeurs  de» 
Dgures  numérales  de  l'échelle  décimale.  Le  passage  suivant  a 
été  extrait  par  ce  savant  Anglais  d*un  traité  d'ariibniétiquc  per- 
un  : 

«  Les  sages  de  Tlnde  voulant  représenter  convcDableinent  les 
nombres*  inventèrent  ces  neuf  figures  {fig*  i)  : 

V  Quand  une  Ogure  occupe  ta  première  place  à  droite ,  elle  est 
regardée  par  eux,  comme  exprimant  les  unités;  la  deuxième^  les 
dixaines;  la  troisième»  les  centaines;  la  quatrième,  les  mille;  ainsi 
après  le  troisième  rang ,  la  première  ûgure  qui  suit  immédiate- 
ment représente  les  unités  de  mille ,  la  deuxième  les  dizaine^  de 
mîlleja  troisième  les  centaines  de  mille  et  ainsi  de  soite.  En  con- 
séquence ,  toute  ûgure  au  premier  rang  vaut  le  nombre  d'unités 
qu'elle  exprime  ;  toute  figure  au  second  rang  vaut  le  nombre  de 
djnifits  que  sa  forme  indique  ;  au  troisième  rang ,  le  nombre  des 


—  315- 

el  und  de  raite.  Qaand  ane  figure  est  Ticante  k  Van 
as  ranp.  l'on  écrit  an  chiffre  semblable  à  on  petit  cercle  0  pour 
cMHerfer  m  place.  • 

A  caose  de  la  similltode  da  chiffre  cinq  et  da  petit  cercle  choisi 
friBitivcnral  par  les  Hindous,  comme  symbole  du  vide,  les  Arabes, 
ksilakis,  les  Persans,  etc.,  marquent  le  zéro  par  on  point.  A.M. 

(5)  Balamee  est  la  traduction  fidèle  du  mot  arabe  fiii*:;anfi  qui 
■  trouve  dans  le  texte.  Nous  avons  préréré  ce  mot  au  mot  norm 
liapté  par  11.  Nesscimann.  M.  Tay  lor  de  Bombay  dit  positivement 
fM  les  Arabes  appellent  balance^  la  preuve  par  9,  qu*ils  appli- 
fiCBti  lears  règles  arithmétiques  (V.  Hist.  de  VAstron.  ane.  de 
Maoïbre  •  dern.  chapitre).  Il  est  vrai  que  scion  loi  le  mot  est 
Ivisoii  et  non  mizann ,  mais  tarazou  est  plutôt  persan  qu*arabe. 

A.M. 

!€)  L'aaleor  appelle  nombre  simple,  non-seulement  le  nombre 
fM  n'a  qa*an  chiffre ,  mais  encore  1c  produit  d*un  nombre  d'un 
éiÊet  par  une  puissance  quelconque  de  10;  et  nombre  composé , 
celai  qui  est  formé  de  plusieurs  chiffres  significatifs. 

(7)  M.  Stracbey  trouve  cette  règle  remarquable  en  ce  que  son 
ipplicalion  a  qnelqne  point  de  ressemblance  avec  l'usage  des  ta» 
kîcsde  Logarithmes;  mais  selon  M.  Delambrc,  ce  n'est  rien  autre 
la  méthode  des  /bnds  substitués  aux  analogues,  qail  a 
I  dans  son  arithmétique  des  Grecs.  A.  M. 


(9  L'application  de  cette  règle  devient  superflue  pour  le  cas  où 
lesdeu  facteurs  sont  Tun  et  Tautre  au-dessous  de  5,  mais  la  règle 
tu  loujoars  vraie.  Dans  le  cas  même  énoncé  par  Taoteor ,  le  moyen 
et  trouver  le  produit,  formulé  par  lui,  paraîtra  inutile  au  premier 
abord,  naais  nous  devons  réfléchir  que  cette  méthode  ne  suppose 
pn  la  connaissance  préalable  de  la  table  de  multiplication,  dite  de 
ff^flhagore  ;  bien  plus,  Texistence  seule  de  cette  règle  peut  paraître 
Wà  argament  contre  Topinion  avancée  par  Hutton  et  beaucoup 
dTadUcs  après  lui,  que  les  Arabes  sont  redevables  de  leur  algèbrâ 
an  Gcecs*  a.  m* 

A  Cella  règle  est  applicable  au  eu  où  les  deux  nombres  au 
Mas  «Tèlro  mierrès  entre  9D  el  100,  sont  compris  entre  10  et  100. 

A.M 


r 


—  316  — 

(10)  On  observe ra  que  l'inspeclion  du  Shabaeah  ou  réseau,  sufllîl 
pour  démonlrer  que  le  nombre  des  ebiffres  d'un  produil  de  dtnxi 
nombres ,  a  pour  maxtumni  h  somme  des  nombres  de  chîiTres  des  i 
facteurs  et  pour  minimum  «  cette  somme  diminuée  de  t.  i 

L  usage  de  cette  table  ressemble  à  celui  des  bâtons  de  Nspst.  ( 
Soivant  M.  TàVLOft  de  Bombay,  cette  mèlbode  est  enseignée  dans 
toutes  les  écoles  de  l'Inde  ;  mais  elle  ne  se  trouve  dans  aucun  IWre  I 
Sanscrit;  les  astronomes  n'eti  font  aucun  usage»  A.  M.      ^ 

I 

{H)  Pour  nous  qui  écrivons  de  gaucbe  à  droite  ,  c'est  h  second  I 

au  lieu  de  l'a  vaut-dernier  ;  ceci  doit  être  observé  une  fois  pour  i 

toutes* 


(là)  Getle  règle  mérite  d'être  remarquée  ;  elle  suppose  régalité  \ 
approximaLive  :  ^ 


V/a^+t-^a+^^,  d'où  û«+i=a*+ 


+«{^      2a+t)- 


2fl+t 


Or,  dans  la  pratique  ,  «  <3a+l  ;  d'où  il  suit  que  Ton  obtient 


I 


pour  la  racine  cherchée,  une  erreur  toujours  par  déraut*  Le  maxi- 
mum d'approximation  a  lieu  pour  t  =  i  ,  £=ï2o;  dans  ces  deui 

cas ,  la  vaiear  trouvée  pour  le  carré  est  trop  petite  de    ~-  — -  ; 

pltts  t  s*écarte  de  ces  deux  limites  »  et  plus  Terreur  est  grande*  | 
Nous  devons  observer  qu'elle  sera  toujours  la  môme,  soit  que  Ton  | 

pose  i  =  l  +  n  ou  is==2fl  —  n>  | 

RouSBBH  Ali  donne  une  seconde  formule  :  | 


\/o^+^ 


qui  fournit  une  approximation  par  excès. 


« 


«^ 


(13)  Ici  il  y  a  erreur,  car  il  peut  arriver  que  te  reste  soit  égal 
au  carré  soustrait.  Supposons  par  exemple  que  la  dernière  tranche 
a  gauche  du  nombre  proposé  soit  8.  Le  carré  que  Ton  en  devra  sous- 
traire est  4  et  le  reste  aussi  4.  Voici  donc  un  exemple  qui  prouve    ^ 
que  le  reste  peut  égaler  te  c^rrê  soustrait.  Si ,  de  même  que  M.  Ncs-   | 
selmann  ,  je  suppose  que  la  dernière  tranche  à  gauche  soit  3,  c'est-    k 
à-dire  que  le  plus  grand  nombre  cherché  soit  1,  évidemment  j  a  tirai 
on  reste  plus  grand  que  le  carré  soustrait  ;  mats  il  me  semble  que    d 
de  cet  exemple  unique,  par  rai  tcmenl  vrai  au  Tond,  on  ne  peut  ri* 
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pvcvsemcnt  se  prévaloir  contre  Taateur;  en  effet  Behà-Eddin 
4am  son  Introduction  dit  en  termes  formels  :  la  vérité  est  que 
Nmié  fCtêt  pas  un  nombre  ;  pour  lai  1  ne  peut  donc  être  ce  plos 
gnad  nombre  parmi  les  unités  qu'il  prescrit  de  chercher. 

A.  M. 

(14)  la  langue  arabe  n*a  de  noms  simples  que  pour  les  fractions 
tel  le  dénominateur  ne  contient  que  les  nombres  depuis  2  jus- 
fik  10.  De  là,  pour  cette  classe  de  fractions,  le  nom  de  articuléesy 
fà  peuTeni  s'exprimer  seules,  sans  secours  étranger.  Quant  aux 

i  fractions,  qui  portent  le  nom  de  muettes^  elles  doivent  s'ex- 
k  Taide  des  articulées.  Les  premières,  si  je  peux  m'expri- 
■er  ainsi ,  jouent  le  rôle  des  voyelles,  et  les  secondes,  le  rôle  des 
fsasonnes. 

Quand  un  dénominateur  a  une  valeur  plus  grande  que  10 ,  les 
iiabes  le  décomposent  en  facteurs  tous  moindres  que  11,  si  cela 
crt  possible.  Quand  cela  n*est  pas  praticable ,  ils  décomposent 
Béanmoins  le  dénominateur  en  ses  facteurs  quelconques,  et  lisent 
Texpression  qui  en  résulte,  comme  ce  que  nous  appelons  fractions 
defraclions. 

(15)  Ce  dernier  paragraphe  suppose  l'année  de  360  jours,  le 
■ois  de  30  jours  et  la  semaine  de  7.  Cette  année  n'existe  pas  chex 
les  Arabes  qui  ont  Tannée  lunaire  de  354  et  355  jours,  mais  bien 
ckx  les  Persans,  en  faisant  abstraction  toutefois  de  leurs  cinq  jours 
sapplèmentaires  pour  compléter  Tannée  solaire. 

La  lettre  Ain  de  Talphabet  arabe  se  rencontre  dans  les  noms 
vabes  des  nombres  4,  7,  9, 10. 

(16)  Le  dirhem  est  vraisemblablement  le  même  mot  que 
drachme.  Mais  il  y  avait  différentes  sortes  de  dirhems  chei  les 
Arabes,  de  même  que  différentes  sortes  de  drachmes  chei  les 
fiiecs  ;  on  ne  saurait  donc  établir  ici  le  rapport  du  dirhem  dont 
fliTagit ,  à  tonte  autre  unité  monétaire.  A.  M. 

(17)  La  suite  des  opérations  à  effectuer,  indiquées  par  Tau- 
tcur  dans  cette  dernière  question  ,  a  besoin  d'une  courte  expli- 
cation. 

Le  problème  mis  eaéquation ,  donne  : 


l{^+l+'h'' 


2  3 

3    3  V  3/      9 

(17  bis]  Les  Arabes  don  naienl  à  la  droite  les  noms  ûeeâié,] 
tiur,  diamètre^  àtagmah,  perpendicu  faire,  fianc^  etc. 

(18)  Ilouschen  AU  s'exprime  ainsi  :  von  ne  trouvera  dans  ai 
livre  une  descripiiort  de  celte  forte  de  trapèze,  pour  éclaire 
point  ;  Dieu  >  peut^^tre,  l'apprendra  dans  un  temps  à  venir. 
savant  docteur  Nessclmnnii  avoue  rren  savoir  rien  de  plus. 
près  le  commenlaîre  de  Nasr  Krlilin,  sur  Euclide,  les  Ai 
avaient  pour  le  trapèze  une  dcfîjntîon  ptu^  large  que  la  m 
et  qui  la  rcnrerme  comme  cas  particulier.  Une  des  Ogures 
donne  comme  représentant  un  trapèze  n'a  pas  de  côtés  paraît 
D*a  qu*un  angle  aigu,  et  paraît  avoir  des  diagonales  à  angle  d 
Cest  peut-être  là  le  concombre  de  Beha-Eddiu.  A.  AJ 

(19)  D'après  Kouschen  Ali ,  ces  trois  Ggurcs  sont  cellci  du 
de  la  planche*  ^ 

(20)  Appelons  a  la  base  ,  b  le  cdlé  mojen  ,  €  le  plus  petU  i 

nou&aurous  : 

i*^<î»4-c'  — 2(1  — Jr 


Or 


2  2rt    ■ 

2 

nx 


%i 


A.  M, 


(21}  L*aire  du  triangle  est  -r-,  en  appelant  a  la  base,  et  arli 


leor. 

llais^»  — a'-r=  — 


dODC  -T- 


1 

\ 


q.  /■   ^ 


A.U. 


/ 
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(SI)  La  weonde  règle  ici  posée  ponr  trou? er  le  volaine  de  ia 
9hère  est  dèfectuease,  car  sod  application  conduirait  à  la  valear 

v»S,  91 comme  le  fait  remarquer  M.  Nesselmann.  Ccpco- 

ëaat  je  n'y  pois  voir,  comme  lui ,  une  faute  grossière,  mais  senle- 
■eot  un  énoncé  mai  conçu,  que  Ton  pourrait  remplacer  par  celui- 
ci  :  niramehez  du  cube  du  diamètre  ses  trais  quatorzièmes,  puis 
ÛÊ  rtite  U  iierê  de  ce  reste  même;  celte  règle  coïncidera  parbite- 


wBûi  avec  la  fomnile 


:  vol.  sphèriq.  «- -irD'.  (  ir— ■—  Y 


n  n*est  pas  Traisemblable  que  Tautenr,  après  avoir  donné  an 
jmaîcr  moyen  exact  pour  mesurer  le  yolume  de  la  sphère,  ait 
|i  en  proposer  et  conserver  un  éminemment  faux. 

A.  M. 

(B)  BocsHBi  Ali  n*a  jamais  va  la  glose  dont  il  est  ici  question , 
Ail  pense  que  l'auteur  a  voulu  sans  doute  faire  allusion  ao  traité 
a9D  diapilres»  composé  par  Mohauik  de  Thuss. 

(M)  le  reproduirai  ici  la  note  textuelle  de  M.  Nesselmann  : 

Id  raotenr  est  inintelligible  et  j*avooe  que  je  n'ai  pu  me  tirer  de 
ce  labyrinthe ,  qu*à  l'aide  du  commentaire  qui  commence  ainsi  : 
f  Ssdie  qoe  plusieurs  divisent  Tinstrument  en  douze  parties 
l|ales  et  d'autres  en  sept.  Dans  le  premier  cas,  chaque  ligne 
fiMbre(de  division)  reçoit  le  nom  de  doigt;  dans  le  second%as» 
m  l'appelle  pied.  »  Celte  explication  comparée  avec  la  règle 
éonnée  par  l'auteur  donne  Tidèe  suivante  de  la  construction  de  Tin- 
tfiument.  Soit  le  carré  ABCD  {fig  '".„  Falidade  tourne  autour  du 
point  fixe  A  et  si  le  côté  BC  est  divisé  en  douze  ou  en  sept  parties 
égales  les  lignes  qui  vont  de  A  en  E  (point  de  division)  se  nomment 
Ignés  d'ombre.  Voici  maintenant  le  procède  qui  n'est  pascomplè- 
lement  expliqué  dans  l'auteur.  Soit  SP  la  hauteur  à  mesurer,  on 
sa  plaee  avec  rinsttument  ahcd  en  G,  de  sorte  que  le  rayon  Sa 
icneontre  un  fioint  de  division  e ,  ensuite  on  amène  l'alidade  sur 
la  division  voisine  e  et  on  marche  vers  G',  jusqu*à  ce  que  l'alidade 
Se'  passe  par  « .  Supposons  qoe  le  nombre  des  divisions  soit  reprè- 
par  n,  oQ  a  les  proportions  suivantes  : 

e'b'lb'a'lla'TlTS 
\U=^a\onaÛoiUieb:€b'::al:mT. 
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D*oii  eh  :  ci/^cb  :  :  rtT  :  GG  ,  donc  rtT^ 


trè  — GG' 


tb'—eh  ' 


[A^.GG' 


Œ  —  eh 


D'où  il  suit  que  TS^ 


Le  dénominateur  —  —,  d'où  TS=  «.GG 


^»      1 

«kl 

•*^ 
«1 


: 


l« 


Ce  qui  est  la  règle  de  Beha-Eddin,  Le  commentateur  ob*er*e 
qu'il  faut  ajouter  à  ce  résultat  la  lailîe  de  l'observateur,  e'est-à-dire 
Gaou  PT  pour  avoir  la  hauteur  totale. 

(25)  L'iropossibîlilé  d'oblenir  des  résultats  eiacts,  par  Tune  ou  ^\ 
Tautre  de  ces  opérations ,  est  assez  évidente.  La  première  efl  •• 
fondée  sur  ce  principe,  que  sur  une  surface  plane,  deux  poinls  4 
sont  à  égale  distance  du  pied  de  la  hauteur  donnée  de  rœit  de  Tob-  jl 
servàteur^  quand  les  lignes  de  vision  passant  respectîveoient  par  « 
ces  points,  sont  également  inclinées  àThorizon. 

La  seconde  opération  est  celle-ci  :  laissez  tomber  le  oorpsde 
A  enE  {^g'S\y  placez-vous  en  CD  par  exemple  et  observeî  le  corps 
suivant  la  ligne  DE  qui  coupe  AC  en  II,  Alors  vous  avez  la 
proportion 

bc:cd::ab:ae.   ^^^'^ 


BC 

(26]  J'ai  conservé  les  dénomination  aral>€S  :  Sbaï^  màU  cib, 
mâl-i-màl ,  màl-i-cAbi  etc.. ,  plutét  que  d^essayer  de  les  traduire 
par  des  mots  équivalents,  ce  que  le  docteur  Nesselmann  a  pu  faire 
grâce  à  la  facilité  avec  laquelle  la  langue  altemande  se  prête  à  li 
formation  des  mots  composés* 

Les  Arabes  appelaient  l'inconnue  (et  ils  n'en  employaient  qu'une) 
^Aaî  (chose).  Les  premiers  algèbrisles  de  l'Europe  chrétienne, 
JBàK  nispàLENsis  ,  GÉdiRo  dc  Chého:^!  ,  LÉONABD  de  PiSE  et  ses 
disciples»  oi^t  traduit  ce  terme  par  le  mot  latin  correspondant 
T€ê  et  ritalien  cnm;  d'où  :  Regota  dHla  com,  Règle  de  eoM, 
pratique  cossike  et  nombre  cossike  (racine  d'une  équation) 
chez  nos  plus  anciens  auteurs  (  Robehî  Records^  fa  pierre  à 
aiguiser  du  jugement);  les  Arabes  appelaient  le  carré  de 
l'inconnue  tndf  possession  ou  biens,  en  latin  census^  en  italien 
cefi*o»  termes  de  même  signification  et  pris  également  par  Léo^jard 
tie  PiSB  sous  Tacccption  du  montant  des  biens  ou  propriétés 
(Cens us  :  quicquid  fortunartim  qui»  hatct.  St«ï»h.  Thés,),  Le 
cube  était  appelé  par  les  Arabes  r/tb,  dé  ou  cubej  ils  c*>mbinaicnl 
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fC9  tonnes  mai  el  câb,  pour  la  formation  de  puissances  pins  élc- 
«•es,  à  la  manière  de  Diophantb,  en  faisant  la  somme  des  degrés, 
Cl  ion  pas  comme  les  Hindous  en  considérant  leurs  produits. 

FiaoLO  observe  eipressément  qa*en  dehors  des  6  formes  ici 
iracrites  il  n*y  a  pas  d*éqoation  possible  :  altramenle  cHe  in 
fÊoH  €  discorsi  modi  non  e  possibile  alcuna  loro  equatione.  A.  M . 

S)  n  esl  aisses  curieux  que  les  Grecs,  les  prétendus  inventeurs 
ie Algèbre  ,  n'aient  même  pas  dans  leur  langue,  un  mot  pour 
cette  science ,  el  que  nous  ayons  emprunté  aux  Arabes , 
qoi  pour  eux  exprimait  une  simple  opération  pour  en 
ttn  le  nom  de  la  science  elle-même.  L'opération  essentielle i  qui 
OMle  à  restaurer  y  à  raccommoder,  s'appelle  gebr  ou  avec 
Tartkle  ai  gebr.  Quand  dans  un  membre  d*unc  équation  une 
pBtîlê  positive  (zàtd)  est  suivie  ou  affectée  d*une  quantité  néga- 
tif {màkis),  on  restaure  la  quantité  positive  ,  c*est-à-dire  qu'on  la 
TàÊèiit  dans  son  intégrité  (Ghaslbs).  La  seconde  opération  essen- 
idle,  qui  consiste  à  comparer  les  termes  el  à  supprimer  les  valeurs 
igries  de  chaque  côté ,  est  appelée  par  les  Arabes  :  Mokabalah, 
Be  là  le  nom  de  Tarik  al  gebr  wa  almokabaiah  (  Méthode  de 
ifitaiiratîon  et  de  comparaison),  pour  cette  branche  de  l'analyse, 
éa  les  Arabes ,  de  là  notre  nom  d*algébre  emprunté  textuelle- 
par  LAoNABD  de  Pisb  et  tous  les  plus  anciens  algébristes  eu- 

A.  M. 


(SB)  Soitx  le  nombre  des  enfants,  — ^ —  sera  le  nombre  total 

des  dinars;  sera  la  part  de  chacun ,  d'après  renoncé 

ccCle  dernière  valeur  est  égale  à  7,  nous  aurons  donc  Téquatioii 
'— r —  =  7  ,  dou  ar=13.  Plus  généralement,  soit  n  la  part  rec- 
lillée ,  le  nombre  des  dinars  sera  nx  ;  d'autre  part ,  d'après  le 
partaige  primitif,  la  totalité  des  dinars  était      "^  D'où  il 

sml  que =nx  ou  j:=:2/i  —  1. 

(9)  Pour  la  définition  du  nombre  parfait ,  voyez  Euclide  (livre 
7,  dèC  2S),  et  pour  la  règle  :  livre  9,  proposition  36 

(30}  Soient  r  et^>*  les  deux  parties  d'un  nombre  'i  : 


(33)  Soil  jf  ce  qu*a  la  première  personne ,  ^  ce  qu'a  li  seconde^ 

F  le  prii  do  cheval,  —  el  -  les  fraclb^s  gènéraks  sublliluées  à 
m      n 

t      1  11 

-el^*  Onaalors:P^x4-  i^etP=*x+-*t 
3      4  m  n 


UouLienx(i-l)=^(l_i) 


iî  Von  pose  jr  «"ifih  —  n  et  ^  =  m«  —  m ,  il  en  rêmlle  P=mn — I. 

(34)  Soient  n^  b,  e^  les  nombres  de  livres  de  miel ,  de  vinaigre, 
d'eau.  Le  mélange  contient  (a  4*^+^)  livres.  De  cci  (a-^-b-^-c) 
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imi,  on  prend  /  livres  je  suppose,  et  Ton  reot  troofer  dans 
|Kife  proportion ,  pour  chaqae  coupe,  le  miel,  le  rinaigre  et 
hm  concooreront  à  former  ces  /  livres  de  mélange. 
Ftar  la  i**  substance  ou  aura  : 

*—    _i  IL  I     »  pour  la  2»— r-r-T- ,  pour  la  3»     ,  .  ,    . 
*+^+^  fl+^H"^  «-|-&-|"* 

(3S)  Dans  le  texte  arabe ,  on  troure  :  éTapréi  la  figure  de  la 
fmde*  D'où  a  pu  proreoir  cette  désignation,  c'est  ce  qui  n*a  pas 
été  expliqué. 


(36)  Comme  on  Ta  vu,  Fauteur  dit  expressément  que  les  ques- 
■s  énon€:ées  ci-dessus,  sont  inaccessibles  aux  algébristes  de  son 
knps.  Les  unes  sont  impossibles ,  les  autres  conduisent  k  des 
éfntions  de  degré  supérieur,  qui  n'ont  aucune  racine  rationnelle  ; 
■KÎ  la  troisième  donne  Féquation  finale  x^ — 20^*4- '+^^""0^ 
htiemièrc  question  fournit  les  deux  équations  :  Jt*-(-J<^-|~2»/*' 
dx* — X  —  2=x',  qui  ne  donnent  pour  x,  que  la  valeur  négative 

'-^.  La  quatrième  est  la  plus  intéressante,  son  impossibilité  dé- 

ID 

pnd  do  fameux  théorème,  énoncé  pour  la  première  fois  par  Fer- 
ml,  en  1657,  et  démontré  par  Euler.  Ainsi  les  Arabes  Tont  en 
^Iqoes  siècles  avant  nous. 

Il  ne  parait  pas  d'après  ce  qui  précède  que  les  Arabes  se  ser- 
vent de  notations  algébriques  ou  de  symboles  d'abréviation,  ni 
|i1U  eussent  quelque  connaissance  de  Falgèbrcde  Diophante. 
D'autre  part ,  bien  qu'ils  ne  semblent  psis  avoir  possédé  l'algèbre 
Uodone  dans  tous  ses  développements,  il  est  pourtant  probable  que 
celte  science  leur  vtnt  de  la  môme  source  que  l'arithmétique.  Les 
Initès  d'algèbre  arabes  et  persans,  suivant  M.  Slrachey,  ainsi  que 
qwlqnes  anciens  ouvrages  européens,  commencent  par  l'ariihmé- 
liqoe,  qoe  Ton  y  appelle  l'arithmétique  des  Hindous  ;  leur  seconde 
partie  est  consacrée  à  l'algèbre,  mais  elle  laisse  dans  une  complète 
ignorance  sur  l'origine  de  cette  branche  des  mathématiques.  Très- 
vraisemblablement  ,  leur  algèbre  étant  numérique ,  les  auteurs  la 
regardaient  comme  partie  intégrante ,  miis  dernière  partie  de  l*a- 
rilhmètiqne.  A.  H. 
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QUELQUES  OBSERVATlOi^S 
Relatives  â  la  figure  du  carré  de  Vhypoiénme  (*). 

FAB  M.   if  Biffai  B'AJVOBS»  *^ 

élève  de  l'InsUltilîoti  Lavjlle.  f^ 

Si  sur  les  côl«s  d'un  Iri angle  rectangle  BIff  (/t^.  39)  dont  ^ 
rjïjpylênuseestégalcà  2^,  on  constrnil  des  carrés,  et  qu'on  ^^ 
vienne  a  supposer  le  âotuinel  1  mobile  sur  la  circonférence 
BRB'. 

1**  Les  sommels  D  el  D'  sont  lonjours  n  égale  distance  de 
Taxe  Yy  éle%ê  sur  ie  milîou  de  A  A',  el  les  sommets  G  et  G'  à   ''■ 
même  dislance  dr  la  dr4Mte  Zz,  ■ 

11  résulte  en  i  (Tel  de  Tégalité  df*s  trois  triangles  B'DE', 
B'KI^G'IK'  d*nne  part,  de  l'êj^alilé  des  triangles  fi  DE , 
BIK,  GIN  dune  autre  part ,  qu'on  a  BE=  B'E'  =  G'N'  = 
GN^IK. 

2°  La  diagonale  conimune  DD'  tourne  autour  d'un  point 
flxe  R,  qu  on  ublieal  en  prenant  sur  \y  k  partir  du  point  O, 
UTïQ  distance  égale  à  3a. 

Puur  le  démontrer  J'observe  que 

^^       lyE'+DE      B'K+BK 


i 


On  eo  déduit  comme  corollaires  immédiats  qne  les  points 
G  et  G  restent  constammeat  sur  une  circonférence  ayant  son 

centre  en  R  et  pour  rayons  \^^  et  par  suite  que  les  p*>ints  S 

r>  It  y  A  ilini  m  trAVjiil  iratfre&iîaiii  é^^  longueur»  que  aous  ri'«voni  fMi  «'U 
M  t«itipi  de  faire  diiparatire.  Nous  j  rcviendr<»fii.  TiA. 


H  ff  pwoourenl  respecliTcment  les  deux  cîrconrércnces  dé- 
ailei  flor  BR  et  B'R  comme  diamètres. 

3"  Les  points  D  et  ly  décrivent  deux  circonférences  de 
BjQD  a,  Ungeotes  en  R  à  l'axe  des  Xr. 

Car  les  lignes  AB  et  DG  prolongées  déterminent  le  troisième 
nnet  d'nn  triangle  rectangle  égal  à  filfi'. 

4*  Si  Ton  joint  DÂ  et  D'A',  ces  lignes  se  coupent  en  an 
frint  M  dont  la  distance  à  l'axe  Yy  est  toujours  le  tiers  de 
iidisCaDeedu  point  mobile  I  à  ce  même  axe  :  la  même  pro- 
Viélé  a  lieo  si  l'on  joint  DA'  et  D'A. 

hcomparaison  saocessive  des  triangles  semblables  A'iyP' 
4MA%  PMA  et  ADF  donne  les  deux  proportions  : 

D'F':MP::A'F:PA', 
PM:DF::PA:AF; 

M  en  les  mnltipliant  par  ordre  et  supprimant  les  facteurs 
c|nx  communs  aux  deux  termes  de  chaque  rapport , 

D'F':DF::PA:PA'; 
«eniire 

WF'+DFrPA  +  PA'  ::  DF'-DF  :  PA-PA'  ; 

or 

iyP+DF  =  20R  =  6a,  PA+PA'=i>/x, 
lyp'— DF  =  B'K  —  BK  =  2CK , 
PA  — PA'=2P0. 
Donc 

3fl:a::CK:0P     c.q.f.d 

S'il  s'agissait  du  point  M',  on  comparerait  les  triangles 
semblables 

AiyP  et  AM'F,  A'P'M'  et  DA'F. 

Hemarque,  Lorsque  le  point  I  parcourt  la  demi-circonfé- 
reoce inférieure,  on  reconnaît  des  propriétés  analogues,  mais 


! 

I  on  pctr 
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doQt  renoncé  r(*çoit  ccrtaincïs  modîOcations ,  ainsi 
voir  qu'alors  la  diag:oiiHle  DD'  luurne  aulour  du  centre  A ^. 
Carré,  el  que  les  distances  des  points  M,  M'  el  I  à  ïaxG  V) 
sonl  égalrs  cninî  elles.  trt 

5*  Trouver  i*^  le  lieu  des  points  M  \  2"*  des  points  M'. 

Supposons  que  le  point  I  parcoure  la  demi-ci rconférMiCi 
BRB' j  nous  allons  lâcher  d'abord  de  découvrir  par  des  coa-*' 
sîd  cr a  l  i t)  11^  â  prhri  1  a  f o  r  me  d  u  1  ie  u  ch  e  r  l  h  é.  ^ 

La  courbe  esL  symétrEquc  par  rapport  à  Taxe  des  Y  ;  ïonf 
que  le  point  I  e^l  en  R  que  Ton  peut  regarder  totnme  80^ 
point  de  départ ,  te  point  M  est  silué  sur  la  partie  DégatiW 
de  Taxe  de:^  Y  à  une  distance  égale  à  Za  ;  le  point  I  se  meii 
en  parcourant  le  quart  de  circonférence  BH  ^  le  point  H 
s'éloigne  de  Taxe  dt^'S  X,  son  abscisse  étant  toujours  le  tier^ 
de  labscisse  du  point  I;  cnGn  lorsque  ce  dernier  point  t 
atteint  laulre  extrêmiié  du  quadrant,  le  point  M  est  situé  J 
unedhtance  inOnie  de  l'aie  des  X;  quant  à  son  abscisse  elte 

est  égale  à  -  ,■  doue  si  l'on  mène  une  parallèle  à  l'axe  des  Y, 

^  I 

à  cette  distance ,  cette  ligne  sera  asymptote  de  la  courbe;  c| 

répétant  la  même  Ogure  à  gauche  et  observant  que  la  taiM 

genteau  point  où  la  courbe  coupe  Taxe  des  Y  est  horizontali 

(car  c'est  la  limiledcs  positions  successives  d'une  corde  para^ 

lèle  à  l'axe  des  X,  lorsque  ses  deux  points  dlntersection  son! 

venus  se  réunir  en  un  seul  ) .  on  aura  ébauché  sutUsammeH 

la  forme  de  la  courbe.  | 

Cherchons  son  équation  ;  poar  cela ,  soient  j^»  y  les  cooi 

données  du  point  I ,  jt  et  y  les  coordonnées  variables  dl 

point  31,  on  aura:  1 

Maintenant  reportons-nous  a  L'une  des  proportions,  dool 
nous  iioas  sommes  serYÎs  plus  haut, 

AF:  AP::BF:MP,  i 
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OH  cMés  par  leurs  râleurs.  On  a  : 


jc^  Hy  cotre  ces  trois  équations,  on  trouvera  : 

da  quatrième  degré  qu'il  s*agit  de  discuter.  Cette 
iption  ne  renfermant  que  des  puissances  paires dx et dy, 
jicMrbe  qu'elle  représente  est  rapportée  à  son  centre  comme 
;  par  conséquent  il  suffit  de  faire  croître  x  et  ^  posili- 
mmU  BésolTûiisJà  par  rapport  ky^  on  trouve  • 

3(«V-£) 

x=0 jr^=Za. 

a 
X  augmente  <  - y  augmente. 

a 

'=3 ^*- 

Ce  lableao  noua  montre  que  la  courbe  est  comprise  entre 

in  parallèles  menées  à  des  distances  de  Yy  égales  à  - ,  et 

fUk  a  ses  droites  pour  asymptotes.  Le  coefficient  angu- 
lÉB  de  sa  tangente 

%xy^'\'\Sx{a^^x') 

Ment  nul  pour  x=0;  donc  aux  points  5  et  l' la  tangente 
it  borixontale;  d'ailleurs  chacune  des  branches  est  con- 
taunent  oonTexe  yers  l'axe  des  X;  car  à  cause  de  la 
qmètrie  du  lieu,  sil'une  d'elles  était  sinueuse,  la  courbe 
poorraU  être  coupée  par  une  ligne  droite  en  plus  de  quatre 


En  résumant  cette  discussion ,  on  voit  que  Féquation 
donne  deux  branches  indéOnies  tandis  que  nous  n'a- 
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viuns  Iruuvù  tlaiis  nuire  premier  aperçu  que  la  hraneh^P 
inférieur*?.  A  quoi  tienl  cetle  anomalie?  On  peul  Tcxpliqueti 
en  romonlcint  auv  équations  du  problémi*  ;  car  la  circonfé'^1 
renée  BRB'  et  sa  symêlrlque  par  rapport  â  Taxe  des  X  ont  Ijd 
môme  équation  ;  d'un  autre  côte  en  vertu  de  la  relation  (^) 
lorsque  ^>  diangc  de  signe,  la  quantité  y  —  2a  change  ausif- 
de  signe;  mais  comme  elle  entre  au  cirré  dans  Téquationd^ 
cercle,  réquatîon  du  lieu  ne  change  pas;  ainsi  par  suHi 
de  cetle  particularité  de  calcul  elle  se  trouve  convenir  aa? 
points  qu'on  obtiendrait  en  effectuant  au-dessous  de  laxeda 
X  les  mêmes  ci^nstructions  qu'au-dessus,  quoiqu'elle  n'ait  pai| 
été  formée  pour  ce  cas-là.  i. 

La  discusision  du  lieu  va  continuer  Texactilude  de  cetlj- 
interprétation  eo  nous  conduisant  à  une  équation  qui  dan: 
les  mômes  circonstances  représentera  une  courbe  non  rap* 
portée  à  son  centre. 

Nous  allons  chercher,  comme  ci-dessus,  la  forme  du  lin 

en  considérant  le  mouvement  du  point.  Lorsque  !g  point  ] 

CAt  en  R  les  droites  DA'  et  D  A'  se  confondent  avec  les  éia^ 

gonalesdu  carré,  par  conséquent  la  courbe  part  du  ceatr^ 

de  ce  carré  ;  te  point  I  parcourt  le  quadrant  BR.  Le  poinl 

ivr  s'élève,  mais  son  abscisse  est  toujours  le  tiers  de  rabsciî»sl 

du  point  I  ;  enfin  lorsque  ce  point  e^t  venu  en  B ,  l'un  4fà 

carrés  s'est  réduit  à  zéro,  Taulre  est  égal  au  carré  AH  A'B'j 

donc  pour  avoir  le  pmnl  correspondant  11  faut  mener  A'flp 

prolonger  A'B'  duoe  quantité  égale  à  elle-même,  joindre 

>on  exlrémité  avec  le  point  A ,  et  les  lignes  se  couperonl  au 

a  *'i 

point  cher  elle  ^  son  abscisse  est  égale  à  -  ;  il  est  facile  de  re^ 

connaître  sur  la  ûgure  que  son  ordonnée  est  quadruple  do 
l'abscisse;  ce  point  \k  est  un  point  limite^  par  conséquent  U 

parallèle  à  Va\e  dos  V  menée  à  une  distance  -  ^ern  langenli 


h  h  coorbe;  j'aurai  k  gaucbc  une  partie  parhUement  sj- 
!;  d'ailleanb  tangente  au  point  initial  est  horizon- 
I,  donc  die  présente  sa  convexité  aax  points  L  et  L'. 
délcrminer  l'équation  du  lieu  nous  aurons  les  rc- 


(y— a^r+j:'*  — fl'  =  0,    (1)  j:'  =  3x(2). 
El  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  DA'F,  M'A'P, 

,_(3/?— j/)  yVat  +  JT) 

Et  en  ëlimiDant  j:'  et  y  il  viendra  : 

ta  bien  ,  en  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à  ^, 
^  __^  ^»  

la  conrbe  étant  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  X  nous 

d 
faona  croître  x  positivement  depuis  zéro  jusqu'à  - . 

•S 
x  =  0 ^,=:3a. 

jc augmente  <- .r.  diminue. 

y^  incertain. 
a  ka 

'=3 •^•=^-=  F 

la  courbe  coupe  Taxe  des  Y  en  deux  points  à  des  dbtancea 
4a  Forlgine  égaies  Tune  à  a ,  Vautre  à  Sa  ;  de  ces  points 
kl  deux  arcs  de  courbe  qui  viennent  se  réunir  en  un 


priai  L  dont  Fabdase  est  égale  à  ^,  et  l'ordonnée  à^.  Même 
Igure  à  gauche  de  Taxe  des  Y. 


Le  eoeHïcienl  angulaire  de  sa  taûgCDlo  est 


« 


taiigttc 


2  (3^'jH-a*)y— 4a(û'— or') 


I 


pour  x=0  elle  est  patraUèle  à  l*axe  desX  ,  et  pour  ir==  -^ 

elle  lui  est  perpendiculaire^  comiDC  nous  Vavions  prévi], 

Âiusl  la  courbe  de  réquation,  si  elle  n'oŒrc  pas  dinflexfons, 

que  semble  exclure  runîtormilô  de  la  courbe  gènéralrice,  a 

la  Torme  d  mue  o?ale  inscrite  dans  un  rectangle  dont  les  di- 

âa  [ 

mensioDs  seraient  2a  et  -— * 

i 

On  peut  remarquer  qu'ici  le  Heu  différent  du  premier  n'aiiy 
plus  rapporté  à  SOQ  centre  comme  origine,  et  cela  uq  doit  pan  ^ 
étonner,  puisque  la  cause  de  ce  phénomène  g(  ométrîque  a  ^, 
disparu  avec  la  nature  des  calculs  ^  mais  ce  deuxième  exemple 
offre  une  particularité  aussi  remarquriMe  que  le  premier;   . 
car  la  discussion  de  l' équation ,  nous  a  dotiué  une  ovale  en- 
tière pc^ur  la  courbe  qu'elle  rcprêbcnle,  tandis  que  le  point  ne 
décrit  efiectiYement  que  la  partie  inférieure  terminée  brus-  M 
quement  aux  points  L  et  L'.  éi 

Pourquoi  le  lieu  n'esl-il  pas  Qdèlement  représenté  par  ré- 
quation émanée  de  sa  génération  ? 

C'est  que  lorsqu'on  met  en  équation  le  lieu  d'un  point  as-  J 
^ujetii  à  un  mouvement  mécanique,  il  peut  se  faire  que  la  . 
relation  constante  établie  entre  les  coordonnées  de  chacan 
des  points  de  ce  lieu,  ne  soit  pas  exclusive  à  ces  points î  ^ 
ainsi  par  exemple  le  lieu  du  sommet  d*un  angle,  dont  lei  ^i 
côtés  passent  par  deux  poinls  fixes,  est  un  segment  de  cercle. 
L'équation  à  laquelle  on  est  conduit  représente  le  cercle 
entier.  Il  serait  superflu  de  multiplier  les  exemples  de  ce 
genre  i  cette  observalion   sufDl  pour  expliquer  le  défaut 
d'harmonie  qui  exiite  entre  la  courbe  cher«b*^  et  son^équa-  | 
lion.  11  y  a  plus,  on  peut  même  dire  qu'il  eût  élé  impossible 
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4e  tmafor  ane  éqottiOD  algébrique  qoi  représentât  exacte- 
■eot  la  forme  da  liea  ;  car  de  pareilles  éqoatkms  n'ont  pas 
de  poiots  d'arrêt. 


THÉORÈME  SUR  LA  LEMNISCATE. 

FJLA  M.  HSWBLI  H'AMBRÉ, 

éière  de  Fiastilation  Uvilto. 


Théorème.  Le  lieu  des  points  qni  ont  poor  abscisses  les 
inscrites  dans  un  cercle,  et  poor  ordonnées  les  cordes 
ipondante»  de  la  moitié  de  Tare ,  est  une  lemniscate  de 
■eraoalli  (les  axes  sont  rectangulaires). 

IMmonsfro/ûm.  Dans  Téqnation  qui  donne  la  corde  en 
iBKtIoa  de  la  corde  de  la  moitié  de  l'arc, 

^•=R  (2R  —  V/iR''— C-), 

iHplaçoiia  C  par  j"  et  faisons  évanouir  le  radical ,  il  Tiendra 
iMites  rédoctions  faites  : 

R-^.-j.x*-4R'x*=0, 

éfoation  d'ane  lemniscate. 
NoU.  Cette  observation  ingénieuse  donne  le  moyen  de  cou- 
la lemniscate  à  Taide  du  cercle.  Tm. 


SOLUTIONS  DES  PROBLÈMES  122  et  123  (p.  202). 

YJA  M.  HnnLX  H'AXB&A, 

4llèf9  &•  nntliUiUoD  Utille. 


1 


192.  La  portion  d'une  normale  comprise  entre 

«fteoniqaeetun  axe  principal  multipliée  par  la  perpendi- 
cridrt  abaissée  du  centre  sur  la  tangente  qui  passe  par 


—  332- 


rexlFémité  de  sa  norniale  donne  an  produit  constant  poar 
le  même  axo  principal. 

Ce  théorème  énonce ,  je  croi»  par  M.  Cbasles,  d'une  ma- 
nière un  peu  différente,  sert  de  base  à  la  t>eye  construclion 
donnée  par  ce  géomètre  pour  délcrminrr  les  axes  d'une  el- 
lipse de  grandeur  et  de  position  lorsqu^on  confiait  deux  dia- 
mètres conjugués  au^si  de  grandeur  et  de  position^  c'est  sans 
doute  â cause  de  cet  usage  accidentel  i{u'il  a  trouvé  place  dan§ 
le  cours  de  géométrie  analytique  de  M.  Cirodde,  notre  pro- 
fesseur «  La  démonstration  analytique  de  ce  théorème  est 
exposée  toul  au  long  dans  l'ouvrage  ci-dessus  menUonoé 
Je  me  suis  alors  proposé  de  trouver  une  démonstration  de 
te  théorème  qui  fût  géométrique  autant  que  possible,  | 

Je  prendrai  une  ellipse  pour  fixer  les  idées;  la  dcmon- 
ftrition  s'appliquerait  à  peu  de  cho^îe  près  à  Tbyperbole.  j 

Je  vais  démontrer  d'abord  que 

OGxMC'=^'   (Fig.  34). 
Li  ligne  F'T  est  divisée  harmoniquement  aux  pointa 

F,  C ,  F,  T, 

d'où  la  proportion 

FT:FT::F'C;FC. 
Or 

FTlFT:;  F'H'iFH,  FX:  FC::  FH  — MC:MC  — FH. 

£t  à  cause  du  rapport  commun 

F'H'iFH;:  Fff — MC;  MC— FH, 
•n  en  tire  : 

F'H'x  MC -  FH  X  F'H'  =  F  H'  x  Fil  — FH  X  MC^ 

(FH'  +  FH)MC=âFH  X  F'H'-^  FH  X  MC, 

OC  X  M  C  =  ù\ 
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ràlUr«TOir  que 

OGxMDsa*. 
Bout  eda  nppeloiu-noQS  la  Taleur  de  Tabscisse  à  rorigioe 
k  h  normle ,  noos^aorons  : 

a*.  Mr      a* 

il  à  cause  des  triangles  semblables  DM  P ,  DOC , 
MP      a* 


TmMedimdendo 
MC       6*    MCxOG      b' 


MDxOG  =  a*. 


llID""a''  MDxOti""a" 
C.  Q.  P.  D. 

iVofs.  Ce  problème  a  été  résolu  aussi  par  M.  Henri 
Dormoy. 

Problème  1S3.  Si  dans  une  parabole  les  rayons  Yccteors 
sont  en  progression  géomélrique ,  les  sinus  des  angles  que 
forment  les  tangentes  menées  par  les  exlrémilés  respectives 
des  rayons  vecteurs  avec  Taxe  sont  aussi  en  progression  géo- 
métrique. 

L'équation  polaire  de  la  parabole  en  prenant  pour  pôle  le 
foyer  et  pour  axe  polaire  l'axe  principal  de  la  parabole  est 

^  sin'o       ' 

{p  désignant  le  demi-paramètre). 

Maintenant  je  remarque,  qu'un  rayon  vecteur  quelconque 
•  et  la  parallèle  menée  par  son  extrémité  à  Taxe  polaire 
sont  également  inclinées  sur  la  tangente  ;  dboc  si  a  est 
Fangle  que  forme  cette  droite  avec  Taxe  principal , 

a  s=  -  f  ;  donc  sîn«  =  sin  -  f  : 
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mail  en  verta  de  traDsformaUoDS  coDouet 

F 


d'où  i'uo  déduit 


âsia*-T 


•m  5  f  ^  iin  «  =s 


2p  = 


or  il  est  clair  que  si  les  valeors  données  à  p  forment  un 
progression  géométrique  dont  la  raison  est  k^  lesvaleai 
correspoudantes  de  sin  oc  en  formeront  une  autre  dooi 
raison  sera 

— .    C.  Q,  F.  D. 
Vk 

Note.   Ce  problème   a  été  résoln  aussi   par  M.  Heï 
Durmoy. 


•0^  '  CONSÉQUENCES 

De  la  règle  des  ûignes  de  Descaries  (suite,  t.  p*  239). 

Ancien  élève  de  l'Écol«  norimle. 


7 .  Le  nombre  des  racines  imaginaires  d*une  équation  f  (x)  =0, 
dont  le  premier  membre  csi  incomplet^  n'est  jamais  moindre 
que  le  plus  grand  nombre  de  variations  que  l'on  peut  inlnh- 
duire ,  en  remplaçant  les  termes  manquants  par  des  termes 
ayant  des  signes  arbitraires. 

Soit  V  le  nombre  des  variations  du  polynôme  F(x)  oblenu 
en  compIéïant/(j:}  de  manière  à  introduire  le  plus  de  va- 
riations possible;  soit  kle  nombre  des  variations  nouvelles; 
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ûûn  Y^mp+i.  Soit  y  le  nombre  des  ▼artetioni  de  F(— jt)^ 
m  nil  qoe  Y  +  y'  sam.  Mais  de  quelque  manière  qu'on 
aiB|dètey(x),  la  somme  Y  +  V  relative  aux  polynAmes 
eonpleU  obtenus,  F(j:)  et  F(— x),  est  toujours  égale  àm  ;  lors 
Ame  qno  Y  a  sa  plus  grande  yaleur,  ce  qui  est  notre  bjpo- 
ibèse.  Y'  a  sa  plus  petite  valeur,  laquelle  est  v  (2*  Remarque). 
Msqoe  Vs=  i^,  on  a  Y+ 1^'  =  m  ;  remplaçant  Y  par  i^+^y 
fliiakti^+p^  +  k=2in,  ou  i  =  m  — (i^  +  j/).  Or,  on  sait 
que  m  — (p + f>^  est  le  minimum  du  nombre  des  racines  ima- 
^■aires  de  réquation  /(jr}=0.  On  peut  donc  dire  aussi  que 
k  oombre  des  racines  imaginaires  d*uno  équation /(x]  as  0 
n'est  jamais  moindre  que  le  plus  grand  nombre  de  yariations 
qu'il  est  possible  d'introduire  en  complétant  arbitrairement 
son  premier  membre. 

Conséquences, 

8.  Dans  iouie  équaUon  d  coefficients  réels  ^  s'il  manque  un 
terme  enire  deux  termes  de  mêmes  signes^  réquatùmaau  moins 
deux  résines  imaginaires 

En  effet ,  entre  ces  deux  termes  de  mêmes  signes  +  et  +, 
par  exemple,  on  pourra  intercaler  un  terme  ayant  le  signe 

eootraire  —,  ce  qui  donnera  -| ^  $  on  comptera  alors 

S  Tariations  là  où  il  n'y  en  avait  aucune.  Puisqu'il  est  pos- 
sible d'augmenter  au  moins  de  deux  le  nombre  des  varia- 
tions, le  nombre  k  du  théorème  précédent  est  au  moins  ^al 
à  2;  donc,  etc. 

y  il  manque  deux  termes  ent^e  deux  termes  de  signes  quel- 
mmqueê  eemblablesy  ou  dissemblables  ^  t équation  a  au  moins 
deux  reines  imaginaires. 

Eo  effet,  commençons  par  introduire  un  terme  de  même 
signe  que  le  deuxième  de  ceux  que  nous  considérons;  le 
nombre  des  variations  ne  sera  pas  altéré  $  car  ce  nouveau 
terme  formera  nécessairement  3  permanences  avec  les  S 


rêiistunts  s'ils  étaknt  de  inémes  signes,  oti  une  rariatïon  et'' 
lltne  permanence  slls  ofîrdîent  une  varia  lion*  Nous  sommet  ^ 
[tnaintcnanl  retombés  dans  )e  cas  précédent  t  il  manque  un  ^ 
prnae  enire  deux  termes  de  mômes  signeSi  les  deuît  dernier» 
des  trois  signes  donl  nous  venons  de  parler.  11  nous  sera  pot-  * 
sîb!c  d'înîrodulre  deux  \arialions  en  écrivanl  un  deunième  n 
terme  de  signe  conlraire  à  ceux  cnire  lesquels  nous  le  pla*  ^ 
cerons.  Le  nombre  des  variations  eny(jr)  peut  donc,  dans  ce  ( 
cas,  être  augmenté  au  moins  de  deux  ;  donc,  cle.  , 

Plus  généralement ,  s'il  manque  2n  +  *  ou  fin  -f-  2  terme$    j 
ttntre  deux  termes  l  H  V  de  mêmes  signes^  Véquaiion  ffx)=:0 


a  au  moins  2  n  +  2  racines  imaginaires. 
En  effet,  Rupposons qu'entre  deux  termes  positifs, 

+  + 

Il  manque  2n'^\  termes ,  par  exemple  ;  j*întroduis  d'abord  m 
an  signe  +1  P*^"*  ^^  signe  —,  puis  un  signe  -[-,  et  ainsi  de  % 
suite,  jusqu'à  ce  qu'on  fiit  intercalé  2n-|- 1  termes  ou  2n+l  i 
signets,  BOUS  aurons  une  suite  comme  celle-ci  :  1 


+  -  +  -+^ 


-  + 


A  chaque  srgtic  introduit,  ou  compte  évidemment  une  va* 
riation  en  comparant  ce  signe  au  précédent;  j'en  inlrodnîs 
2«  +  1,  j'ai  rionc  compté  ainsi  2/i  +  1  variations,  Mai^  le 
premier  srgnc  i ntroduît étant— ,  le  deuxième +,  le  troisième 
--,elc.,  le  (2/1 -(-I)' sera  —  jor,  pour  compter  2/1  + i  '^aria- 
lions,  nous  n'avons  comparé  le  dernier  signe  introduit  qu'à 
celui  qui  le  précède,  il  restera  encore  h  \e  comparer  ati 
signe  +  do  /'  existant  avant  rintercalation  ;  cela  nous  don- 
nera une  dernière  varîalion ,  en  tout  2/i  +  2.  Ainsi,  à  la 
place  de  deux  termes  qui  formaient  permanence,  nous  avons- 
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partielle  ofrant  Sn  +  S  Tariations ;  donc,  pois- 
i  n^menter  le  nombre  des  Tariations  de  f (x) ,  ao 
I  de  Sn  -|-  9,  cette  éqoatioa  a  au  moins  2fi  -f  3  radoes 
aires. 

fB  aanquait  Sn  -(-  a  termes  entre  /  et  /',  en  les  interca- 
Doomiie  dans  le  cas  précédent ,  on  créerait  2/i-f  9  varia- 
«NiTclles,  comptées  en  comparant  tbaque  noofean 
liion  prèoédeni: 

(+-  +  - +  +); 

k  (9  it + 9;)^»*  signe  introdm't  étant  +,  d'après  ce  qu'on 
lA,  De  ferait  pas  yarialion  avec  lo  signe  -f  de  /'  ;  on  aura 
■e  suite  partielle  offrant  2n-|-  3  yarialions  à  la  place  de 
IX  termes  qui  n'en  offraient  aucune  ;  donc,  etc. 
Fil  manque  3n  ou  2n  -f  t  termes  entre  deux  termes^  t  et  i\ 
eontrairii^  l'équation  f  (x)  =  0  admet  au  motiM  2n 
imaginaires. 
IbCercalons  des  termes  comme  précédemment  entre  les 
termes  considérés,  que  nous  supposerons  avoir  les  signes 

et  — ,  nous  aurons  une  suite 

• 

-»--  +  -+ -. 

j  manque  2 a  termes ,  on  comptera  2/»  variations  en  com- 
int  chaque  nouveau  signe  au  précédent;  le  2/1^^*^  signe 
luit  étant  +,  formera  variation  avec  le  signe  —  dn 
Kième  terme  <'  comprenant  la  lacune  ;  à  la  place  de  deux 
I  offrant  une  variation,  on  aura  donc  une  suite  par- 
|ielle offrant  2n-f-i  variations;  on  en  aura  introduit  2/i; 
bae,  etc. 

S'il  manque  Su  -f  1  termes,  outre  t  et  t\  l'introduction 
fcSn^  1  termes  arbitraires  produira  2it -f*  ^  variations. 
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I 


que  Ton  comptera  eu  comparant  chaque  signe  iotrodoit  ^ 
celui  qui  le  précède  ;  le  (2 «  +  t}'^m«  signe  inlroduit  sera— ,fflN 
formera  une  perinanence  avec  le  signe  de  /'j  de  surle  que  Ldfl 
□ombre  des  varia  Lions  ÛQtkt'  sera  en  tout  2n  -f  !  ^  de  l  à  l' U^ 
avaK  une  seule  variation  auparavant  ^  on  en  a  donc  introdnl  ! 
2/1 ,  donc  le  DOmhre  des  raciaes  îmaginaireâ  o'est  pas  moiodr  ^ 
que  2/î.  M 

Aimi ,  fe  ^fu/  caf  ou  Von  ne  peut  affirmer  qu'une  équcUùn^ 
incomplète  ((%)  —  0  a  des  ra€ine$  imaginaires  est  celui  m 
il  manque  seulement  un  terme  entre  deux  termes  de  ti^nin 
€ontraires^  ^ 

9,  Si  une  équation  f  (x)  =  0  a  au  momË  trois  coefficmiê^ 
consécutifs  m  progression  géométrique^  elle  a  des  roctna  imtk'^ 
ginaires^  ^ 

Soit 

/(x)  = Ax'  +  Aqx"^'  +  Aq^x"^'  +  , 

Multiplions  le  premier  membre /(x)  par  x  — f,  noas  au- 
rons j 

/(X)  (X  ^  î)  ^  j  ..,._A^^'»,A^-x-CAyix-'.,.| 
=^  ....  .^Bx'^+^+Cx'*—..,,  I 

B  étant  la  somme  algébrique  des  coefllcicnts  de  x*"*"'  dans  h 
deux  lignes  ;  G  étant  la  somme  algébrique  des  coeiïicîenis 
x"~'  dans  les  mêmes.  Dans  le  premier  membre  de  Téquatioi 
y(x)  (x  —  q)  -=0,  il  manquera  dcuï  termes  entre  deux  sigi 
consécntirs  ;  cotte  équation  a  au  moins  deux  racines  imagù 
nalres,  lesquelles  appartiennent  aussi  à  réquationy(x)  =0, 
puisque,  à  rexcnption  de  la  racine  réelle  y,  toutes  los  racim 
sont  les  mêmes  dans  les  deux  équations 

/(x)  =  0,   /{x)[x-^)=0. 

L'équation  f(jt)=.ê  a  donc  au  moins  deux  racines  imagi- 
niircfi.  r 


4 


JJ 


—  889  — 

n.Simméqtimliml{x)^0«a>tinom$qMotneo$fficmt$ 
tmfntrmimarithmaiqtu,  etttt  éqtuakm  a  du 


-+(A+3£i)|x"-+ 


M  mwooB  ce  que  représentent  B  et  G. 
le  premier  membre  de  l'équation ,  f[x)  {x—  1  ) = 0,  ayant 
Ml  termes  oonsécntirs  en  progression  géométrique,  cette 
«  des  racTnes  imaginaires  (théorème  précédent). 
\  ncioes  appartiennent  aussi  à  réquation/(x)=:0, 
toates  les  racines  de/(a:)=0  et  de/(x)  [x  —  i)=Q 
■t  les  mêmes ,  à  l'exception  de  la  racine  x  =  1,  qui  est  en 
^iMM/'(x){x  —  i)  =  0. 

il  fÇsti  s=  O  a  donc  an  moins  deux  racines  imaginaires. 


Il 


KUe.  Lorsqu'un  symptôme  annonce  n  couples  de  racines 
ires  et  un  autre  symptôme  n!  couples  ;  on  ne  peut  en 
rcxistence  de7i-j-/i'  couples,  puisqu'il  peut  y  avoir 


do  racines  ;  or,  dans  le  théorème  de  M.  Sturm , 
page  115,  s\Jx[x — a)  renferme  2  A  -)- 1  variations 
qae  dansyir,  il  y  a  au  moins  k  couples  de  racines 
ires  dansyir;  mais  s'il  y  a  n  lacunes  impaires  entre 
dansyjr(j:— a),  il  y  a  aussi  n  couples  de  racines 
La  démonstration  que  j'ai  donnée  de  ce  théorème 
fifs  115)  apprend  qu'il  existe  au  moins  A  -(-  n  couples  de 


ricitiei  Imtgrnafr^  ;  et  c'esl  ce  qu'on  ne  voit  pas  d'apréi 
démûostralion  de  la  pa;'e  242  (voir  au^sî  t-  H  ,  p.  250),     Tm' 


GOxNSTRUCTlON  APPROXIMATIVE 

du  Poltfgone  de  17  côtés ,  note  rectificative  de  celte  de  i 
page  22^. 


FAR  M.  BBXTOSr  (]»E  CBAmP)  , 


La  consiraclion  indiquée  à  la  page  2i26  ne  fournit  qi 
dppFOXÎmaliuii  grossière  admissible  iout  au  plus  dans  dt|| 
figures  de  peliles  dimensions.  Une  erreur  de  calcul  me  ri| 
▼ait  fait  croire  plus  grande.  Pour  dédommager  les  licleur^ 
qui  ont  pris  la  peine  dVssayer  celle  construction ,  je  ne  croî( 
pouvoir  mictiTL  faire  qye  de  leur  offrir  crttc  autre  coof 
fltructiou  plus  satisfai.sante.  D'un  point  de  la  circonférenà 

1% 
cmec  les  —  du  diamètre  [trois  quarts  moins  un  centième)  di 

crivez  un  cercle^  tei  arcs  dans  lesquels  il  la  partagera  en  fl 

S         9 
roni  sensiblement  —  et  — . 
17       17 


TIlEOnEME 

m 

sur  les  Surfaces  et  tes  Courbes  algébriques. 

PAR  m    £Ua±MX  JITBÉ , 
IJcende  es  icieacêft  mallièixiaiiquet  ûi  phplquef . 


Si  par  deuï  points  de  t'espace  on  mène,  parallèles  cntr< 
elles  deui:  sécantes  à  une  surface  dont  réquationestalgA 
brique,  de  manière  qu'elles  la  rencontrent  suivant  le  ploi 
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le  y  el  qu'on  fasse  poar  chaque  sécante  le  pro- 

dei  segments  compris  entre  le  point  d'où  elle  émane, 

m  elle  rencontre  la  sorface ,  le  rapport  entre  ces 

produits  est  indépendant  de  la  direction  commune  des 

èss  droites. 

Ssinita,  C,  7les  coordonnées  d'un  point  par  lequel  on 
Im  une  droite  qui  coupe  suivant  le  plus  de  points  possible 
0  surface  dont  l'équation  F(jr,  y,  z)  =0  est  algébrique. 
haosportons  l'origine  en  ce  point  ;  réqaation  de  la  surface 
Mendra  F(jr-{-a,^-}-6,  s-|-7)=0;  ou  on  nommant 
Jbi,  ^  les  trois  coordonnées  polaires  du  point  (x,  y^  z),  elle 
|ta  F{r cos  6h-  a,  r  sin  g  cos  ^  -f*  ^  1  rsin  0  sin  (•>  +  7))  =  0. 
Iksopposant  que  0  et  ^l»  se  rapportent  à  la  sécante  menée  par 
%mi¥dle  «rîgine,  les  valeurs  de  r  données  par  l'équation 
celles  des  segments  faits  sur  la  droite ,  et  toutes  ces 
seront  réelles,  puisque  par  hypothèse  la  sécante 
la  surface  suivant  le  pins  de  points  possible.  Le  pro- 
tons ces  segments  sera  donc  égal  au  terme  indépen- 
r,  divisé  par  le  coeflBciont  de  sa  plus  haute  puissance. 
Ut  f(S,  4»)  ce  coefficient.  Le  terme  sans  r  sera  F(9r,  €,  7),  et 

F(a    6   7) 

h  produit  des  segments  aura  pour  valeur  — '  ''-.  Pour 
■e  autre  sécante  parallèle  partant  d'un  point  (a'^V),  ou 
taivera  pour  le  produit  semblable  —^^7 — ^ — - ,  où  le  déno- 

■jutenr  sera  le  même  que  précédemment. 

Le  rapport  des  deux  produits  sera  donc  indépendant  de  la 
ébectioD  commune  des  sécantes. 

Ce  théorème,  comme  on  le  voit  aisément,  a  lieu  aussi 
fsor  une  courbe  algébrique. 

S  une  des  droites  est  tangente  à  la  surface  ou  à  la  courbe, 
i  CuU  considérer  dans  le  produit  correspondant  le  carré  du 
\i  conoprîs  entre  le  point  de  départ  et  le  point  de  eon- 


f  iflci  :  ce  sonl  alors  dea  %  oo  plusieurs  segments  deTcniis  égaqf^ 

Si  Tune  des  sécantes,  ou  loules  les  deux,  ne  renconlra|fj 
p:is  la  surrace  ou  la  courbe  suivant  le  plus  de  poînls  possiifj 
il  y  aurait  des  segments  imaginaires,  et  cependant  leprodin 
de  tous  les  segments  réels  ou  imaginaires  de  Tnne  serait  toi' 
joars,  quelle  que  fût  la  direcliDii  commune,  dans  uo  ni6ll 
rapport  avec  le  produit  de  tous  les  segments  réels  ou  iraag^ 
naires  de  l'autre.  Mais  dans  ce  cas,  les  valeurs  des  «egroea^ 
ne  pourraient  être  considérées  que  comme  des  symboles  an/^ 
ly tiques.  (V.  t.  III,  p,  512.)  f^ 

Ce  théorème  général  appliqué  aux  surfaces  ou  aux  coutIk' 
du  second  degré  conduit  naturellement  à  ces  théorèmes  d^ 
Newton  :  '^ 

Si  à  une  courbe  ou  surface  du  second  degré  douée  i*u 
centre  on  mène  par  un  m/ïme  pojnl  deux  sécantes ,-  les  pro 
duHs  ^es  segmenls  faits  sur  chacune  d'elles  sont  proportion  , 
nels  aux  carrés  des  diamètres  qui  leur  sont  parallèles  ; 

0eux  tangentes  partant  d'un  même  point  sont  proportion 
nelles  aux  diamètres  qui  leur  sont  parallèles 

Que  par  deux  points  O,  O'  de  l'espace  on  mène  deux  sé-^ 
câulesà  une  surface  du  second  degré,  parallèles  entre  elies^ 
comme  le  rapport  des  produits  des  segmenls  de  cfaacuiii 
d'elles  est  indépendant  de  leur  direction,  si  la  première  toarni 
autour  du  polnl  O,  de  telle  sorte  que  le  second  point  dMutciv 
section  avec  la  surface  s'éloigne  de  plus  en  plus,  il  en  ser^ 
de  môme  pour  sa  parallèle  ;  et  enfin ,  quand  le  second  point 
d'intersection  de  la  première  sécante  avec  la  surface  sera  k 
l'inâûi  «  auquel  cascetle  droite  serait  un  diamètre  de  la  snr^ 
face  (celle-ci  étant  alors  un  paraboloïde),  sa  parallèle  menée 
par  (y  sera  aussi  un  diamètre.  On  conclut  aisément  de  ce  qull 
précède  que  les  sections  faites  sur  une  surface  du  second  de^ 
gré  par  deut  plans  parallèles  sont  semblables  de  forme  «I 
de  position.  i 


i 
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9  d  foM  d'olkft  eit  une  parabole ,  on  pourra  lai 
Qo  diamètre;  puis ,  par  an  point  pris  sur  le  plan  de 
i|Mie  aection  one  parallèle  à  ce  diamètre,  de  manière  à  ren- 
ia seconde  coarbe,  et  d'après  ce  qui  vient  d'élre  dé- 
,  cette  noovcUe  sécante  devra  aussi  avoir  son  der- 
point  d'inlersection  situé  à  l'infini.  La  seconde  courbe 
sera  donc  aussi  une  parabole  semblable  à  la 
de  forme  et  de  position. 
fila  première  courbe  d'intersection  a  un  centre,  on  peut 
pree  point  mener  deux  diamètres  quelconques ,  pois  par  le 
de  la  seconde  courbe  deux  diamètres  parallèles  aux 
;  d'après  le  théorème  général,  les  diamètres  de  l'une 
liiections  seront  proportionnels  à  ceux  de  l'autre  ;  donc  ce 
t  deux  courbes  semblables  de  forme  et  de  position. 
le  théorème  général  appliqué  à  une  section  conique 
fÊL  aerrir  k  démontrer  la  proposition  de  l'hexagramme  de 
lÉcal,  savoir  :  quand  un  hexagone  a  ses  sommets  sur  une 
section  conique ,  les  points  de  concours  des  côtés  oppo- 
Aïoot  en  ligne  droite. 

Sait  en  effet  adhVcé  cet  hexagone.  Prolongeons  les  côtés 
Inetirs  jusqu'à  leur  rencontre  en  A,  B,  G,  et  par  un  point 
[oe  O  pria  dans  Vintérieur  do  la  courbe  ^  menons 
ferissécentes  parallèles  à  AB,  AG,  HG.  Nommons  S,S^,S" 
hlieis  produits  des  segments  faits  sur  chacune  d'elles  à  par- 
Irdo  point  Ot  et,  pour  abréger  l'écriture ,  posons  : 

lis  a.      C6  =  6,    Ac  =  c,     Ca==a.    A6=6,    Bcs=c, 
W=a',     C*'  =  6',    kd=d,    Ca'=a\   KV^b\    Bc';=c'.. 

(hanra  donc  : 

S"  "*    S  '     S'  ""   S"  '      s         »  • 
ilM  multipliant  membres  à  membres 

a,dfifi\c,e\  =  a,a\hjb\e^c\.  (t  ) 
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Soienl  a,  €,  7  les  point»  dlnlerseciion  des  côtés  da  triangk^g 

ABC  avec  les  droites  Uc^  ac\  db^  cl  posons  :  ^- 

Bjt  ^  «,  Ce  =  6,  Ay  ^  7,  ^ 

C^  =  «,  Ae^^.  By=7..  Il 

Le3  transversales  Uc ,  ad,  alb  donneot  :  | 


«i^>.  =  o'.^V» ,  ^/.«.  =  ^/.^.t  7i^'.^.  =  7,«'*^. , 


d'où  en  muUipliant  membres  à  membres,  et  en  vertu  de  Tèg 
qaaUon  (1),  il  vieal: 


Celle  dernière  relation  exprime,  comme  on  sait,  qnete^ 
trois  poînls  jx,  C,  7  sont  en  li^ne  droite ,  cl  ce  sont  les  pomta«|| 
de  concours  à^%  côlés  opposés  de  rhoxagone. 

Si  on  suppose  que  les  points  a  et  d^  h  et  b\  eeid  Tienneoti 
à  coïncider f  le  triangle  ÂBC  est  circonscrit  à  la  section  co- 
niqae^  et  la  relation  (1)  devient  :  | 


a,ù,c^  =  aj\c^  ; 


d*où  on  conclm  que  les  droites  A/ï,  Bb,  Ce  se  coupent  AfBk\ 
même  point.  De  là  ce  théorème  connu  :  l 

Les  droites  qui  joignent  aux  points  de  contact,  tes  som-l 
meïs  d'an  triangle  circonscrit  a  une  section  contqne,  concoa-i 
rent  en  un  même  point  C)*  1 

=^____^ i" 
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kl  éocMtutB  maihtoatiqaes ,  qae  dans  les  scieooes  iiata- 
,  el  le  public  géomëlre  accueille  avec  faveur  les  tra- 
«écatéa  sur  un  point  spécial  de  la  science.  Dans  le 
peseot  mémoire,  l'auteur  s*occupe  principalement  de  la 
Uorie  des  contacts  dans  les  lignes  et  surfaces  du  second 
iegié  et  de  divers  théorèmes  qnî  en  dérivent.  La  méthode 
pour  mener  les  tangentes  et  les  plans  tangents  con- 


«le  i  opérer  la  division  dans        ,      \,  \  et  à  faire  ensuite 


miei 


je^  dans  le  quotient.  Ce  procédé  employé  par  Fermât^ 
eus  les  problèmes  de  fnaximis,  a  été  développé  en  1764  par 
kgèoméire  anglais  Landen,  et  aussi  dans  un  mémoire  devenu 
liàHrare  et  intitulé  :  Recherches  sur  les  calculs  différentiel  ei 
jÊiégralj  par  le  ctlayen  Ensheim.  Paris  ^  an  FIJ^  in-4«  de 
S  pages.  En  suivant  cette  marche»  l'auteur  parvient  à  une 
éioation  qui  se  sépare  en  deux  autres,  dont  Tune  donne  soit 
il  eorde,  soit  le  plan  de  contact;  une  méthode  analc^ue 
doone  les  diamètres  et  les  plans  diamétraux  conjugués  et 
anlres.  Il  se  livre  à  beaucoup  de  considérations  sur  le  cône 
iMigeat  k  la  surface  du  second  degré  ;  on  y  rattache  sept 
astres  cônes ,  passant  par  la  môme  courbe  de  contact  et 
ayant  avec  le  premier  cône  d'intéressantes  relations  géomé- 
triques qui  sont  analytiquement  développées ,  qu'il  faut  lire 
dans  l'oavragd  et  que  Ton  peut  aussi  consulter  avec  fruit 
pour  ce  qui  concerne  quelques  propriétés  des  diamètres  con- 
jognés  et  la  surface  sphérique ,  lieu  du  sommet  d'un  angle 
trîèdre  trirectangle ,  circonscrit  à  une  surface  quelconque 
ta  second  degré  ;  on  a  d'ailleurs  maintenant ,  des  démonstra- 
tiona  fort  simples  de  ce  théorème  de  Monge ,  déduites  soit  de 
la  géométrie  pure,  soit  de  l'analyse  ou  même  de  la  théorie  du 
■oovement  (F,  P.  Breton;  Journal  de  Liouville^  t.  111  ). 
Le  méoKrire  est  terminé  par  les  moyens  d  obtenir  les  diRéren- 
lielles  des  fonctions  circulaires,  exponentielles  et  logarith- 


miques  ;  eD  suivanl  toujours  ie  même  Ayslème ,  Taoteur  i 
pose  qu'on  connaisse  les  développtitnenls  en  séries 
siDQs   j:,    ces  X;   ensuite ,   il   effectue  la    dirisiou 


il  conclut 


,  dans  le  quotient  H  pose  x' 

nouvelle  série  qui  est  celle   de  co» 

^  cos  X ,  et  ainsi  de  suite  L'auleur  traite  ûnalemenl  'à 

derintégralion  des  équations  difFéreatielles  partielles  do  se* 
conci  ordre,  à  trois  variables.  Ce  pnjcédé  d'intégration  est  ' 
celui  qui  a  été  mis  en  usage  par  Euler,  qui  consiste  à  ramener  T 
celte  opération  à  Tinté;: ration  d'équations  différentielles  or-  i| 
dinaircs  ;  méthode  qui  a  pris  de  si  grands  développements ,  ^ 
dans  ces  derniers  temps. 

11  s'est  glissé  dei$  taules  tyjiographiques  assez  graves;  nous  ^ 
devons  signaler  entre  autres  i*énoncé  d'un  théorème,  au  haut  1 
de  la  page  16,  énoncé  qui  nous  parait  faux.  Nous  attri-    , 
buons  à  la  même  cause  quelques  locutions  douteuses*  Du 
reste,  ou  doit  féliciter  M,  Chauvet  de  s'être  tenu  à  hauteur, 
de  ne  pas  se  traîner  dans  les  ornières  du  vulgarisme  élé-  ^i 
mentaîre,  et  nous  apprenons  avec  plaisir  1  annonce  d'un  ^i 
ouvrage  plus  étendu,  et  où  il  prendra  sans  doute  en  consi- 
dération les  travaux  de  ses  devanciers.  Tm* 


NOTE  SUR  hES  ANNUITES.  ' 

PAB.  M,  HirST, 

licencié  es  j^dcncc»  msthématique!!  ^  't 

prûfeisfiur  de  malhèmalique&  au  collège  de  Toulon  {*). 


La  déniiiu!!)tralion  par  iaquelle  on  établit  ordinairement  la 


C)  Feu  H.  Serr«»^  profeMeur  de  m«Uiéiiiatiqii«  à  l'école  de  borète,  démoa- 
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rdatiTe  «ii  aonaités ,  exige  que  l'on  sache  calculer 

h  lonDe  des  termes  d'one  progressioo  géométrique.  On 

poamit  enoore  démontrer  cette  formule  très-simplement 

mê  le  aeooara  des  progressions. 

Soil  G  le  capital  emprunté,  a  la  quotité  de  Tannuité,  n  le 

■ombre  des  années  et  r  Tintérét  de  1  franc  par  an.  Il  est  dair 

fÊt  payer  chaque  année  a  francs ,  en  commençant  un  an 

ipèi  le  joor  de  l'emprunt,  jusqu'à  la  Gn  de  la  /i«^"^  an- 

iée,  revient  à  donner  au  créancier  le  jour  de  l'emprunt  une 

a 
WÊÊme  d'argent  - ,  qui  rapporterait  a  francs  chaque  année , 

m  ttipidaiit  que  cette  somme  d'argent  serait  rendue  à  la  On 

tt  la   n*'*^  année.   Or ,   la  somme  -  ,  au  bout  de  n  an- 

r 

iéfS,Taat-  (1  +  r)";  sur  cette  somme  on  doit  rendre-, 
/•  r 

ioDC  la  dette  est  payée  par  ie  reste 

Mab  cette  dette  reportée  à  la  tin  de  la  nM—  année  est 
G  (1  -t-  r)"  ;  on  a  donc  l'équation 

^j(l-|-r)--l  j=C(t+r)S 

4'oà 

_0(t+r)' 
«-(l+r)"-!' 

((m  est  la  formule  connue  au  moyen  de  laquelle  on  calcule  la 
quotité  de  l'annuité. 


uiit  «ml  la  fonnale  dei  annoilés  uns  le  becoars  des  progressioni  ;  mais 
jTpTt  qoel  était  ion  genre  de  démonstration.  Ce  même  proreeseor  donnait 
«Mri  dans  aon  eoart  depuis  cinquante  ans  la  note  sar  l'snalyse  indéterminée , 
M«fét  depuif  par  M.  Pilatte  (  iiuialM  de  Gerffoiuu,  tome  II ,  page  2Vt)  et  ro- 
fvtdwte  dans  les  J^onoailsf  ÀwmaUt ,  tome  II ,  p.  471  et  tome  III,  page  9T.  Il 
i^a  «•■HBBnlqvé  eelte  note  il  y  a  neuf  ans,  lorsque  J'étais  son  eolléf  oe  à  l'éoole 


ËtaDt  donnée  une  progression  arilhmédque  de  n  termes, 
la  moi  Lié  de  n  Tois  le  dernirr  terme,  esl  toujours  comprise 
entre  la  somme  de  tous  les  termes ,  et  cette  somme  dinaÎDuéâ  ^^' 
du  dernier  ti»rme;  démontrer  celte  proposiilon  par  la  géo-  li 
métrie.  p 

Solution. 

L'énoncé  suppose  évidemment  la  progression  croisante*    |^ 
Soit  donc  une  pareille  progression  : 

:  a,  b.  c.  d i^,  jc.  y.  s^  ^ 

Pour  là  représenter  géométriquement ,  sur  une  droite  in- 
définie XX  ^  je  porte  autant  de  longueurs  égales  (fig.  35) , 
aB,  BC.  .  ,  *  VX,  XY ,  YZ  que  ta  progression  renrerme  de 
termes  moins  un  ;  j'élève  auK  points  A,B,C  .  ..Y,Z,  les  per-  ^ 
pendiculaires  AA'^a,  BB'  =  ^,  CC'  =  c  ,  .  _  YY'=^. 
ZZ'  =  5  »  dont  les  sommets  se  trouveront  évidemment  tons 
sur  la  droite  Â'Z'  ;  on  peut  ainsi  repréjsenler  une  progrès-  «4g 
sio  n  ar i  t  b  me  li  q  ue  q  ue  I  co  uq  u  e . 

Cela  posé ,  uous  devon^i  avoir  i 

a-^b-^e-Hi^ +r+î  > -^  >tf+^+c  ....  +^-hj'- 

il  suffira  de  faire  voir  que  Ton  a  - 

A  cet  effi  t,  prolongeons  ZZ*  de  Z'Z''=  a,  et  A  A'  de  A'A"=i,    jh 


'J 
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\ la  droite  A'Z" ,  et  prolongeons  les  perpendicalaires 
fu  reivésentent  les  diflfi&rents  termes  de  la  progression  ;  on 
nA  de  suite  que  ffF'=:^;  C'C'  =  x 

n  suit  de  là  que  : 

UVBW+ +  YY"+ZZ"  =  2  (a+6+c+rf.  . . .  +jr+z). 

Mm 

AA"+BB"+ +Yr +ZZ''r=:iii.ZZ''  =  ii(a  +  »), 

itperooiiséqaenl: 

a(a4.6-fc+  . . .  .+r  +  »)  =  «(*  +  «); 
csqal  démontre  la  première  partie  de  Tinégalité. 

De  Texpression  précédente ,  nons  tirons  : 

que  la  seconde  partie  de  l'inégalité 

2{a  +  b+ +j:+^)</iz 

«t  salif^raite ,  il  faudra  donc  que  Ton  ait  : 

na  <  2z, 
it  cette  condition  sera  nécessaire  et  suffisante. 


RECUEIL  DE  FORMULES 

Il  de  valeuTB  relatives  aux  fonctions  ctreuMm  e$  to§arith^ 

miques, 

(Suite,  Y.  p.  294.  ) 


U:  (l-2*co.f^+x')(t-2xco6|+x-) 

=5  x'*  -f  ^  (Côtes)  ;  n  nombre  positif  entier. 


57.  alangx^Mangj^,  lan^(jr— ^)  ^ 

(  ù — a  )  ta  ngy  [b  — a)  sin  *2jr 


cos5  jr=  1  6cos*j:'— 20cos^  x+5cos  jc 
co56*r=32cos*^— 4Scos^j:+18cos'j:  —  I 
t,QiAlx=  64cos'^^l  1 2cDS*x^56cos**r  -  7C08.r 
59,  sin2jr^2siii^cosj: 

8Îa3jr^3$î[iJ  —  4siQ*jr 

si  n4ar= si  o  x(8cos' j: — 4cos  x  ) 


•i 


À 


SO.  iiiuurs 


-3BI- 

■iito=sailUr(6ooiJr— 32008^  j:4-32oos^x) 
rin7x:=7mDJr--568in'j:-fll28ia'a:— e&sin'j: 

8io9ar=:98iox— 120sin'j:+432sio'a*— 5768in'a:+ 
+2568m'x. 

vssr^sinjctànl^—x  J8in(  -+x  jsin^  — h-'^ )x 
(«ataot  de  factean  qu'il  y  a  d'anités  dans  n). 

xcos(^^+x)co.(.îi^.-x)co.(2^,+^).... 
(autant  de  facteurs  que  d'unités  dans  n). 
1.  itséciij:==aéc(— ir+xVsécf --«--jr  j-H 

+ dzsécx;  (Ai=2/n+1). 

jiooaécnx  ==  cosécx  +  cosécf  r--x  W ooséc^  ^ 

— ooséci xVcosécr--+xj  + 

-hcoaéct  ——X  j— co8éc(  — +x  ) 

....  ::pC08éc(  ~^x\±co8éc(  — -KrY 


Étant  données  deux  circonférences  0  et  ff  [fi^,  30)  daut 
on  même  plan,  proposons- nous  de  Iroaver  le  lieu  géomé- 
trique des  centres  des  cercles,  qui  coopenl  ces  deux  circon- 
férences en  des  points  situés  aux  exlrémilésd'un  même  dia- 
mètre. 

Je  prends  des  axes  rectangulaires  -  pour  origine^  le  centre 
0  d'un  des  cercles  ;  pour  axe  des  a:  la  ligne  00'  des  centres  ; 
les  équations  des  deux  cercles  seront  alors  : 

(1)        x'+y=^R';  (2)        y+(^-e^r=R'% 

d  étant  la  distance  des  deux  centres. 

Soient  « ,  t  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  ;  l'équation 
d'une  de  ces  circonférencps  sera ,  en  appelant  K  son  rajou  . 

RetranchHnl  Féqualion  (3]  ^uccessÏTement  de  chacune  des 
deux  équations  (1}  et  (2) ,  on  aoo  : 

25r  +  2â^  ~  6'—  ^^  R"+  K'  =  0  ; 

équations  qui  représentent  précisément  les  cordes  d'intersec- 
tion de  chacun  des  deux  cercles  donnés  avec  la  circonférence 
décrite  du  point  (a,  6)  comme  centre.  Exprimons  que  la 
première  passe  par  !e  centre  du  cercle  représenté  par  Té* 
quatton  (  i  )  ^  et  la  seconde  par  te  centre  du  cercle  représenté 
par  réqnation  (2).  On  aura  le»  deux  relations  t 

(4)     d'-J-e^r— R'i  (5)     (4-£fl*+€*^K'-R'% 
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it  UMBbre  i  awmbre  pour  éliminer  K*,  on  «  : 

«T— (R*— R") 
25 • 

Telle  est  Téquation  du  lien.  Od  toîI  qu'elle  représente  nne 
ènite  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 

Aetuèllcment,  je  remarque  que  les  équations  (4)  et  (5)  ne 
■Ml  aalre  cbose  que  les  équations  des  deux  cercles  donnés , 
èw  lesquelles  on  aurait  remplacé  R'  par  K*—  R*  et  R'*  par 
r— H*^;  or,  comme  en  retranchant  ces  deux  équations 
■embre  à  membre,  K'  disparaît,  on  peut  dire  que,  pour 
trooTer  le  lieu  cherché ,  il  suflBt  de  retrancher  membre  i 
■embre  les  équations  des  deux  cercles ,  après  avoir  changé 
lomefois  R"  en  —  R'  ou  R  en  K\/~. 

2.  On  sait  que ,  pour  trouver  Taxe  radical  de  deux  cercles, 
il  faut  retrancher  leurs  équations  Tune  de  Tautre.  Ainsi ,  si 
l'on  a  les  trois  équations  : 

A  =  R\  A'=R^  A''=R"'; 

(A ,  A',  A^  représentant  les  premiers  membres  qui  sont  de  la 
forme  (jt— j:y+  (^  —y/,  /  et  j/  pouvant  être  nuls) ,  les 
èqualioDsdes  axes  radicaux  seront  : 

(II)  A— A'=R'-R'',  A-A''=R^-R'\  A'-.A"=R'*— R'"  ; 

et  d*aprés  ce  que  nous  venons  de  voir,  les  équations  des  trois 

droites  qui  jouissent  de  la  propriété  énoncée  dans  la  ques- 

tiCMistfont: 

(A)  A— A'=R'*-R',  A— A''=R"*^R\  A  — A"=R"*— R**. 

D'un  autre  côté,  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  la  ligne  des  centres  étant  le  lieu  géométrique  des  points 
également  distants  de  ces  deux  centres,  si  on  désigne  par 
X ,  j' les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  perpendi- 


r 
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culaire  élevée  sur  ce  milieu  de  00"  {fig,  SO) ,  par  exemple^ 
on  aura  la  relation 

a  et  t  éUDl  les  coordonnées  du  point  0*\ 

Mais  cette  équation  n'est  autre  que  la  différence  des  deoi  g 
équatiODs  des  cercles  O  et  O"  dans  lesquelles  on  aurait  fait  L 
le  rayon  égal  à  0  On  coocltit  de  là  que  y  pour  avoir  les  éqoa*  | 
tions  des  perpendiculaires  élevées  sur  le  milieu  de  la  ligne  '| 
des  centres,  il  salïîi  de  faire  dans  les  équations  des  cercles, 
R,  R'..,,  =  a»  et  de  retrancher  ensuite  deux  à  deux  ces 
équations  ainsi  modiûées.  Ainsi  ^  pour  les  (rois  cercles  don- 
nés ,  on  aura  les  trois  équations  :  ^ 

{€]       A  — A'  =  0,       A-=Â"=0,       A'-^A'^=iO. 

On  sait  que  les  axes  radicaux  de  trois  cercles  se  coupent 
en  un  même  point,  et  qu'il  en  est  de  même  des  perpendicu- 
laires élevées  sur  le  milieu  de  la  ligne  des  centres;  on  Toil 
aussi  que  les  trois  droites  représentées  par  les  équaiions  (à) 
se  coupent  en  un  même  point  ;  car  Tune  quelconque  des 
équations  peut  s'obtenir  en  prenant  ta  différence  des  dtux 
autres 

3.  Proposons-nous  maintenant  de  démontrer  que  ces  trois 
points  d Intersection  sont  en  ligne  droite,  et  que  le  point 
d'intersection  des  perpendicnlaîres  élevées  sur  te  milieu  de 
la  ligne  des  centres  est  à  égale  distance  des  deux  autres. 

Supposons  R>H^      R'>R". 

D'après  le  système  d'axes  que  nous  avons  choisi,  leséqna- 
liotts  des  trois  cercles  sont  : 

y-h(x--rfr=R^ 

(r-^r+(jt— a)"  =  R"\ 

Pour  avoir  chaque  point  dHntersection ,  il  suffît  de  deux 
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%Mt.  Je  pmdrai  donc  senlement  les  draz  première»  éqoa- 
ioiii  de  chaeon  des  groupes  (a),  (b),  (c).  J'aurai  en  rem- 
pbçaat  A  ,  A',  A"  par  leur  valeur  : 

(  a^5r + 2« —**—«•  =  R— R"*- 

(«««r  — «f=R'*— R', 

\ify-  +  9ax—br—a'  =R"*—  R*. 

ax-rf=o, 

\itir+%ax—b'—a'  =  0. 
81  je  dérigne  par  x ,  ^  les  coordonnées  da  point  d'inter- 
«lîandes  dr<rites  (a');  par  x'y  celles  da  point  d'intersecttai 
Ai  dnriles  {V)  et  par  jf'y"  celles  da  point  d'intersection  des 
tm*.  diroites  (c^ ,  j'aarai  : 

d'+B.'—K''       _  rffa'+y+R'-R'")— a(<f ^R'-R") 
'-         9d        ''^~  2bd 

J*— R'+R*    .j  _</(a'+ft'+R'"-R')— a(<f — R'+R") 
9d        '^~  26rf 


y'= 

= 

2» 

acj 

Poorqoeces 

points 

soient  en 

ligne  droite 

,  il  faut 

que  l'on 

atlarelatioa 

y 

-y 

Or,  si  OD  sabstltoe  pour  x^a^....  leurs  valeurs,  on  a  ; 

jc^^-x'^  ^(R*-  R") 

y  -y  __  rf(R'— R^')  — g(R'-  R^'; 

x"— x^  6(R'«-R'*) 

Donc  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite.  De  plus ,  si  oa 
prend  les  différences  x"—  x ,  x''—  j/  eqtre  Tabsclsse  do 
point  d'intersection  des  perpendiculaires  élevées  sur  le  mi- 
liea  de  la  ligne  des  centres  et  les  deux  autres  points ,  on  a  : 
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1 


-r^'-V  = 


R"—  R" 


R'*— R" 


2d      '  2d     '  ^ 

Ces  différences  sont  égales  et  de  sîg'ne  contraire  :  ce  qui  nous 
montre  qup  le  poinl  d'interscclion  des  perpendiculaires  éle-  ' 
vées  sur  !e  milieu  do  la  ligne  des  ceolres  est  à  égale  dislaoce 
des  deux  au  1res.  C,  Q.  F.  D.  * 

Les  Yaleurs  de  jt»  j^.  y  n'étant  autre  chose  que  les  pP©-* 
mières  équaiimis  des  irois  groupes  (d) ,  f^/),  {c],  mises  sons* 
une  aulre  forme,  nous  montrent ,  en  supposant  toujours  les  " 
rayons  difTérents,  que  Vaie  radical  de  deux  cercles  est  plus 
près  du  centre  de  celui  qui  est  le  plus  pelit,  tandis  que 
Tautrc  droite  est  plus  rapprochée  de  celui  qui  est  if*  plus 
grand  ;  du  reste ,  ces  deux  li^jnes  sont  à  égale  distance  de  la 
perpendiculaire  élevée  sur  la  ligne  des  centres. 

Si  nous  supposons  R^R'— R"i  alors  les  équations  (a),  (i), 
(c)  se  réduisent  au  seul  groupe  (2)  ;  donc  alors  Taxe  radical , 
le  lieu  des  centres  des  cercles»  qui  coupent  les  deux  autres  en 
des  points  situés  aux  extrémités  d'un  même  diamètre,  se 
confondent  en  une  seule  droite»  qui  Cit  la  perpendiculaire 
élevée  sur  le  milieu  de  la  li^ni'  des  lentres;  ce  qui  devait 
être  en  effet. 

4.  Proposon«i  nous  maintenant  celte  question  :  Étant 
donné  trois  cercles  extérieurs ,  en  décrire  un  quatrième  qui 
coupe  les  trois  autres  en  des  points  situés  aux  extrémités  d  un 
mémo  diamètre. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir ,  il  est  clair  que  le 
centre  du  cercle  cherché  n'est  autre  chose  que  le  poinl  d'in- 
tersection  des  trois  lignes  représentée*  par  les  trois  équa- 
lions  {b),  il  suffira  d'en  construire  deux,  et  leur  intersection 
donnera  le  centre. 

On  lire  de  la  pr«*niière 

if— (R*  — R") 

"  = i5— 
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cette  filenr  ;  pour  cela  je  mène  C^K  {fig.  30) 
ferpendicolaire  à  00';  du  point  B  cooune  centre  avec  OA 
fsm  rayon  ;  je  décris  un  arc  de  cercle  qui  la  coupe  en  K. 
Sv  OOf  je  décris  une  demi -circonférence  ;  je  porte  O'K  en 
OTJejoinaOK'etje  prends  OD  =  OK'.  Je  prolonge  00' 
Ane  quantité  OTtt  =  00'.  Je  mène  K'M  ;  par  le  point  D,  je 
■ène  DC  parallèle  à  K'M.  Je  porte  OC  en  OG ,  et  j*ai  OG  qui 
alprécttément  la  valeur  de  x.  Par  le  point  G  je  mène  une 
ispendicolaire  à  OO',  et  GL  est  la  ligne  cherchée. 

Foor  construire  l'autre  droite ,  je  n  emploierai  pas  Téqua- 
lin: 

2by  +  2aa:  —  a*—  b'  =  R'"—  R' . 

le  remarque  que  si  j'avais  pris  la  ligne  00"  pour  axe  des 
r,  j'aurais  en  pour  x,  c'est-à-dire  pour  la  distance  de  la 
Mte  ao  point  O,  une  valeur  qui  ne  différerait  de  celle  que 
je  viens  de  construire  qu'en  ce  que  d  y  serait  remplacé  par  d 
et  R'  par  R".  Je  construirai  donc  cette  valeur  comme  j'ai 
enslmit  la  première ,  et  j'aurai  ainsi  la  droite  PH.  Le  point 
Pesl  donc  le  centre  du  cercle  cherché.  Pour  avoir  le  rayon , 
je  mène  PO  et  QQ'  perpendiculaires  à  PO.  Je  joins  PQ',  et  si 
éa  point  P,  comme  centre  avec  PQ'  pour  rayon ,  je  décris  un 
cercle,  les  points  QQ^,  VV,  SS'  doivent  se  trouver  aux  ex- 
toémilés  d'un  même  diamètre. 

Note.  Soient  (x  — m)»+y=^^•  {x  —  mj^y^^r^  les 
équations  des  cercles  donnés ,  et  ( j:  —  a)*4-  (y  —  pT=  k*  Té- 
fQation  du  cercle  variable  ;  on  aura  : 

2fir+  âJ:(3t  — //i)  =  a"+f'-m'+r*— it" 

poor  équation  de  Taxe  radical  du  premier  et  du  troisième 
eerde. 

Si  nous  représentons  par  /?  la  distance  de  cet  axe  au  centre 
du  premier  cercle,  ou  aura  • 
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n».  Iffm  -  !«•+  k'—  t'—  **-^  p^]*  —  ♦;?'  [p'-l-  (m  —  «)•], 

Oq  a  d'une  manière  analogue  pour  te  deuxiènie  et  le  troi-  ^| 
sième  cercle  :  J 

[2,m  —  m"  +  P—  r'^  a*—  f ^^ ^  ^f"[P'+  ('»  —  ^H  î  1 

f7  etp'  siint  des  longueurs  données.  id 

L'élimination  de  ^  donne  k  relation  cherctiée  cotre  a  et  p ,  ep 

ligne  du  qualrième  ordre  ;  passant  aux  coordanoèes  polaires, 

el  faisant  i7ï=  0,  on  obtieut  :  . 


si  /?';=  0 ,  le  second  axe  radical  devient  un  diamètre  ,  et  Té-  ^ 
quatio^  do  lieu  est  2p  (m'cosf  -^p)  -|-  e*  =  0  ;  c'est  celle  d'une 
conique  qui  se  réduit  à  une  droite  perpeudiculaire  à  laie 
polaire,  lorsqu'on  a  aussi  /?  ^  0 ,  et  alors  les  deux  axes  radi- 
caux sont  des  diamètres  ;  c'est  le  cas  du  problème  actuel.  On 
étend  facilement  le  même  genre  de  calcul  aux  plans  radicaux 
de  trois  spbères  données  relativement  à  une  quatrième  sphère  l^ 
Tarîable  (^.  t.  III ,  p.  101).  Tid. 


QUESTION 
du  concours  d* admission  â  l'école  nonnaJe,  en  184ô. 

FAR    n.    IIHOT, 

b«£lielier  éi  M;i«n«eB. 


Problème,  Étant  donnés  un  cercle  O  (^^.36)  el  une  droite 
PP'  perpendiculaire  au  diamètre  OH  ^  trouver  un  point  K 
tel  qu'en  menant  par  ce  point  unesécantr  quelconque  MRM, 
et  qu'en  abaissant  des  points  M  et  M\  où  elle  rencontre  la 
circonférence,  des  perpendiculaires  MPet  M'F  sur  la  droite 

PF,  on  ait  la  relation  ry^  +  —71^,  =  constante  k, 
MF       M  P 
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L  Pmcm  b  droite  PF  pour  aie  des^  et  la 
èoile  OH  pour  axe  des  x,  H  poar  origine  »  et  les  axes  ree- 
j  Éunlstm  Ed  posant  OE=sd^  et  appelant  r  le  rayon  dn 
'  eode,  soo  équation  sera  : 

y  +  x^—^dx  +  it-^F^^O. 
\  la  distance  inconone  HK=  x'  ;  la  droite  MM'  sera 
wpréseatée  par  l'équation 

CbercbODS  les  abscisses  des  points  où  cette  droite  rencontre 
beugle  :  pour  cela,  remplaçons  ^  par  mx  —  mj/  dans 
Téqnation  do  cercle  ;  on  aura  alors ,  après  avoir  ordonné  : 

(I)      (m*-f  1  )  x'-  2{m'x'+  d)x-\-  m«x^+  rf*-  r^=  0. 

Remarqoons  que  les  valeurs  de  x  données  par  cette  équa- 
tion ne  aoot  autres  que  MP  et  M!P.  Or  on  doit  avoir  : 
1  1 


MP  '^  MP 


=  *, 


M ,  en  chassant  les  dénominateurs , 
MP  +  M'P' 


» 


:=:k. 


MP  X  MP' 

MP-|-  M'F  est  la  somme  des  raciues  de  l'équation  (1) ,  et 
NP  X  M'F  en  est  le  produit  ;  donc  on  a  : 


m  +  1 
MP  X  M'P' 


+ 


m'+  1 
et,  par  suite,  l'équation  (2)  devient  -. 

^{m'x'  +  d)   __ 

ou,  en  chassant  le  dénominateur  et  ordonnant  par  rapport 
km  , 

(3)  x'(2  -  iiy  ) !»"+  2i^_(^— r*)  it  =  0. 


m 


^=r 

^-''       d 

t* 

d       -'' 

"d' 

ta 


ce  qui  moDlre  que  te  point  k  est  le  pôle  de  la  droite  PF. 

II.  La  discussion  de  la    valeor  de  0K=^  — jt'^-— ' 

d 

montre  qae  :  1*  quand  ta  droite  PP'  est  extérieure  au  cercle, 

le  point  K  lui  est  înlérietir  ;  T  quand  la  droite  PP'  est  tao- 

geate  au  cercle,  le  point  K  devient  le  point  de  tangeoce^  ^ 

3"*  quand  la  droite  PF  coupe  ie  cercle,  le  point  K  lui  ett  ^ 

extérieur. 


3 


Noté,  Soit  Ay+  Cjr'+  Ejc  +  F  =0  réqualioii  d'une  oo- 

nique  rapportée  à  des  axes  conjugués  quelconques ,  l'aie  i 

JT  étant  un  diamètre  ;  soient  x\  f  les  coordonnées  du 

2F  ^ 

de  Taxe  des  ^  ;  on  a  jr'= =-  ;  y^=  0  \  rêquation  d'une  % 

/  2F\ 

droite  passant  par  ce  poinl  est  ^  =  w*i  jt  +  -^  )  *  1^**   ^^^    û 

aclsses  x  des  intersections  de  cette  droite  avec  la  coniqna   H 
sont  donnée  s  par  Téquation  :  \{ 

lÈ^jc'{kife-\- C)  +  Ej:(4AFm'+  F)  4^ F(4AFm*+  E*)  ^  0.      JJ 


i 
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E 

des  racines  inverses  de  cette  ëqoatioa  est  —  s^ 

funtité  constante. 

Donc  le  théorème  subsiste  pour  une  conique  qneIcon(ine. 

En  prolongeant  la  droite  MM  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre 

la  droite  PP  en  N ,  les  quatre  points  M ,  K ,  M',  N  sont  situés 

kmnoniqacmcnt ,  d'après  une  propriété  connue  des  pôles  et 

fQhircs  ;  d'où  il  sait  directement  que  KH  est  une  moyenne 

hrmoniqae  entre  PM  et  P'M'.  Les  quatre  points  P,  H,  P»  N 

ml  aussi  situés  iiarmoniquement.  Donc  HN  est  une  moyenne 

kirmonique  entre  PN  et  P'N.  Tm. 


PROBLEME  119,  p.  202. 
PAm  am.  vauqusum  st  voxsttm  . 

Élèret  de  TÉcole  normale. 


Une  droite  de  longueur  constante  se  mouvant  entre  deux 
èoites  fixes  données  dans  Tespace,  chaque  point  de  la  droite 
nofaile  décrit  une  ellipse.  Toutes  les  ellipses  sont  dans  des 
ylaoB  parallèles  ;  leurs  centres  sont  sur  la  plus  courte  dis- 
teœ  entre  les  droites  des  i  le  lieu  des  ellipses  est  une  snr- 
fw  da  quatrième  degré  ;  la  droite  mobile  tourne  à  chaque 
itttant  aatonr  d'une  droite  de  direction  constante  perpendi* 
eolaire  aax  deux  plans  parallèles  déterminés  par  les  droites 
6ies. 

AB^  A'B'  (fi§.  37)  sont  les  deux  droites  fixes  \  AA'  leur 
perpcodicolaire  conunnne.  Je  prendrai  cette  dernière  droite 
ponr  axe  des  or,  et  pour  origine  le  milieu  O  de  la  distance 
AA'.  Un  plan  mené  par  le  point  O  perpendiculairement  à 
Taxe  des  jc  aéra  lo  plan  des  zy  ;  Taxe  des  s  sera  la  bissec- 
trice de  Tangle  formé  dans  ce  plan  en  menant  par  le  point  O 

àmn.  M  IUtbém.  V.  21 


] 
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des  parallèles  aux  deux  droites  fixes  ;  Taxe  des  y  sera  aiM 
perpendictilaire  à  cpUe  droite. 

Les  équations  des  deux  directrices  et  de  la  droite  mobile 
seront  i 

La  génératrice  devant  rencontrer  chacune  des  directrices, 
OQ  aura  les  deux  équations  : 

{h—p){a  —  n)—qm^  («) 

Là  droite  interceptée  doit  être  d'une  too^UËur  constame 
que  je  représenterai  par  2r  :  ce  qui  fournit  une  troisième 

relation  : 

A'+ay  =  /7i'(r--/0.  (3) 

àu  lieu  des  équations  (oe)  et  (^) ,  on  peut  proodre  celles 
que  Ton  obtient  en  les  additionnant  ou  les  soustrayant  : 

ha  +  pu  =  qm  ,  (4) 

nh-^ap  =  ^.  (5) 

Je  dis  d'atord  que  la  génératrice  en  se  mouvant  Tait  un 
angle  constant  ayec  l'axe  des  x  \  on  a.  en  appelant  a  cet 


anf  le  î  ros*a  ^ 


valeurs  tirées  des  équations  (3)  et  (5) 
trouve  alors  : 


;  je  substilne  à  n^  et  n*  leurs 


r"-^A" 


^y 


cos\  = 


A' 


La  second  membre  est  plus  petit  que  l'unité,  puisque  la 
perpendiculaire  commune  est  la  plus  courte  ligne  que  Ton 
puisse  mener  entre  deux  droites  données  ;  de  plus  il  est  cod> 
stant.  Il  suit  de  là  que  la  génératrice  se  meut  en  faisant  cou- 
fttinment  le  même  angle  avec  Taxe  des  x. 
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Chaque  génèratrioe  fera  de  même  avec  ud  plan  meoé  par 

le  des  directrices  parallèlement  à  raatre,  ao  an^le  constant 

le  complémentaire  de  «.  Il  en  résulte  alors  qa'nn 

point  de  la  droite  interceptée  restera  dans  an  plan 

ferpendîcalaire  &  Taxe  des  x,  puisque  >  dans  chaque  posi- 

liOB  de  la  génératrice»  la  distance  aa  plan  mené  par  l'une 

des  directrices  parallèlement  à  l'autre  sera  constante. 

n  est  facile  de  voir  que  ce  point  décrira  une  ellipse.  Je 
fnjette,  pour  cela,  les  deux  directrices  en  ^,  aV  sur  le 
|lin  de  la  courbe  cherchée ,  les  difièrentes  génératrices  se 
(rejet teront  suivant  des  lignes  de  longueur  constante  [2rsin  a] 
kicriles  dans  Tangle  balf  ;  or  on  sait  qu'un  point  quelconque 
k  la  projection  de  la  génératrice  décrit  pendant  son  mou?e- 
wnt  «ne  ellipse  dont  le  centre  est  en  a,  c'est-à-dire  sur  la 
phts  eoarte  distance. 

Je  Tais  chercher  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  la 
koile mobile  ;  il  me  faut  pour  cela  éliminer,  entre leséquations 
(1) ,  (2)  »  (3)  9  (4) ,  (5) ,  les  quatre  quantités  m,  n, p,  g  ;  l'è- 
faation  en  x  ,^,  s  qui  résultera  sera  l'équation  de  la  surface 
ckercbée. 

Les  équations  (1),  (2) ,  (4) ,  (5)  donnent  pour  m  et  p  les 

.              .       ,                 a(r'— V)             h(ahz  —  xy) 
«Irars suivantes  ;  m  =  — ^^ f^.  P=— r^  ;   je 

azx  —  hy    '^         azx  —  hy         ' 

porte  ces  valeurs  dans  (S) ,  et  j'obtiens  pour  l'équation  en 
ko  : 

»^(azje  —  hy)*^  a'A'(xjr—  ahz)'  -f-  a'(A'—  r')  {x*^  h'Y  =  0. 

Cette  équation  est  bien  du  quatrième  degré. 

Je  vais  démontrer  par  le  calcul  qu'un  plan  perpendica- 
Ure  à  l'axe  des  x  coupe  cette  surface  suivant  une  ellipse  » 
lénllat  ifne  j'ai  obtenu  plus  haut  par  une  autre  méthode. 
Un  plan  x  =  ir  coupera  la  surface  suivant  une  courbe  dont 
les  équations  seront  : 
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1 


Celle  inlcrscclkin  est  une  courbe  du  serund  degré  ;  c 
une  ellipse,  car  si  je  chiTche  ce  que  devient  la  quao 
analogue  à  B* — 4AC,  je  trouve  à  un  facteur  posilif  p 
—  (F — /i*)',  qaantUé  aégalive,  maïs  qui  devîcnl  rmlle  |m 
k^±lK  C'est  qu'en  effel ,  les  sections  faites  par  les  pi 
dont  les  équations  sont^  =  zir/i  sont  les  directrices  cil 
mêmes  ;  cette  ellipse^  obtenue  par  le  plan  dont  l'équation 
jc^k  ^  son  centre  sur  t'axe  des  jt  ,  puisque  les  lermes 
premirr  degré  en/  et  z  manquent  dans  son  équation. 

Noie.  Soit  Mivr  une  position  quelconque  de  la  droite  o 
bile  ;  M  étanl  sur  AB  cL  M'  sur  A'B'  ;  [jar  les  points  M  et 
memtnsdes  droites  MI,  MT  resfKiclivenieni  perpendiculaii 
à  ABet  A  B',eldans  des  plans  déterminés  par  les  droits  Oï 
Soii  ir  hi  plus  courte  distance  do  ces  deux  perpendiculain 
et  dans  les  mêmes  plans  parallèh's  décrivons  des  circon 
renées,  des  points  I  cl  1'  cotoine  centres  respectifs  et  a^ 
les  rayons  IM,  TM'  ;  ces  circonférences  touchent  les  din 
triées  AB.  A'B  eu  M  et  M'  ;  dans  une  position  inûnimi 
voisine ,  ta  droite  mobile  pourra  être  amsidéréc  comme  r( 
tant  sur  li-s  deux  circonférences  ;  elle  tend  donc  à  décrire 
hyperboloïJe  de  révolution  autour  de  Taxe  IT,  qui  est  ai 
Vaxe  instantané  de  rotation  autour  duquel  la  droite  MiW  te 
à  tourner  ;  il  est  aise  de  voir  que  la  distance  de  IT  à  ^ 
reste  consitaute  ;  donc  l'axe  iustanlané  de  rotation  i 
eril  autour  de  AA\  uae  surface  cylindrique ,  circulai] 
droite.  Le  plan  MIV  est  perpendiculaire  sur  la  directr 
AMB  î  de  même ,  le  plan  M  IF  est  perpendiculaire  sur 
directrice  A'M'B'  ;  donc  Taxe  instantané  II'  est  rmlersecl; 
de  deux  plans  menés  perpendiculairement  aux  dtrectri 
par  les  points  M  et  M'. 
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Si  les  diredricoi  sont  des  courbes  qoelconques ,  la  droite 
BobUe  te  ment  à  chaque  instant  sur  des  tangentes  à  ces 
;  donc  les  intersections  des  deux  plans  normaux 
à  ces  courbes  par  les  points  M  et  M'  donnent  la 
psition  correspondante  de  Taxe  instantané  de  rotation. 
Uaxe  AA'  décrit  une  surface  gauche  dépendant  des  deux 
irectrices  et  de  leurs  positions  dans  l'espace.  L'axe  instan- 
Iné  ir  décrit  une  surface  gauche ,  enTcloppc  d'une  surface 
qlindrique ,  circulaire,  droite,  décrite  autour  de  Taxe  va- 
nUe  AA'  ;  et  la  droite  mobile  MM'  décrit  une  surface 
inidie,  enveloppe  d  une  surface  du  quatrième  degré ,  à  sec- 
tions parallèles  elliptiques.  Ces  considérations  peuvent  servir 
i  la  solatiOD  du  problème  1 20.  Tm. 


ENVELOPPE 

#«M  perpendiculaire  menée  à  un  diamètre  de  VellipH^  par 
Fextrémité  de  ce  diamètre. 

^mptém  M.  Tibbé Tortolini  (Raecolta  wtfn(t/Cca.  Num.  6,  an  li). 


Problème.  Une  ellipse  étant  donnée,  trouver  Tenveloppe 
fane  perpendiculaire  menée  à  un  diamètre  par  son  extré- 
Mhè. 

SoluHon.  Soit  -3  +7Î  =  1  (t)  ;  Téquation  de  l'ellipse  rap- 

a         b 

portée  à  ses  axes  principaux,  x  eiy  désignant  un  point  dé- 
)  de  cette  ellipse ,  extrémité  d'un  diamètre,  et  on  aura 
la  perpendiculaire  menée  par  ce  point  au  diamètre 
eorrcapondant  l'équation  Xx  4-  Yx  =  x*+y  (2)  où  X  et  Y 
umX  les  coordonnées  courantes  de  la  perpendiculaire.  On  a 


qaation  Gaalc  cii  X»  Y  est  «  d'après  la  ibcorle  connue,  Téqaft'  ^^ 

lion  de  ronveloppe,  ^i 

Les  équations  [2)  et  i3]  donnent  :  ^ 

faisant  ^^a  ces  ?  ;  j^ ^  ^  sin  f  ;  on  obtient . 

tf  X  =  cos  çf  [a*  -|-  {a*— i*)  sin>] 
W  =  sin  y  [6*  —  (ô*— 6")  cos'ri. 

Ces  éqoatiotis  donnent  en  remplaçaot  coa'cf  par  1 — sm^^el 
mettant  jt^x  P^^^  X ,  Y , 

résolvant  par  rapport  à  u\  et  prenant  la  valeur  de  la  quantité 
tous  le  radical  il  vient  : 

donc 


2^'— *■— (2ér'^rt»)=3(a'— ^T  ; 


maltîpliant  donc  les  valeurs  de  a*x^  et  de  b^*  respeclîvemeni 
par  %(2b'^a')  et  B{2a'—b*) ,  il  vient  : 

^a'(2A*~rt')x'+0^*(2a'— &*)/  =  [3(a*-  ft')i*'+  (26'—  a^]'^    | 
+4(a'+£^')  (M'-^b*)  (26*-^'X 


< 


=[3(a»~^')u'+2Z>*— a*]'  '  (7) 

L'éqnatioD  (6)  et  (7)  donne  : 

éqoation  da  sixième  degré ,  ceUe  de  l'enTeloppe  cbercbée. 
DéTdoppant  il  vient  : 

A=B=rl  ;  G=D=3,  E=î8&<— a*— 8/ï*ft»  ; 
F=8a*-6*-8a'ft'î  G=38a'6*— 20(«*+i*)  ; 

2a*(2i*-.a')]  ;  K=iea*b*{a'—b% 

Rembarque  1.  Si  a^=2b*  ;  ou  V=2a\  on  obtient  Féquation 
de  la  courbe  donnée  par  Legendre  (Fonctions  elliptiquet,  t.  II, 
p.  59t)  ;  dans  ces  ellipses,  les  extrémités  des  petits  axesiont 
des  centres  de  courbure. 

Remarque  2.  Si  a=b ,  on  trouve  Téquation  du  cercle 
j^-^y^^^a*  ;  et  le  centre  comme  poiot  conjugué. 

Remarque  3.  Par  le  centre  O  et  un  point  M  de  Tellipsc  fai- 
sons passer  un  cercle  touchant  l'ellipse  en  M  ;  menant  par 
ce  point  une  perpendiculaire  à  OM ,  son  intersection  avec  le 
cercle  est  évidemment  le  point  de  l'enveloppe  répondant  à  M  ; 
Pcnveloppe  est  donc  aussi  celle  des  cercles  ainsi  décrits  ;  elle 
se  compose  évidemment  de  quatre  quadrants. 

Remarque  4.  Les  arcs  de  cette  enveloppe  s'expriment  en 
fcnctions  elliptiques  incomplètes  de  première  espèce ,  plus 
mie  fonction  algébrique  qui  s'anéantit  lorsque  l'arc  est  un 
quadrant  et  la  fonction  elliptique  devient  complète.  Cette  pro- 
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priétë  a  perdu  de  son  imporlance  depuis  qac  M.  Scrret  noos  ^ 
a  appris  à  former  une  inûnîtô  de  courbes  algébriques,  possé-  t 
daiit  celte  propriété.  I 

i 


THEOREME 
mr  reilipse  et  Vhyperbùk ,  de  mêmes  axes  principaux. 

PAR  M.  GirSTAtTE  SE  B AlXiI.£1TZ. , 

Elève  eilenie  du  collège  Suint-Louis. 


La  question  à  résoudre  e&l  la  suivante  :  On  donne  une 
ellipse  et  une  hyperbole  (fig.  38)  ayant  les  mêmes  axes  {*). 
On  mène  une  tangente  en  un  point  quelconque  Ode  l'hyper- 
bole. Puis  par  les  points  d'inlcrsection  P  et  Q  de  celle  tan- 
l^cnle  avec  l'ellipse,  on  mène  deux  tangentes  à  rdlipsc,  qui 
«e  rencontrent  en  ÎVL  Trouver  le  lieu  des  poinls  M. 

Solution. Soieni  Jo\y  les  coordonnées  du  point  O^  ^"^y 
celles  du  point  M. 

La  droîle  PQ  peut  être  considérée  et  comme  tangente  à 
rhypcrbole,  et  commis  corde  de  contact  du  point  M.  Bonc 
on  a  pour  cette  droite  les  deux  équations  suivantes  ; 

et  réqualîon  de  l'hyperbole  est  a^y  —  ^V^  —  a'6'. 
Si  des  équations  (1)  et  (2)  je  tire  la  valeur  de^ ,  j'aurai 

=  — ^  ,  , —      pour  léquation 


1—3»  — 
Or,  m  deux  rèsolCats  doivent  être  identiques }  ce  qni  exige 
fKroiiaiiy=— ^''et:c^=x"  (5). 

Donc  si  dans  Téquation  «y*  —  b*a^  =  —  a^b*  je  rem- 
fhce  jc'  exy  par  leurs  valeurs,  j*aurai  Tcquation  suivante 

Donc  le  lien  cherché  est  l'hyperbole  elle-même ,  et  les  ya- 
kvs  àty  el  j/  nous  apprennent  en  outre  qu'en  construisant 
rordoonée  da  point  O  et  en  la  prolongeant  jusqu'à  sa  ren- 
fmâre  avec  l'antre  branche  de  l'hyperbole ,  le  point  d'inter- 
RIioo  est  inrécisément  celui  des  tangentes  à  Thypcrbole. 

Note.  liO  théorème  peut  s'énoncer  ainsi  :  une  ellipse  et 
■e  hyperbole  ayant  les  mêmes  axes  principaux  ;  un  point 
fris  sur  une  de  ces  courbes  a  pour  polaire  relativement  à  la 
«coude  courbe ,  une  tangente  à  la  première  courbe. 

Dématutration.  Soient 

aV  +  Wx*  =  a*b*    équation  de  l'ellipse, 
«y— 6V=— a»&*    équation  de  l'hyperb. 

Soit  x'^y  coordonnées  d'un  point  pris  sur  Tellipse ,  sa  po- 
hire  par  rapport  à  l'hyperbole  a  pour  équation 

ayy '^b'^xx' =^  a'b\ 
Or,  ceci  est  aussi  Téquation  d'une  tangente  à  l'ellipse  ayant 
pour  point  de  contact  x!  et  —y  ;  donc,  etc. 

Corollaire.  Chacune  de  ces  courbes  se  confond  avec  sa 
polaire  réciproque ,  prise  par  rapport  à  l'autre  courbe  ;  ainsi 
considéré ,  le  théorème  est  d'une  vérité  intuitive. 

Le  théorème  subsiste  encore  lorsque  les  deux  courbes  ont 
en  commun  le  mémo  système  de  diamètres  conjugues ,  de 
grandeur  et  de  position,  et  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut 
aussi  retendre  à  un  ellipsoïde  et  à  un  byperboloïde  à  deux 
aappes ,  ayant  un  même  système  de  diamètres  conjugués ,  de 
irandeor  et  de  position.  Les  moyens  de  démonstration  sont 
ks  mêmes  que  ci-dessus.  Tm. 


DISCUSSION 
de  fa  surface  du  troisième  degré ,  donnée  par  fiquation 


Avis,  —  Zcf  élèves  qui  savent  discuter  cette  nnrte  de  mrfrn 
eonnaiêsent  les  coniques  i  ceux  qui  ne  savent  pas  les  discuter^ 
ne  connaissent  pas  les  coniques;  critérium  infaillible.  m 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  que  les  cinq  coelB-  ^j 
cituls  constants  sont  positifs  ;  7  =^  angle  des  x,jr; 

p  ^  angle  des  x^z  ;  m  =  angle  dcs^^r. 
À.  Sections  parallèles  au  plan  des  xj. 

1.  Les  sections  parallèles  au  plan  jry  soDt  des  eonîqties; 
considérant  s  comme  une  constanle ,  nous  aurons 


f=E*^4CF;  /î^DE-2BF; 
L  =  f  z-BDE  +  GB'  +  FB'  :=  ^z  +  Q  ;  N=A-f  C— Bco«7i 

(T.  U  I,  p,  489). 

IL  Lieu  des  centres  des  sections  parallèles.  Soient  X,Y»»  les 
coordonnées  du  centre  d'une  section  ,  on  a  : 

2E2— BD       _.  ^' 


%  = 


Y  =  i 


B'— 4Cs    '    '^W—^Cz' 

élii&inanl  z,  il  vient  k'  (2Cx+  Bj-^  E)  =0. 

1"  cas.  à*  n'esi  pas  nul.  j 

On  a  donc  âCx+flr+E^O  (I)  ;  le  lien  des  centres  est  ^ 
dans  le  plan  parallèle  à  Taxe  des  z ,  et  dont  la  trace  sur  le  plan    ,. 


^ 


réqnàtion  (1)  ;  la  prejedkm  deoe  lieo,  sôtt 

nr  k  plan  des  j»,  Mrit  rar  celui  de  yz^  est  une  hyperbole; 

*Mic  ce  liea  étant  plan ,  est  aussi  une  hyperbole. 

Oierciioiis  l'équation  de  cetle  courbe  dans  son  plan.  A  cet 

cfst ,  prenons  la  droite  (1)  pour  axe  des  j:  ,  et  pour  origine 

le  point  où  cette  droite  rencontre  l'axe  des^,  et  conservons 

Taxe  des  %  ;  nommons  ^  l'angle  que  bit  la  droile  (1)  avee 

Taxe  des  jr  •  on  aura  j:,  sin  ^=  x  sin  7,  x,  désignant  l'abscisse 

.  «^        ...               ,        .       x,  sin^       2Fs  — BD 
«rbypwtx^le  dans  son  plan  ;  donc  -^: =  -^; — 777-  ; 

^  sm7  B"— 4Cs 

isne  réqnatton  de  l'hyperbole  dans  son  plan  est 

iCxjT.  nn^+ SEssin7— B'x.sin^— BDsin7a  0  ; 
ks  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  ;  les  coordonnées  dn 

centre  sont  Z  = tt-t-^.;  X,= 771;  appelons  cette  courbe 

2Csin^     ^     4C'    ^^ 

Fkyperbole  centrale. 

a)  i  z  posiUf  et  <  ^ ;  /' >0 ;  Q>0. 

Chaqoe  section  est  une  hyperbole  ayant  son  centre  sur  Tby- 
perbole  centrale  ;  plus  z  augmente  et  plus  l'axe  Tocal  aug- 
aiaite,  et  plus  le  centre  s'éloigne. 

à)i  *=^i  i'>0;  Q>0. 

Pour  cette  valeur  de  z ,  celle  de  x,  est  infinie;  le  centre 
de  rbyperbole  est  situé  à  TinOni  ;  chaque  branche  de  l'hyper- 
bole devient  une  parabole  ;  situées,  l'une  à  une  dislance  finie, 
et  l'antre  à  l'infinie;  de  sorte  que  depuis  z=:0  jusqu'à 

B* 

s  =  — ;  la  surface  est  formée  de  deux  nappes  :  l'une  que  nous 

désignons  par  nappe  de  draUe  commence  par  une  hyperbole 

B' 
pour  s  =  0,  et  se  termine  par  une  parabole  pour  zss  j-^-, 

4lj 
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H 


taulrc  que  nous  désignons  par  nappe  de  gauche  commeoGe 
aussi  par  une  branche  d'hyperbole^  et  s'approche  asympto-  j 

tiquement  du  plan  z  =  —,. 


^)  ^>4C'  ^^^'  ^>^' 


i 

kl 


La  nappe  de  gauche  disparaît  ;  celle  do  droite  se  continue  ;  • 

mais  les  sections  sont  des  ellipses  qui  vont  toujours  en  s*a- 

platissanl;  et  pour  z  iiiûni,  rdlipse  se  réduit  à  son  ^and  aie; 

de  sorte  qu'en  désignant  par  Z'  ce  demi  grand  aitc,  on  a 

4LN       4C' 
pour  z  infini  Z"  ^=^~^  =  -^  {t*  I ,  p.  493)  ;  c'est  par  cette  * 

m  i 

portion  de  droite  Z'  que  se  termine  à  T infini  la  nappe  de  ' 
droite  j  on  voit  ici  la  transition  immédiate  de  rhyperboleà  la   ^ 
parabole,  et  de  celle-ci  à  rdlipse,  et  finalement  de  celle-ci  À 
la  droite  limitée. 

d)  î  négatif;  /'>a;  Q>a;  QH-fs>0.  ♦ 

Les  deux  nappes  se  coûtinuent  au-dessous  du  plan  xr,  ptr 
des  branches  d'hyperboles  dont  les  axes  focaux  vont  m  di* 
fflinuaul  à  mesure  que  z  croit  négativement.  i 

e]  s  négatif;  /'>0î  Q>0^  Q -1-^2  =  0. 

Les  deux  nappes  se  pénètrent  suivaut  deux  droites  dout  le 

système  est  représenté  par  lequation 

f  .  I 

-j.--hBxrH-Cx*  +  Dr+E:r  +  F  =  OCLlI.p.  30); 

les  deux  nappes  se  séparent  ensuite  et  se  continuent  par  des 
branches  hyperboliques, qoi  se  ferment  et  se  rapprochent  de 
plus  en  plus  de  leurs  axes  focaux  ,  et  enfin  pour  s  ==  —  oc^ 
les  deux  branches  de  Thyperbole  se  réduisent  aux  prolonge- 
ments infinis  dans  les  deux  sens,  de  Taxe  focal  dont  le  c^rré 

/' 
est  égal  à  ^  ;t.  1,  p.  49$J. 
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S- cas.  iP  =5  0. 

Liqrperbole  centrale  est  alors  située  dans  le  plan  des  jts, 
cCiln*j  a  rien&  changer  dans  la  discussion. 

m.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  toujours  supposé 

f  et  Q  positirs  ;  admettons  maintenant  que  Q  soil  négatif, 

B'        O        k^ 
et  remarquona  qu'on  a  Tideotité  7p  +  7  =  Jtp* 

^)        O^;  /'>0;  Q<0. 

Acanse  de  l'identité,  on  nepeutavoîr  s=-— ^  ou  L=0  ;  donc 

rhjperbole  oe  peut  se  changer  en  deux  droites ,  et  les  deux 
t  supérieures  restent  séparées 

b)         z=^;  /'>0;  Q<0. 

L*hyperlxde  atteint  sa  limite  parabolique. 

C)       S  positif  <~;  P>0;  Q<0. 

Od  peot  ayoir  2=^;  ou  L  =  0;  l'ellipse  se  réduit  en  on 

point  ;  de  sorte  que  le  plan  z  =  ^  est  tangent  à  la  nappe  de 

èoite. 

d)  z négatif;  r>0;  Q  <0. 

L  ne  peot  jamais  devenir  nul  ;  par  conséquent  au-dessus  du 
|hD  xy,  les  deux  nappes  restent  toujours  séparées ,  et  sa 
Imiiaent  encore  à  TinGni  par  deux  droites. 

U.  Sections  parallèles  au  plan  xz. 
Toutes  ces  sections  sont  des  paraboles. 
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G,  Sectiom  pmraUête$  au  plan  de$  jt. 


à 


Courbes  du  troisième  degré,  à  deux  asymptotes,  dont 
Tune  est  double  ou  de  respécc  paraoûlique. 

Nous  cogageons  les  élèves  à  conslruire  ces  courbes;  à  dis-  ^ 
cuter  le  cas  où  /'  <;  0  ;  el  à  construire  ta  surface  où  B  est  i^ 
remplacé  par  z ,  elc*.  Tm.  l( 


PROBLÈME 
sur  les  angles  dièdres  du  tétraèdre, 

JMT  U.  T.  CUtuen  (  €r«lle,  t.  VUI,  p.  m,  1112  ),  (') 


1 


Prohlême.  Trouver  une  re^laiion  entre  les  six  angles  dièdres 
d'un  tétraèdre. 

Solution.  Soient  A ,  B ,  C ,  D  les  quatre  points  de  contact 
des  Fac^s  du  tétraèdre  avec  la  sphère  inscrite  ;  joigc^ant  ces 
points  deux  à  deux  par  les  arcs  de  grands  cercles  AB,  BG , 
CA|  CDf  AD,  BD,  désignés  respecUvemenl  par  »,  ot\  at\ 
p^p\  Ç'*%  on  obtient  quatre  triangles  sphériques  dont  les  côtés 
sont  les  supplèmcnls  des  angles  dièdres  du  tétraèdre;  soient 
6, 0\  b*^  les  trois  angles  sphériques  forinés  en  D  ^  on  a ,  d'après 
les  formules  connues  dans  ks  triangles  formés  par  les  côtés 

COS9S  — cosB'cosP'' 

sinp'smp" 
De  même  : 

^-       COSa' — COS5"COS3  „       OOSa"— COS@COS6' 

cofii^s .   ^,,  .   ^ — -  ,     ces  ^  ———r-^r^' — -■ 

sinp'siii^  siii^sinp 


O  u  même  probUm»  «  été  réMla  pir  pluileun.  Voir  Gergoimo*  t.  ¥1^ 
p.  US  ;  li  i«)ii|ion  de  M.  Qaaseti  reti ferme  ans  •lœpUflctlion  Anaifi. 
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Donc    i— cos'O— oosV— oot*«"+Seofeea8e'oo86''=rO. 
Ct  4e  là,  en  mettant  pour  les  cosinus,  leurs  valeurs  i 

sîn'p  sin'p'  sin'P"—  sîo'p  [cos  a — cos  p'cos  p"]*— 
-siD*^'[cosa'— cosp  cosp"]'—  sîn*?"  [cos  »"—  cosp  cosp'P+ 

f2[00Ss— OOSp'cOSP'']  [cOSa  — COS^COS^'  ]  [COS2"— C0SpCOSp']ss0. 

M,  d'après  ane  facile  rédaction  : 

I  —  COa'a  — COSV—  C0S'a"4-  2C0S«  COS  a  cos  a"—  sitfa  COf^  — 

'-«iVcoa¥'--sinV'cos*P''-f2cosf»'cosp''(cosa-.cosa'cosa'')+ 

+2C0S  P"C0SP  (cos  a  — COSa^COSa)  + 
-+•  2C0SPC0SP'(ai8a'— COSaCOSa')  =0.  (I) 

Déôgnona  par  l^  V,  )!'  les  angles  opposés  aux  côtés  a,  a\ 
•'  dans  le  triangle  formé  par  ces  côtés ,  il  vient  : 
cos  a  —  cosa  cos  a"=  cosl  sin  a'sin  »", 

OOSa'^  COSa  COSa^^rrr  COS  Vain  a"sin  oe , 
COSa  ' —  OOS  a  COS  a  a»  COS  V'sîu  a  siu  a^ 

Faisona  |i  =  sin-(a-ha'-{-a");  fr  =  sinaoosp; 
|if = sin  -  (— a+  « +«t")  ;  b'=  sio  (/cos  P'  ; 
jji"=  sin  3  (a  —  «'+  «")  ;    ^"=  sin«"cos  p"  ; 

ll'^=SÎn-(a-fot'— a"). 

La  formule  (1)  devient ,  d*aprés  des  relations  connues  : 
V+^+fr"*--26'*''cosl— 2W''cosV--2ftycosV'— 4i*H^V'V'^==  0  ; 
relation  chercbée. 
On  a  d'ailleurs  . 


DES  TROIS  MOYENNES, 

arithmétique ,  géométrique  et  harmonique  ^  dans  le  cercle 
d'après  Pappus. 


1 


Soit  la  droite  AB  partagée  eo  deux  scgmciils  AP»  PB,  cotre 
lesquels  il  s'agil  dlnsercr  les  Iroîs  moyennes.  Sur  AB  comme 
diamètre  f  de  0  comme  c<?iilrc,  oo  décrit  anc  dcmi-circoQ- 


férencc  ;  oq  élève  ea  P  une  perpendiculaire  à  AB ,  tcrmioée 
en  M  à  la  circonféreuce  ;  de  P  on  abaisse  la  perpendiculaire  l 
PQsur  le  rayon  0>1  ;  alors  OM  est  Ta  moyenne  arîlhmctiquei  t 
PM  la  moyenne  géomêlrique  î  MQ  la  moyenne  harmoniquo  I 
en  Ire  les  deux  seguicnts  AP,  PB,  Car  on  a  :  ♦ 


OM ="  CAP  +  PB)  ;     PM'  =  AP  .  BP  ; 


Ainsi  la  moyenne  harmonique,  géométrique,  arithmétique 
se  suivent  selon  l'ordre  ascendant  de  grandeur.  Tm. 

QUESTIONS. 


124.  Soit  OMP  un  triangle  dont  le  sommet  fixe  0  est  sur 
une  droite  fixe  OL  située  dans  le  pl-m  du  Iriângle  ;  on  a 

0P  =  1  ,  MP=l/2  et  cos(MOP— 20MP)  =  eosMOL; 
le  lieu  du  point  ni  est  une  lemniscate  et  la  tangente  en  M  passe 
parle  ceolre  du  cercle  circonscrit  au  triangle 0P>!*  (Serret.) 

125.  Soient  les  équatTons  do  deux  ellipses  rapportées  aiii 
mômes  aies 

les  aires  des  ellipses  sont  égales  et  si  les  axes  sont  rectaoga- 
laires,  les  ellipses  sonl  égales.  (  Jiœfli.; 


—  arr — 
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ELCfcm  DB  GiOMÉTRiB,  par  G.  Lionnet ,  professeur  de  ma*- 
thématiques  au  collège  royal  de  Loois-le-Grand  ;  Iroisième 
édition.  Ouvrage  adopté  par  le  Conseil  royal  de  l'Uni- 
fersité  pour  l'usage  des  collèges.  Paris,  1846;  îq-S*  de 
3*4  pages  (*). 

Un  ooYrage  destine  à  l'enseignement  élémentaire  ne  peut 
Are  eonTenablement  apprécié  que  par  les  personnes  vouées  à 
celle  honorable  et  pénible  fonction.  Je  dois  donc  m'en  rap- 
porter an  jugement  favorable  porté  sur  cet  ouvrage  par  mon 
œellent  co-rédacteur,  qui  dirige  avec  distinction  une  des 
pemières  institutions  mathématiques  de  la  capitale.  C'était 
€■  1842,  lors  de  la  première  édition ,  et  nos  lecteurs  auront 
«regretter  que  de  nombreuses  occupations,  à  l'approche  des 
(lamens,  empêchent  le  même  rapporteur  à  rendre  compte 
k  cette  Iroisième  édition.  Le  plan  méthodique ,  la  logique 
sévère,  la  dichotomie  technique  qui  régnent  dans  l'ouvrage 
ont  été  parfaitement  indiqués ,  et  nous  n'avons  rien  à  y 
ajouter  (o.  1. 1,  p.  431).  Il  nous  reste  à  signaler  les  princi- 
pales améliorations  que  l'auteur,  fidèle  à  son  système,  ri* 
gonrensement  progressif,  a  faites  dans  cette  troisième  édi- 


Géométrie  plane. 

Livre  III.  On  sait  que  deux  cercles  dans  un  plan  peuvent 
avoir  nn  point  ou  deux  en  commun ,  ou  n'avoir  aucun  point 

n  DcMbry,  Magdeleine  et  conp.,  rue  des  Mafoni-Sorbonne ,  i. 
Aim.  »i  Matiéh.  V.  36 
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nmun.  Les  conditions  géométriqaes,  relatives  à  cet  t 
jons ,  où  chacune  se  divise  en  deax ,  sont  démonir 
irectemmi^  discussion  qa*on  devrait  établir  d'one  r 
^«iialogiie  pour  le  même  objet  dans  la  géométrie  a 
lue.  Cette  discoasioD  est  rd>jet  de  huit  tbéoi^ 
57-73).  Toatefois^  on  a  omis  le  cas  cA  les  deux  omdL 
fflDt  de  manière  qoe  les  deax  centres  «Bt  da  méat 
te  corde  commue.  ^ 

lifrelIIypogeM.  Un  ami  de  raoteor»  M.  le 
jbesgoe,  profond  arithmcrioguey  cnrit  qn'il  est 
lODtrer  en  géométrie  l'existence  des  lignes 
aUes,  «vint  de  s'occaper  de  rapports,  des  proportkff 
t  mesure  des  sorfaces  (t.  III ,  p.  436).  Gonft 
ooQSfil,  on  lit  (p.  88}  une  démonstration  de  Ti 
nbOité  de  b  dbgoode  et  d.  cMé  d.  erré,  oà  ro^ 
pis  nsage  de  U  théorie  des  lignes  proportionndtes 

Géaméirie  de  Vevpaee. 

YcM  ta  nonvéUe  disposition,  trés^natioBnéileii^ 
ta  sncoession  des  théorèmes  : 


Lignes  droites  et  plans  parallèles  ; 

Lignes  droites  perpendiculaires  aux  plans  ; 

Ptans  perpendiculaires  entre  eux  ; 

Distances  et  lieux  géométriques. 

Les  théorèmes  viii  et  ix  (livre  II)»  retatib  aux 
dres  sniq>lémentaires  (triangles  potaires  de  ta 
sont  démontrés  pour  la  première  fds  avec  ^^g^ 
gnenr  désfaraUe.  La  direction  des 
nécessaire  i  prendre  en  grande 

La  théorème  »v  dn 
établir  ta  possiMUté  de 
unj^n  qui  ta 
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les  trailés  élémentaires.  Il  est  scms-enteiidti 
I— gmlumin  démonstrations  de  Lcgendre,  et  on  en  a  besoin 
A  statique  pour  démontrer  qu'on  peut  toujours  mener  un 
i  loit  coupé  par  toutes  les  directions  des  forces  du 


LalîTre  III  est  intitulé  :  Des  trais  corps  ronds;  toutefois 

m  €j  occupe  presque  exclosivemcnt  de  la  sphère.  On  sait 

PB  la  discassion  des  cas  douteux  des  triangles  sphériques, 

•■ombre  de  quarante,  est  ordinairement  conduite  d'après 

èi  principes  trigonométriques  ;  AI.  Lionnet  ramène  le  tout 

ÎB  seul  théorème  de  géométrie  pure. 

Le  livre  lY  est  intitulé  :  Les  polyèdres  semblables  et  la 

ssamt  d€M  angles  (p.  273)  ;  faire  succéder  la  mesure  des 

i^Bê  à  la  tliéorie  de  la  similitude  semble  présenter  quelque 

ikageté  ;  elle  disparaît  en  se  rappelant  que  l'auteur  déflnit 

Taglc,  soit  plan ,  soit  dièdre,  soit  solide,  par  le  même  mot  : 

nfitre  ;  définition  qui  présente  Tayantage  de  l'uniformité 

a  l'inoonvénient  d'être  un  peu  vague.  Une  hyperbole  pré- 

Me  aoBii  une  ouverêure,  et  il  n'y  a  pas  là  matière  à  angle. 

ins  pensons  que  ce  mot  indique  une  diflércnce  de  direction 

itdenx  droites  ou  de  deux  plans.  L'angle  solide  est  impro- 

IRBent  ainsi  nommé  ;  il  désigne  le  rapport  d'une  portion 

|~è la  sphère  à  la  sphère  entière.  En  creusant  le  sujet,  on 
iBire  qae  la  mesure  des  angles  est  intimement  liée  à  la 
Uirie  des  trajectoires  orthogonales,  à  l'idée  primordiale  du 
ionvement  circulaire.  Pour  l'angle  plan,  ces  trajectoires 


oerdes;  pour  l'angle  dièdre,  des  cylindres,  et  des 
pour  l'angle  solide  ;  de  sorte  que  cette  mesure  n'est 
fi'un  rapport  déguisé  entre  des  longueurs  et  des  surfaces  ; 
apports  rahonneù,  ou  numériques j  ou  rapports  irratùmnels^ 
mmmériqtêeSf  s'il  était  permis  de  s'exprimer  ainsi.  L'égalité 
il  rapports,  soit  pour  les  angles,  soit  pour  les  dimensions  des 
tnrps  constitue  l'idée  première,  l'idée  innée  de  la  similitude. 
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L'auteur  adopte  une'  détinitiim  conrorme  à  cette  idée, 
note  de  Lcgendre  sur  le  nombre  des  eondttions  nécessaîr 
pour  établir  rêgalité  soit  entre  les  poljgoDes,  sort  ealrc  1 
polyèdres,  a  faîl  iûtroduîrc  dans  la  science  une  autre  défio 
tîon  de  similitude,  qui  a  Tavantage  de  s'appliquer  à  des  hgn 
et  à  des  surfaces  courbes  quelconques.  Celle  manière  de  é 
finir  la  similitude  présente  l'avantage  d'être  plus  généra 
el  rincon?énlent  d'être  peu  naturelle.  Le  choiit  entre  1 
deux  détiuitions  est  indiOTérent;  car,  ainsi  que  dit  d'Alen 
bert,  les  détini Lions  sont  choses  arbitraires  (/'^oir  Note ,  L  \ 
page  435) . 

Nous  appelons  aus^i  l'attention  sur  la  manière  dont  Ta 
teur  démontre  la  mesure  des  surfaces  cylindriques  et  o( 
niques  (p.  323),  D'après  cet  exposé  succinct ,  on  voit  qi 
rien  n'a  été  négligé  pour  perfectionner  un  bon  ouvrage.  Ayai 
en  vue  l'inlêrét  des  étudianls,  Tauleur  est  revenu  à  la  m4 
thode  ancienne  et  a  placé  les  figures  gravées  sur  cuivre,  dan 
le  texte*  Nous croyous,  dans  le  niéme  intérêt,  que  lauteu 
devrait  imiter  Bezout  et  placer  à  la  tin  ,  une  table  des  énonce 
de  toutes  les  propositions.  Ces  panoramas  scientiliques  son 
utiles  même  aux  professeurs.  Nous  terminerons  par  fair 
otiserver  que  Tauteur  a  judicieusement  supprimé  certaine 
déOnitions,  axiomes  et  théorèmes,  qui  appartiennent  a 
domaine  public  du  bon  sens.  Il  reste  peut-être  encore  par-c 
par-là  {*),  quelque  chose  de  ce  genre  à  élaguer  ;  car,  coma 
nous  avons  toujours  les  défauts  de  nos  qualités,  les  amis  d 
la  rigueur  portent  quelquefois  cet  amour  à  lextrénK 
Ne  quid  nimium  est  un  précepte  à  suivre  surtout  en  s'adret 
sant  Â  la  jeunesse* 

Nous  signalons  comme  une  heureuse  innovation ,  Tortho- 
graphe  conforme  à  Fétyinologie  des  mots  iiûscéle ,  avec  uni 

CJ  Ni>ui  citerons,  liv*  1 ,  ibéar.  111^  IV  H  V  ;  liv.  U ,  (héor.  1,  Jl. 
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*f  P^tS^^^^  *^^  ^^  acceDt  circonflexe  sur  la  voyeHeo;  et 
fÊFÊUMpipêde  au  lieu  de  parallélipipêde.  Par  contre ,  on 
inl  espérer  de  Toir  disparaître  les  accents  absurdes  «  des 
,  trifUhnes^  polyn&mes.  L*Acadéniie  française  semble 
abandonné  aux  géomètres  le  soin  de  faire  ces  cor- 

Tm. 


GouBS  COMPLET  DE  MATHÉMATiQDBs  à  Tosagc  dcs  aspIrants  à 
lOQtes  les  écoles  du  gouveruement ,  renfermant  tontes 
les  connaissances  exigées  pour  Tadmission  aux  écoles  po- 
lytechnique 9  normale ,  navale ,  militaire ,  de  Saint-Cyr , 
"/  forestière ,  des  arts  et  manufactures  et  des  beaux-arts  ; 
par  M.  Augwte  Blum ,  professeur  de  mathématiques  » 
ancien  élève  de  l'école  polytechnique.  Tome  deuxième , 
géométrie  élémentaire,  trigonométrie  rcctiligne,  trigono« 
métrie  sphérique,  éléments  de  géométrie  descriptive.  Paris, 
1845 ,  in-8%  t.  XUII ,  477  p. ,  24  pi.  gravées  T). 

Il  faut  distinguer  deux  sortes  d'ouvrages  didactiques  ;  les 
■18  ayant  pour  but  unique  la  science  et  ceux  qui  Tappren- 
Bcot  par  goût,  peuvent  être  très-courts  ;  les  autres  ayant  ea 
Tue  les  examens  et  ceux  qui  veulent  avoir  des  emplois ,  doi- 
mtétre  très-longs.  Les  uns  ne  s'occupent  que  de  la  théorie 
Ami  les  limites  sont  resserrées;  les  autres  ne  se  préoccupent 
que  de  réponses  à  faire  à  des  questions  possibles  dont  le 
champ  est  illimité.  Le  titre  que  nous  donnons  m  extenso, 
soffit  donc  pour  justifier  la  grosseur  du  volume  et  le  recom- 
mander aux  candidats  pour  les  diverses  écoles.  L'ouvrage 
débute  par  une  table  des  matières  très-dé veloppèe,  contenant 
successivement  les  définitions ,  les  théorèmes ,  les  problèmes  \ 

(*    Carilian-Gottry  et  Vo(  DalmonI,  rditeurs. 
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même  avec  les  n"*  des  figures  qui  s'y  rapportent,  objet  eaiAi 
sentiel  qui  fadlite  siogulièrement  Tétude  et  les  rocbercheii  fi|| 
uû  traité  âcientiûque  sans  table  des  matières  est  un  labyrinthe  g* 
sans  GL  l, 

La  géométrie  élémentaire  proprement  est  divisée  en  deux  «i 
parties  î  division  très -rationnelle  et  introduite,  à  ce  que  je  ig 
sache,  par  M.  Vincent  ;  chaque  partie  est  subdivisée  en  quatre  ^ 
livres  ;  de  sorte  qu*on  retrouve  les  huit  livres  de  Legendre,  | 
qui  a  calqué  sa  géométrie  sur  celle  de  Thomas  Simpson ,  ainsi  ^ 
que  notre  illustre  géomètre  le  dit  dans  la  préface  à  la  première 
édition. 

A  rîDstar  d'EucIide,  toutes  les  définitions  sont  en  tête. 
Quelque  respectable  que  soit  une  telle  autorité,  je  n'en  suis 
pas  partisan.  On  ne  doit  parler  des  objets  qu'à  mesure  qu'on  . 
en  a  besoin  et  pas  auparavant,  et  surtout  avant  de  connaître  . 
la  possibilité  d'existence;  pourquoi  mentionner  sans  nécessité  . 
les  parallèles,  les  rectangles»  les  carrés,  avant  de  savoir  si  de    , 
telles  figures  peuvent  se  réaliser  7  C'est  à  la  fin  du  volume 
qu'on  devrait  placer  par  ordre  lexicograpbique ,  les  défini- 
tions des  termes  techniques.  Ces  petits  dictionnaires  réunis 
faciliteraient  la  composition  d'un  dictionnaire  général  de 
toute  la  science. 

Pour  la  théorie  des  parallèles ,  on  a  très-judicieusement 
suivi  le  conseil  de  M.  Gergonne;  en  admettantt  comme  fait 
de  conscience ,  que  par  tin  point  ne  passe  qu'une  seul  pa- 
rallèle à  un  point  donné  ;  toutes  les  sciences  sont  obligées 
d'avoir  recours  à  des  faits  de  ce  genre  ;  la  droite,  sa  direction^ 
la  différence  et  Tégalité  de  direction ,  sont  les  données  du  sens 
intime,  ont  la  plus  forte  certitude  possible  et  parconséqucnl 
échappent  à  toute  démonstration  »  à  tout  moyen  discursif. 

Le  sens  intime  est  le  dernier  refuge  de  la  certitude;  aller 
au  delà  est  une  entreprise  aussi  vaine  que  déraisonnable.  Les 
métaphysiciens  enfantent  des  Tolumcs  sur  les  caractères  de 
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Il  eertitiide;  comment  acqoiert-on  la  certitade  d'avoir  oea- 
?  Cegmrede  qaestfons  ne  prèsenteqn'nn  avantage 
,  une  satisfaction  d'anteor;  on  pent  écrire  dessus 
isMoiment,  et  lorsque  nos  soixante  siècles  de  traditions 
Hrioriqnes  seront  donblés ,  on  sera  toujours  au  point  du 
Hpart  ;  Il  ne  faut  pas  confondre  le  mouvement  de  rotation 
flioar  d'un  axe  fixe,  quelque  vif,  quelque  agité  et  bruyant 
pèsent  ce  mouvement  avec  celui  de  translation  dans  res- 
tée; le  seul  qui  constitue  le  progrès.  Mais  revenons  à  notre 


La  mélhode  dite  des  incommensurables  est  donnée  d'une 

très-élémentaire.  Voici  ce  que  l'auteur  dit  à  cet 

dans  la  note  lY  (p.  455)  :  «  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue 

>  qœ  les  conditions  de  renseignement  de  géométrie  sont 

>  maintenant  changées.  Les  examens  pour  les  grades  d'as- 
»  pinnts  de  marine  forcent  les  candidats  de  commencer  à 

>  doaze  ans  une  étude  que  des  jeunes  gens  de  dix-huit  ans 
*  eonmençaient  à  peine  il  y  a  cinquante  ans ,  alors  que  lo 
»  traité  fameux  de  géométrie  élémentaire  de  Legendre  fut 

>  eomposé.  Gomment  présenter  à  des  enfants  des  notions 

>  distraites  et  non  justifiées  ;  comment  effrayer  les  premiers 
I  regarda  des  élèves  par  des  expressions  compliquées  et  sur- 

>  Umt  par  des  démonstrations  longues?  » 

Trente-six  problèmes  terminent  la  géométrie  plnne  ;  la 
■oyenoe  et  extrême  raison  n'est  pas  mentionnée  dans  la 
taUe;  il  est  vrai  qu'elle  est  comprise  dans  le  problème  XX  ; 
■lais  par  aon  importance  elle  exige  une  mention  explicite. 

A  rittstar  du  Manuel  de  géométrie,  les  lieux  sont  enfin  in^ 
trodaita  dans  l'enseignement  de  la  géométrie  élémentaire. 
Mus  pourquoi  s'arrêter  là  et  pourquoi^à  l'instar  du  même 
ouvrage ,  ne  pas  traiter  comme  des  lieux ,  les  trois  coniques? 
Quel  inconvénient  y  a-t-il  à  ce  que  cette  foule  d'élèves,  et 
c^est  rimmense  majorité,  qui  n'est  pas  tenu  d'apprendre  la 
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géoraélrie  analytique,  ait  quelques  couoai&saDœs  des  pro*  ^1 
prîétés  des  coniques  qu'on  rencoalre  partout ,  dans  les  arU, 
dans  la  mécanique,  dans  la  physique,  dans  T astronomie,  dans  ^^ 
toute  la  nature?  Jusqu'à  quand  resterons-nous j  avec  Vanti-  '^ 
qnité  païenne^  en  adorallon  perpétaelle  devant  la  droite  et  le  *^ 
cercle?  les  seuls  lignes,  hormis  dans  les  cristaux,  qu'on  ne  ^ 
rencontre  pas  dans  l'univers?  «B 

La  géométrie  de  l'espace  est  aussi  suivie  de  13  problèines*  4 
Dans  un  appendice  à  la  géométrie  élémentaire  (p.  215),  Tan-  m 
leur  a  eu  rbeurense  idée  de  consigner  les  énoncés  seulement  É 
de  beaucoup  de  théorèmes  et  de  problèmes  Intéressants,  fl 
Quelquefois,  on  indique  les  moyens  de  solution ,  on  met  sur  É 
la  voie;  eiercice  dont  Vutilité  est  incontestable*  A  la  suite  ^ià 
de  l'appendice ,  on  trouve  des  notions  sur  la  théorie  des  M 
transversales ,  des  points  et  faisceaux  harmoniques,  pôles  et  ne 
polaires. 

Ces  diverses  théories  qui  occupaient  une  si  grande  place  ^ 
chez  les  anciens  avaient  disparu  avec  raison  des  écrits  des 
géomètres  du  xvin*  siècle  ;  les  progrès  de  la  géométrie  con-    | 
tetuporaioe  rendent  de  nouveau  nécessaire  VintroducUon  de 
ces  théories  dont  l'absence  devrait  désormais  être  signalée 
comme  une  véritahlc  lacune;  et  même  sous  certains  rap- 
ports, comme  un  manque  de  patriotisme,   car  la   nou- 
velle direction  donnée  aux  études  géométriques  est  duc  à  ^ 
des  savants  français  ^  aux  Servoîs  ,  Briauchon  ^  Poncelet  , 
Chastes,  etc. 

L'auteur  a  aussi  enrichi  son  ouvrage  du  théorème  de 
M.Cauchy  sur  Végalilé  des  polyèdres,  si  remarquablement  m 
simplitié  par  M.  Thibault  (t.  11,  p.  1G3),  théorème  fonda-  | 
mental  dans  la  stéréométrie.  11  est  presque  superllu  d'ajou* 
1er  que  Tauteur  a  soin  de  ne  pas  citer  Tendroit  ou  il  a  pris 
ce  théorème,  pour  deux  raisons  :  la  première  est  que  cela 
faciliterait  les  recherches  ;  et  la  seconde ,  c'est  que  ce  se- 


^ 


j 
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nit  oontnire  i  tons  les  usages  adoptés  par  les  géomètres 


C'est  en  Toe  des  élèves  de  la  marioe  qae  l'aotear  a  ajouté 
k  frigODométrie  sphériqac,  et  quoique  non  exigée,  c'est  une 
Aondance  qui  ne  saurait  être  nnisible. 

Dans  les  éléments  de  géométrie  descriptive  se  trouvent 
lésolues  les  difficultés  de  construction  qu'amènent  des  va- 
rirtkMis  dans  les  donnés  des  problèmes  et  pour  lesquelles  les 
■êtbodes  générales  deviennent  inappliquables ,  diflBcultés 
foi  embarrasseraient  les  élèves  s'il  n'y  étaient  convena- 
Hement  préparés. 

D'après  cet  exposé,  on  voit  que  l'anteur  a  fidèlement 
rmpli  la  mission  de  réunir  tous  les  matériaux  géométriques 
dont  doivent  être  munis,  à  des  degrés  divers,  ceux  qui  as- 
firent  à  entrer  dans  les  écoles  du  gouvernement.      Tm. 


CALCUL  DE  L'AIRE  ASYMPTOTIQUE 

dans  rhyperboU  ordinaire. 

vAa  m.  OOU&TOZ8, 

ProfcMenr  de  malhémaliques  f  péciales  au  Collège  royal  de  Grenoble. 


On  sait  que  pour  calculer  l'aire  asymptutique  AMNB , 
{fig.  41) ,  on  insère  entre  l'abscisse  OA  =  a  et  OB  :=  6  un 
nooibre  n  de  moyennes  proportionnelles,  et  la  difficulté 
eonsiste  à  trouver  la  limite  de  l'expression 


VI- 


1  \  ni'  sin  0 , 
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à  mesure  que  n  grandil  (m*  est  la  puissance  de  rhyper- 
bole).  Je  coDâidère  ael  t  comme  faisant  partie  de  la  pro* 
gression  géométrique  de  Néper 


1 
^1 


...  1  :  (!+«)*  :  {1  +«r  :  (i+«)^ ^ b  . ,  ., 

.  .  .  0  .       a         ,      2à         .      Sa      »...  ma  »  .  (;i+OT)a.*. 

Ainsi  ; 

puisque  b  est  placé  n  rangs  plus  loin  que  a. 

Comme  il  y  a  n  termes  entre  ael  b^  la  raison  de  la  pro- 
gression par  quo  lient  peut  être  désignée  par 


:  =  *+- 


DODC^ 


En  désignant  par  la  simple  lettre  L  un  logarithme  népérien. 
Donc  l'aire  hyperbolique  est  égale  à 


m*  sin  6  X  L,  -, 
a 


m 


à 

1 
II 

I 

1 

I 

i 
i 

I 


Une  des  abscisses  a  et  b ,  ou  toutes  les  deux  pourraient 
être  à  gauche  du  terme  1  y  et  eu  ayant  égard  au  signe  des 
logarithmes^  on  aurait  toujours  un  résultat  analogue.  Mais 
on  pourra  toujours  éviter  remploi  des  logarithmes  négatifs  « 
en  séparant  l'aire  tiyperboliqne  en  denx^  limitées  par 
Tordonnée  qui  correspond  à  rabscissel.  El^  si  cette  aire 
est  en  entier  antérieure  à  cette  ordonnée ,  sans  la  morceler, 
on  la  comptera  au  rebours  depuis  celte  ordonnée. 


(*)  Dtre  ce  que  c'eil  que  1i  basa  de  Néper  6er«it  ici  stipeffiu  »  puiiqae  e«U« 
bise  est  étudiée  dans  lu  théorie  des  lo^irUlunei. 
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b 
Le  produit  entier  peut  être  regardé  cooune  Log.  -  pri9 

tm  la  base ,  dont  le  module  est  m*  sin  6. 

S  Ton  yeat  avoir  des  aires  hyperboliques  qui  soient  les 
kliaritbmes  népériens  des  abscisses  terminales;  il  faut 
yraidre  une  hyperbole,  pour  laquelle  m*8in0  =  l,  et 
«npter  les  aires  asymptotiques  depuis  l'abscisse  a  =  i.  Par 
eumple  une  hyperbole  dont  Tangle  asymptotique  est  0=30% 
et  dont  la  puissance  m*  =  2.  Ainsi  : 

Le  logarithme  népérien  d'un  twmbre  a  pour  équivalent 
(èonétrique  Taire  asymptotique  d'une  hyperbole ,  pour  la- 
fnlle  m*  ain  6  ss  1  ^  celte  aire  étant  comptée  depuis  l'ab- 
nse  1  jusqu'à  l'abscisse  égale  au  nombre. 

L'hyperbole  équilatére  n'est  donc  pas  la  seule  dont  les 
lires  aaymptotiques  puissent  représenter  les  logarithmes  de 
Héper. 


NOTE 

fur  les  aires  des  coniques  planes. 

• 

Ellipse, 

Soit  a'y  +  Vx"  c=  a^V  l'équation  d'une  ellipse  rapportée 

'  à  det  diamètres  conjugués  faisant  un  angle  égal  à  7;  soit  O 

k  eoitre  ;  OA  le  demi-diamétre  a ,  axe  des  x  ;  OM  un 

loni-diamètre  quelconque  y  x'  l'abscisse  et  y  l'ordonnée 

le  M  ;  on  aura  : 

1  y' 

Aire  du  secteur  elliptique MOA ^-ab  sin 7 arc sin^ . 

À  o 

Hyperbole. 
«>•  —  b*x*  =  —  a*b*  ;  équation  de  l'hyperbole  j  même 
■olation  que  pour  l'ellipse. 
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Aire  da  secteur  MOA  =  -  ab  sio  y  log 


(r+e 


^'  y 

ObBervatûm.  Plus  x'  augmeate  et  mains—  et  j-  diffèreot  ; 

donc  pour  .r'  =  oo  ;  Tâtre  totale  asymptotique  a  pour  exprès- 

sioQ  ab  sîo  7  !og  2  --  qui  doit  être  indépendaDtc  de  ab  sia  7  ; 

donc   celte    dernière    quantité   est  constanlc;   propriété 
connue. 
%  Menant  Tordonnée  MP;  on  a  aire 


4 


MAP  =  ^sin 7  [xy  —ab  îog {^  +  ^^1 ,  pour  x'  =  a>  ; 

le  premier  terme  se  réduit  à  —  qQi  est  infiniment  grand , 

il 

relativement  au  second  terme.  Donc,  Taire  asymptotique 
quoique  inOnie  ^  est  inûniment  petite  relativement  à  l'aire 
de  r  hyperbole. 

Parcàole. 

Soit  MM'  une  corde  de  parabole;  I  sou  milieu;  lA  la  por> 
lion  de  diamètre  interceptée  entre  la  corde  et  la  courbe  i 
y  Tangle  de  la  corde  ci  du  diamètre;  on  a  aire  du  segment 

MAM=|MM.Al8in7. 

Observation.  On  peut  Iroaver  ces  diverses  espressioDS 
d'une  manière  pénible  par  la  voie  étémentaire  el  en  quelques 
traits  de  plume ,  par  le  calcul  intégral:  pourquoi  ne  pas  en 
enseigner  les  principes  auiL  élèves ,  principes  plus  faciles  que 
le  théorème  de  Sturm ,  le  théorème  de  Cauchy ,  les  méthodes 
d'éliminations  etc.  »  qu'on  enseigne  pourtant  dans  nos  classes? 

Tm. 


j 


NOTE 

la  réwluêion  dPune  clas$e  parHctUiére  d'équoHans 
d  plusieurs  inconnues. 

9AWL  K.  DROT» 

Admisf  ible  à  l'Ecole  normale. 


Celte  note  est  relative  à  la  résolotion  des  éqaations  à  pla- 
«nn  inocHuiaes ,  dans  chacune  desquelles  les  inconnues  ont 
les  mêmes  exposants  et  les  mêmes  coeiBcienls  ;  c'est-à-dire 
que  ces  équations  peuvent  être  toujours  ramenées  à  la  forme 
a:''+y^  +  z^  +  u^+....=:a. 
V  Je  supposerai  d'abord  qu'il  s'agisse  de  deax  équations 
à  êenx  iocounues ,  de  la  forme 

Je  prendrai  pour  inconnues  auxiliaires  la  somme  x+y  =u 
des  racines ,  et  leur  produit  xy  =  u.  11  est  clair  que  u  et  i^ 
étant  connus,  x  et  ^  seront  les  deux  racines  de  l'équation  du 
secood  degré  X'— i^X-f  ^=0.  Or  il  est  facile  d'obtenir 
deox  relations  entre  u  et  (^  qui  les  feront  connaître.  En  effet, 
èleTons  les  deux  membres  de  l'équation  x  -f-^  =  u  à  la  puis- 
sance m ,  il  viendra 

x*  +  j^*  +  mxy  (x"-^  +y'^^)  + 

Si  m  est  pair,  le  premier  nombre  se  terminera  par 


(r+')"- 


'X  y 
1.2.3....^* 


(x^+y). 


L'éqnatioD  (x+yr  =  li**  devient  donc  ainsi  : 

Orx'^+^'^\  Jr"^*H-r*^**  .....  pourront  toujours 
être  exprimés  en  fonction  d'une  somme  de  puissances  de  x 
et  de^  plus  petites  ;  car,  élevant  les  deux  membres  de 
jc-h^  =s  u  successÎTemenl  aux  puissances  m— 2,  m— 4  » ,  .  . 
on  pourra  en  tirer  x*^"  +>""*"%  "^"*~*  +  J^**"*  ^  ,..,,..  en 
fonction  de  «,  de  f' ,  et  de  binômes  plus  simples  que  les  pré- 
cédents. En  continuant  ainsi  «  ces  binOmes  pourront  être  ex- 
primés eu  fonction  de  x-^-j-  ou  de  u^  ou  de  ^  ;  de  sorte  que 
réquation  (x  +  j)**  =  u""  deviendra  : 

c'est-à-dire  en  générai  F,  (j*,  f]  ==  0. 

En  élevant  ensuite  tes  deux  membres  de  x-^-y^u  à  la 
puissance  n^  il  viendra  une  autre  équation  F,  (u,f/)=0, 
entre  u  et  t^.  Les  deux  équations  F,  et  F,  détermineront  sou- 
vent d'une  manière  facile  i^  et  »' ,  du  moins  dans  les  cas  peu 
compliqués. 

Faisons  quelques  applications.  ' 

Soit  à  résoudre  les  équations 

Ici  la  somme  des  mcînes  étant  connue ,  il  n'y  a  qu'à  prendre 
pour  inconnue  auxiliaire  le  produit  xy  ^  u*  Élevons  les  deuic 
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•«•l'^r***^!*  Qutriêne  poianuiM,  VTiMdra  : 

a  âenmt  les  deax  membres  de  la  même  équation  aa  carré, 
3neot:  Ji:*4%r*  =  <^— 2c;  doacooa: 


a^-fr 


ta  tiie  delà  :  .«««'d:  \/a«— ^=a'± 
«...  «    \  /sa*  _^  1    /^H^ 

a  \  /a? 
Soit  encore  à  résoudre  les  équations 

Posons  X  -j-^ = u ,  x^  =  ^.  Élevant  les  deux  membres  de 
X -f-^"  =  K  ioocessivement  aux  pnissanoes  3  et  4 ,  il  vient  : 

•^+J^'  +  3xr(x+^)  =  ii», 

on  «  +  31*1^=14', 

et 

**4:rM4jçr(«'-+:r')+6^y=wS  ou  6+4iKu"— af^Het^axiâS 

on  enfin  2p*— 4^'tt*  +  u*— ft = 0. 

Tvant  t^  de  la  première,  et  remplaçant  dans  la  seconde, 
l'âimination  sera  faite. 
ST  Soient  maintenant  les  trois  équations 
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Je  prcntlrai  pour  înconnixes  atixiliaires  les  expression»^ 

alors  a: ,  r  1  =  scroot  les  trois  racines  de  réqualion  da  ti 
sième  degré  X^— «X'  +  ^/X — f  =  Oj  el  une  fois  w,  c,  i 
connus,  la  question  sera  résolue.  Or,  en  élevant  les  deux 
membres  de Féquation  x-\-y  +  z=zuk  la  puissance  m ,  à  la 
puissance /(  et  à  la  puissance p,  ou  comprend  que,  par  des 
transformalions  semblables  à  celles  que  Ton  a  faites  dans  la 
première  partie,  on  puisse  arriver  à  des  équations  de  la  forme 

qui  feront  connaître  u,  v*y  i. 
Prenons  pour  application  les  trois  éqaations  ' 

Ici  je  dois  prendre  pour  ineoiiQues  auxiliaires 

^7^  4* J' -  +  J^z  =  n  ,  xyz  =  y. 

Élevant  les  deux  membres  de  x-tjr-^z^a  aa  carré, 
Tieot  ' 

OU  fr+2a  =  a», 

Élevant  ensuite  les  deux  membres  de  la  même  équation  au 
cube  f  il  vient  : 

^^  +J^^  +  =i^ + 3  (xy  -^yz + xz)  {x  -\-y-\-z)  —  Sxf  s  =  a^ , 
ou  c  +  3au  —  Zif^=  a^* 


La  première  équation  donne  a  ^= 


a'—b 


et  la  deuxième, 


c-h 


p^i 


' ,  et  le  problème  est  résola. 
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n  lioC  bien  Fcmarqoor  que  cette  méthode  ne  doit  être 
miftayée  que  dans  les  cas  les  plus  généraux.  Dans  certains 
CM  simples ,  il  y  aura  souvent  autant  d'avantage  à  opérer 
9lrcoieiit. 

Aimsi  dans  le  cas  des  équations  : 

9  y  a  aalant  d'avantage  à  prendre  pour  inconnue  auxiliaire 
jcx=u  ,  el  à  élever  successivement  Téquation  x  -^y  =a — s 
n  carré  et  au  cube,  ce  qui  donnera  finalement  deux  équa- 
tions en  u  et  z  ;  mais  une  des  équations  sera  du  troisième 
degré  en  s  ,  et  par  conséquent  no  pourra  être  résolue  algé- 
briquement. 
Si  Ton  avait  les  équations  : 

oo  pourrait  trouver  les  valeurs  des  racines  on  employant 
oeUe  dernière  méthode,  et  en  posant  de  plus  <<— z  =  /. 
SI  Ton  avait  quatre  équations  de  la  forme  : 

^"•+J^-+^"'  +  u«  =  a, 

k  méthode  générale  serait  la  même  ,  et  on  prendrait  ponr 
iacoonnes  auxiliaires  : 

•'y +^+  zix-f-  j^z + -*•«+>'« = '  * 

jryz  -^-yzu  -\-  xyu  +  oczxi  =  s , 
xyzu  =  w  j 
ANS.  Dt  MaimCii  V.  20 
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•i  X ,  ,r ,  s,  a ,  seraient  les  quatre  racines  de  réquation 

On  comprend  la  loi  de  résolulton  pour  plus  de  quatre 
éq  Dation  s. 

Note.  Cette  mélhodc  revient  à  trouver  les  coefficients 
d'une  équation  de  de^ré  n  ,  îorsqo^on  coonalt  les  valenrs  de  n 
foDClions  symétriques  des  racines  de  cette  équation  ;  fonctions 
symétriques  qui  sont  toujours  exprimables  en  fonctions  ra- 
tionndlei  des  coefficients  de  rêquaiion,  et  ces  nouvelles  n 
éqiiations  sont  le  plus  souvent  plus  compliquées  que  les 
équations  données.  Tm. 


NOTE 

Ëur  un  probiéme  fourni  par  les  jeux  de  carUi, 

WÂM.  M.  A,  TACSETTII , 

titencié  éi  iciences  malhc  ma  tiquer  et  pbyiiqnti. 

îrlÉ.  .  

r  Avec  un  jeu  de  boston  de  52  cartes  battues  et  mêlées , 
on  peut  faire  U  distribution  suivante^  en  ayant  soin  de 
compter  une  carte  pour  la  valeur  qu'elle  indique,  et  toutes 
IfîS  tignres  poyr  tO  (loinls  :  oo  retourne  la  première  carte, 
qui  se  trouve  un  8  par  exemple,  et  on  met  sur  cette  première 
carte  5  autres  cartes,  sans  faire  attention  à  leur  valeur,  de 
façon  à  compléter  le  nombre  1 3  ;  ou  retourne  la  carte  iDi- 
vante  qui  se  trouve  un  2  par  exemple,  et  on  met  sur  elle  It 
autres  caries ,  et  qui  forme  le  deuxième  paquet  ;  on  continue 
ainsi  à  former  les  autres  paquets  :  si  à  la  On  on  n'a  plus  que 
6  cartes  t  et  que  ta  première  de  ces  cartes  soit  uu  3,  on  ne 
peut  pas  compléter  un  paquet ,  et  on  lient  compte  de  ces  6 


i 
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tnles  restantes.'  Gela  posé ,  en  comptant  chacan  des  quatre 
irmiiers  paqacts  pour  un  point,  chacun  des  suivants  pour 
U,  et  ajoutant  le  nombre  des  cartes  restantes ,  on  a  la  somme 
es  points  contenus  dans  toutes  les  premières  cartes  des  pa- 
foets  formés. 

En  eflet ,  soient  x  le  nombre  des  paquets^  formés  ,  y  le 
■ombre  des  cartes  restantes  ;  a, ,  ^,,  a, .  .  .  a^  les  nombres 
KspecUfs  de  points  marqués  sur  les  premières  cartes  des  x 
fiqnets  ;  le  nombre  des  cartes  du  1^'  paquet  est  14  —  a,^  du 
V^  W — ^,,  ....  du  j:"*  t4  —  ^ïj,  ;  en  y  ajoutant  les^  cartes 
restantes ,  on  doit  avoir  52  ;  donc 

Ux— rfl.  +  tf,+ +aj-h^=  52, 

tfoù  fl,  +  a,  + +  a,  =  i4a:  —  52  -h j^. 

A  joatant  au  deuxième  membre  +4  —  4 ,  on  aura  : 

fl.+«.+ H-<ï,  =  4  +  14(x— 4)+^, 

ce  qni  donne  la  règle  énoncée. 

Il  est  évident  que  la  même  règle  aurait  lieu,  si  Ton  comptait 
le  valet  pour  11 ,  la  dame  pour  12,  et  le  roi  pour  13.  C'est 
ce  qui  ressort  d'ailleurs  de  la  généralisation  suivante  de  ce 
problème. 

Si  on  conçoit  a  séries  des  h  numéros  1,  2,  3,  ... .  h — i, 
6,  mêlées  et  battues  ensemble  ;  en  exécutant  une  distribution 
aoilogne  à  la  précédente,  soient  x  le  nombre  des  paquets, 
y  le  nombre  des  cartes  restantes  ;  n. .  n. , . . .  /i^  les  numéros 
respectifs  des  premières  cartes  de  chaque  paquet  ;  on  aura 
dus  le  1*^  paquet  un  nombre  de  cartes  6+1  —  n, ,  dans  le 
2^  6  +  fi — «,,  -  .  .  .  ,  dans  le  a:««  fr  +  1  —  »,;  ajoutant  les 
y  cartes  restantes,  la  somme  est  ah  :  ainsi 

d'où         «,+  «,+ +«,  =  (6  +  l)i  — tf6+^^ 

ajoatant  au  deuxième  membre  +  a  - 


«,-fll,-f  * 


-  396  — 


règle  analogue  à  ta  prtVéïJeiile ,  avec  laquelle  €f le  est  iden- 
Uqye  pour  a  =  %  H  ù^=^i2. 


INTEGRATION 

D'une  équation  différentielle  ^ 

wAm  X.  TvmquAm , 

t)roleat«ur  iu  collège  rojil  df  Pontjtj. 


1 


dW  dy 

J/équatioD  — ^,  4-  ?^  ^3  ^^-^  (*'  P^**^  loujours  être  in- 

légtw,  quelles  que  soient  les  fonctions  '^y  et  ^y^  c'est-â-dire 
que  la  valeur  de  x  en^  peut  toujours  s'obtenir  par  de  simples 
quadrature». 

^  ..  ,      .  dy  I.       dy      dp  dp 

On  pose  d abord  -j-  ^p;  d ou  ~  =  -l.  =  m  IX  ;  on 
djc  djc        dx  dy 

changera  ainsi  Tequation  proposée  en 
dp 

On  cherchera  ensuite  rintép-alo  do  /;  -^  +  p^f^y  :=  0  ;  el  Ton 

trouvera p=.  ke~^  ^^^, 

Or,  on  peut  déteriBÎoer  A  en  fonction  ûey,  de  telle  sorte 
que  cette  valeur  de  /?  soit  Fintéf^rale  de  rèquation  (2).  En 
effet ,  si  on  différentie,  en  regardant  A  comme  fonction  dc^r, 

on  aura  $^^  A^.^^^^'  +  ^  e'^'^'  ,  et  l'éqoa- 
dy  dy 

lion  (2)  deviendra  : 


—  897  — 
A  J^  =  4^«'-^^*^,  d'où  A=.|/B  +  +^t«/ff^, 
I  étant  ane  existante  arbitraire.  Aiosi , 


tfOQ  #/x=: 


|/B+4.j.e»/^»^* 


THÉORÈME 
•Sur  /ei  fractions  périodiques, 

9AB,  m.  V.  UUPITTS , 
EléT«  Ml  élénenyiret  (  collège  Henri  IV,  cltise  de  M.  Meitut). 

Théorème.  Une  fraction  irréductible  à  dénominateur 
Bombre  premier  absolu,  et  réduite  en  Traction  décimale» 
une  période  à  nombre  pair  de  chiflres  ;  la  première 
itié  ajoutée  à  la  seconde  moitié  donne  une  somme  qui  ne 
coDlient  que  des  9. 

Démonsiration.  Soit  —  la  fraction  irréductible, p  un  nom- 
P 

kre  premier  absolu,  et  2/i  le  nombre  de  chiffres  do  la  pé- 
riode. Soit  M  la  première  moitié  de  la  période,  à  gauche, 
et  N  la  seconde  moitié,  à  droite;  ainsi  la  période  eâi  égale  à 
M .  10*  +  N ,  et ,  d'après  la  théorie  connue, 


-  39S  - 


Or/ï  eal  premier  avec  m  et  au^si  avec  10'*—  I  »  caff»  étani 
un  nombre  premier  et  la  période  étaul  de  2n  chiffres,  la 
première  puissance  de  10,  qui  laisse  uo  pour  resic^  est  10*% 
donc/»  divise  10"  -f  1  ;  par  conséquent 

M JO**  +  N  ^  M. (10" -- 1)  +M  -f  N 

est  divisible  par  !0"  —  1 .  Il  faut  donc  que  M  +  N  soil  divi- 
fiblc  par  10"*  —  I  ;  mais  la  plus  fiaute  valeur  de  M  oo  de  N 
est  10" —  1 ,  et  les  deux  nombres  sont  inégaux  :  la  somme  est 
donc  moindre  que  2.10''  —  i\  donc  M  +  N  =:  10*  —  I* 
C.  Q.  F.  D, 

Corotlairell.  Dans  la  réduclion  en  décimales,  il  suffit  dont 
de  caîcoler  la  moîlîé  de  la  pérîodc,  à  gauche,  et  on  en  con- 
dnt^  par  une  simple  SDustraction  ,  Vautre  demi-période. 

Corollaire  ÎL  10" -ht  est  divisible  par/?  ;  donc  mA(f+m^p 
est  un  multiple  de  p;  donc  mJO*  divisé  par/»  laisse  pour 
reste  z?^ —  m ,  ou  simplement  — m.  Ainsi  quand ,  dans  l'opé- 
ra Lion,  on  sera  parvenu  an  reste  —  m ,  on  aura  la  première 
demi -période. 

Théorème.  Lorsqu'en  réduisant  en  fraction  décimale  —, 

P 

on  parvient  à  un  reste  —  m,  le  nombre  des  chiffire^  de  la 
période  est  nécessairement  pair. 

DémanstraHon.  Soit  n  le  nombre  des  chi  jfres  de  la  période  ; 
de  sorte  que  wi  JO"—  m  esl  un  multiple  de/»  ;  et ,  par  hypo- 
thèse, on  a  m.lO*-|-/«,  aussi  un  mulUpIe  dep^  donc  10*-|-<  esf 
multiple  de/",  ou,  ce  qui  revient  au  même,  10* esl  un  mul- 
tiple  de  p,  ce  multiple  étant  diminué  de  1  ;  aussi  10''^  est  un 
muUiplc  de  p,  ce  multiple  étant  augmenlé  de  1  ;  ou  bien 
l(f  * — I  et  aussi  m,tO'*— /m  est  un  multiple  de/»,  ainsi  /i=2*  : 
donc  n  est  pair. 

Corollaire,  Des  qu  ou  sera  arrivé  au  reste  —  m,  on  est  sur 
que  la  période  esl  paire.  Ainsi,  le  théorème  rédoit  à  motlic 


k  edcol  des  chiffres  da  quotient  et  des  séries  des  résidus , 
lorsque  la  période  est  paire,  et  qu'elle  provient  d'un  déno- 
liaatenr  noooAre  premier  absolu. 

NùU.  La  théorie  des  fractions  périodiques  a  été  introduite 
fÊÊ  Robertson  :  Thoory  of  circulation  fraction»  ^  PhikMoph. 
rransad. ,  1764 ,  et  ensuite  retravaillée  par  BernoulU , 
de  l'Académie  de  Berlin,  1771.  Les  théorèmes 
\  ci  dessus  sont  connus  depuis  longtemps,  ^otr  Midy  : 
De  fnêl^ê»  propriéiés  des  nombres ,  in-4o,  1835,  p.  là.  Tm. 


NOTE 

Sur  le  sinus  de  la  moitié  d*un  arc^ 

PAR  K.  ATHABLB, 

ProfMtear  do  mttbémaUquM. 


Lorsque  l'on  donne  le  sinns  d'un  arc ,  et  que  l'on  cherche 

à  exprimer  en  fonction  de  cette  unique  donnée  le  sinus  et  le 

coeinns  de  sa  moitié,  on  obtient,  en  combinant  les  deux 

équations, 

«1         1 

2sm~ot  cos^a  =  sma, 

C0S"-a  -f-Sin^a  =  4  ; 

les  deux  relations  suivantes  : 

sin-a  +  cos-a  =V/i +*'**«» 


Sin-a  — C0S-a=  V^l  — sma; 

d'où  Ton  déduit  facilement  les  valeurs  cherchées 


(2) 


tin 


€OS 
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SlDw. 


Aucune  diiïiciillé  no  so  présente  lorsque  1*od  suppose ^ 
ainsi  qac  lenoncé  (lu  problème  le  coiïipor(e»  que  Tare  a  est 
donné  par  son  sinus  ;  chacune  de§  expressions  a  quatre  Ta» 
li^ursà  cause  de  la  dupUcité  dos  sig^n^s  dont  cliaciin  des  radi- 
caux peut  être  affecté,  et  Ton  vériûc  trrgoooraétriquement  * 
qu  il  en  doit  ôîre  ainsi.  Mais,  si  Tare  u  est  donné  par  lui- 
inéofie  conjointement  avec  son  sitius,  il  esÈ  clair  qu'une  seule 
déterminalioii  doit  élre  acceptée  pour  le  sinus  de  sa  moilîé  et 
il  reste  à  trou  vit  le  signe  qui ,  dans  ce  cas,  a  (Tec  le  chaque 
radical,  ou,  cti  d'autres  tnrmes,  à  préciser,  dans  Téqua- 
lion  {'2),  le  signe  des  sommes 


3 


I 


.     t  f 

et      Sia-at  —  COS-a. 
2  2 


On  peut  y  parvenir  plus  simplement  qu'on  ne  le  fait  urdh- 
nairement  par  les  conâidéraltons  suivantes.  On  a  : 

.   1      .    ^     *  I      .     .   /^       *    \ 

sin-  *  +  C08  -  a  =  sin  '  a  +  sui  I  -  —  -  *  1^ 
2  2  2  \2       2    / 

.  î  1         .  i         .   /"      *  \ 

sin-  a  —  co«  -  <x  =  sin  -  a  —  &m    -  —  r^Ii 
2  2  2  \2       2   / 

ou,  en  développant  les  seconds  membres  de  ces  égalîi 
d'après  les  formules  qui  servent  à  transformer  en  un  pro- 
duit »  soit  la  somme ,  soil  la  différence  de  deujt  sinus  : 

SlB-a  +  Cftô-9f  =  ^^^J  ^^  [q  —  j  )» 


K 


Sm-  JL  —  COS  -a  ^=:  2C0S-  SUI 

2  2  4 


On  voit  par  la  que  les  signes  des  radicaux  sont  ceux  do 
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/a        n' 


'(i-î)  ««<>«  «-(i-î)' 


IM,  paisque  Tare  a  est  conDu ,  l'arc  0  ""^  i  po^' ra  être  cal- 

oK;  I*on  saora  dans  qael  quadrant  tombe  son  extrémité,  et 
{ pr  suite  le  signe  de  son  sinus  et  de  son  cosinus.  Toute  am- 
I  HgcUlé  relative  aux  signes  des  radicaux  disparaîtra  par  là 
(^.  p.  49). 


NOTE 

Sw  la  distance  d'un  point  d  une  droite  dans  Vespace^ 
axes  rectangulaires. 

PAR  M.  ATNARD  . 

Professeur  de  malbématiques. 


Le  procédé  que  l'on  emploie  d'ordinaire  eu  géométrie  ana- 
lytique pour  trouver  la  distance  d'un  point  à  une  droite  exige 
m  calcul  assez  laborieux  ;  on  peut  désirer  d'arriver  au  résul- 
lat  d'une  manière  plus  simple. 

Soient 

ks  équations  de  la  droite  donnée,  et  désignons  par  x\  y\  s' 
ks  coordonnées  du  point  dont  il  s'agit.  L'équation  du  plan 
perpendiculaire  à  la  droite,  et  passant  par  le  point  donné, 


La  marche  directe  consisterait  à  tirer  de  ces  trois  équa- 
tions les  valenrs  de  x^  de  y  et  de  z  pour  les  substituer  dans 
b  formule 

expression  de  la  distance  du  point  donné  au  point  où  la 
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droite  perce  le  plan^  Où  forme  ordinairemeiit  les  diffère 
jc  —  x\  y  — y,  z^^  z  pour  les  élever  ensuite  au  carr 
rartiiice  suivant  a  pour  objet  d'éviter  la  seconde  partie  de 
ce  calcuL  On  peut  mettre  les  équations  de  la  droite  sous  la  i^ 
foriDc  équivalente  -  \ 

eu  posant,  pour  plus  de  simplicité p 

ûd  —  a'^ — ^a=/7a,     et    y — ^V  —  p  =  «. 
Les  équations  (f),  (S)  et  (3)  donneront,  par  un  calcul  % 
simple^ 

%  —  %  ^=. 


ma~\-  nb 


Knil  1^ 


y~y^—„^ 


a[mb  —  fia)  —  n 


X  —  X   ^ 


t  {na  —  mb]  *-•  m 


Multiplions  l'équation  (2)  par  jt  —  x\  l'équalion  (3)  par 
X  —y»  et  ajoutons  les  deiu:  produits  avec  ridentîté 

U  viciit ,  en  ayant  égard  à  Téquation  [t) , 

</'  =  —  m(j:  —  j:*)  —  n{y  —y). 

Substituant  à  là  place  de  x  —  j'  et  de^  —  y  les  râleurs 
préoédemmeni  trouvées,  on  a  : 

m' -|- n*  +  (ma — nb)*  ■ 

fl'où  enfin  ,  en  remplaçant  m  tin  par  leurs  valeurs .  et  sim- 
plifiant autant  que  possible, 

A  ^  ^/P^^s'"^r+(y-/^a^-pr+My-p)-6(x^-^)r 

a'  +  r  +  l 
(F.  t   III,  p.  519.) 


A 
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DISTANCE 


iu  eentre  du  cercle  inscrit  au  point  de  rencontre  des 
hauteurs  dans  un  triangle  rectiligne. 


9ASL  M.  BCSKTIOli , 

éléTtt  en  ipècitlef. 


Soit  d  cette  dislancc ,  je  dis  qu'on  a  : 

D,  A  désigneront  les  mêmes  distances  qae  dans  Farticle  de 
h  page  193  de  ce  volame,  et  8  sera  la  distance  du  centre 
da  cercle  inscrit  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

Soient  A ,  B,  C ,  G  ifig.  42)  le  centre  du  cercle  inscrit ,  le 
centre  dn  cercle  circonscrit,  le  point  de  rencontre  des  bau- 
tcnrs,  le  centre  de  gravité. 

Le  point  G  est ,  comme  on  le  sait ,  au  tiers  de  BG  ;  d'où 
la  relation ,  remarquant  que  BC = 3D, 

on  3A*=2^  +  ^'-6D% 

œqni  donne 

/f=3A'— 2r+6D\ 

Or      A-= r-+  ^p-^y-^^p-^y+^p-^y^ 

ô 

a'+y+g'__,  ,   a'-^b'+c'—p'      rt'+y+c* 
~  9  ~     "•"  3  9        ' 

9 
[royez  page  196.) 


-4»  - 
Subslituaiii  dans  la  valeur  de  d\  il  vient  : 


,     (p—a)  (p—b)  ip—e] 
r  ^ _^.=.^_.^^ 


d'où 


^_(p—a)  (p^ù)  (p-'C)^p* 


abc 

P 

abc . 


ri'marquanl  que  4Rr=  — il  viendra  pour  (T 
P 


a*+^*+< 


2 


puisque 

fa-^-b+cV      a*+b'+c*      ab^ac+bc* 


^>^(±tÈ±:X=£±ï: 


2 


Comme  corollaire ,  nous  p^juvotis  prouver  que  le  cerc 
passant  par  !ps  tu j lieu i:  des  côtés  d'un  triangle  est  tangent 
au  cercle  inscrit  et  aux  cercles  ex-inscrits. 

Le  centre  de  ce  cercle  (considérations  sur  le  triangle  rec- 
trli[^ne,  t.  11 ,  p.  197)  est  situé  au  milieu  I  dcBG,  et  son 

rayon  est  —. 
Dans  le  trîaogeBAC,  on  aura  : 

2  

ou  remplaçant  d'  par  sa  valeur  ainsi  que  o'  et  D', 

On  le  prouverait  de  même  pi*ur  les  cercles  ex-inscrits^ 
seulement  on  aurait  paur  d"  [d*  élurit  la  dislance  aiialugue 
àd^eia  le  rayon  du  cercle  ex  inscrit  )  : 

^•^IR'+2^^      '£±ï±^^   d''=R^  +  ïiR.. 
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PROBLEME 


jm-dtux  amiques  qui  se  touchent  j  proposé  au  concours  d'école 
normale,  1843  (Y.  t. Il,  p.  410)'. 


PAB  M.  H.  HXVWS, 
de  Douai. 


DeoK  courbes  du  second  degré  étant  tangentes  Tune  à 
Taolre  en  deux  poiots ,  démontrer  analy tiquement  que  si 
fon  point  qnelconquc  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points, 
M  mène  les  quatre  tangentes  à  ces  courbes,  les  points  de  con- 
M  iont  en  ligne  droite. 
Soient 

Ay+Bxr+Cj:'+Dj^-fEjr+F=0, 
Ay+Fxr+C'j:'+Dy+E'.r  +  F'=0, 

ks  équations  des  deux  courbes. 

Je  prends  la  droite  AB  (fig,  41  Ins)  pour  axe  des  jr  et  la 
tangente  en  B  pour  axe  des  x. 

Jefai8X'=0,  et  jMndiquc  que  les  deux  équations  résut- 
Iniles  ont  chacune  une  racine  nulle;  et  que  les  deux  antres 
sont  égales. 


Ceqni  donne      F=0;  F'=0}  -  =  --. 

A         A 

Les  éqnatlons  deviennent  alors  en  divisant  tous  les  coeffi- 
denlB  par  A  et  par  A': 

y  +  B'xjy  +  C'jt'  -j-  Dr  +  E'x  =  0. 
Je  fais  ensuite  ^  =  0  et  j'indique  que  les  deux  équations 


aoil-«J 


—  ^06  — 

uni  chacune  deux  racines  nulles.  Ce  qui  me  donne  les  doQ' 
v«ï!es  concilions  E=Oi  E  — 0. 
J'obtiens  donc  en  déûniUve  les  deux  éqnalions 

or,  si  j'appelle  p  l'ordonnée  d'un  point  quetconque  C  de  h  J 
droite  âB,  les  cordes  de  conlacl  des  t^ngenles  passant  par  " 
ce  point  seront 

(2?  +  D}^'  +  B^^  +  Dp  =  0, 
(âp  +  D)  ^+B'^x+DS=0, 

Pour  prouver  que  ces  ûeun  équations  sont  identiques  »  il 
suRit  de  démontrer  que  B'=^B,  Pour  cela,  j'élimine^'  entre 
leséquations(!),(2),.,*  et  Je  divise  le  résultat  par  x.  J'obtiens 

(B^BV+(G— C)j^  =  0, 

qui  représente  la  droite  AB  ;  iUenliOaût  avec  V équation x=0. 
J'obtiens  B^B ,  donc  les  deux  cordes  de  contact  sont  iden- 
tiques et  par  conséquent  les  quatre  points  sont  en  ligne 
droite.  C.  Q.  F.  D. 

Nùta^  Deux  coniques  à  double  contact  peuvent  être  con- 
sidérées comme  les  perspectives  de  deux  cercles  concentriques 
{Prop.  proJ€cUve$^  p.  65)  dont  la  corde  de  contact  est  à 
Hnfint;  considérant  un  point  à  Tinfini  comme  pôle,  sa  po- 
laire est  un  diamètre  commun  aux  deux  cercles^  et  ce 
diâtnétre  commun  est  la  perspective  de  la  polaire  du  point  C 
par  rapport  aux  deux  coniques  ;  donc ,  etc.  Tm. 
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BIBUOGRAPHIE. 

Di  l'eiuiibn  des  candidats  a  l  icoLE  POLYTECHNIQUE ,  par  un 
aaden  élève  de  cette  école  :  Paris,  Janvier  1846,  in-S 
de  43  pages  C). 

NooB  commencerons  par  transcrire  anc  note  qu'on  lit  an 
las  de  la  page  là,  «  il  n'entre  certes  pas  dans  mes  inten- 

•  tîoiis  de  faire  ici  la  critique  de  MM.  les  Examinateurs, 

*  dont,  j'honore,  je  respecte  infiniment  le  mérite  et  Tim- 
I  partialité^  et  qui  ne  sont  nullement  responsables  des  ré- 
>  soltats  dus  h  un  système  d'examen  vicieux.  • 

Foor  établir  les  vices  du  système ,  Vautour  compare  les 
oaméros  d'admission  à  l'école  polytechnique ,  et  de  sortie  de 
k  même  école,  de  28  élèves  entrés  en  18U  à  l'école  des 
posta  et  chaussées ,  et  parvient  à  ce  résultat. 

Ceux  qui  avaient  en  entrant  les  numéros  de 

1  à  10  ont  été  bien  classés. 

1 1  à  20  assez  bien  classés. 

21  à  30  médiocrement  bien  classés. 

31  à  60  mal  classés. 

61  à  100  très-mal  classés. 

iOi  et  plus  classés  d'une  manière  absurde. 

On  trouTe  en  effet  que  le  leT^^'en  entrant  avait  le  nM5  en 
sortant.  C'est  un  fait  isolé.  Il  serait  instructif  d'avoir  de  ces 
taUeauxpour  plusieurs  années  consécutives,  et  aussi  de  con- 
aaltre  les  rangs  d'admission  des  anciens  élèves,  aujourd'hui 
membres  de  l'Académie  des  sciences.  L'auteur  va  au-devant 

O  Chei  CartliâD-G<»iiry  et  V«'  Dalmont ,  libraires. 
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d'une  ubjeclîuiL  Qu'impur  le  que  les  élèves  soîeul  tuai  ela 
en  entrant,  pourvu  qu'ils  soient  bien  classésen  ^rtanl?  il  im- j 
porterailenelTelâssezpeusilescandidats^commelesraédecînft,] 
les avùcâls, pouvaienl  se repréHenler  iLideOoimenl Jl  n'en  est] 
pas  ici  de  m^nie,  en  classant  mal  un  élève,  vous  brisez  sa  car* 
rière  irrévocabîemenl.  Si  le  !  67*  peut  devenir  le  1 5",  qui  votw  j 
garantit  que  le  200"  non  admissible ,  ne  serait  pas  devenu  le] 
10*  en  sortant  ?  Voici  d'ailleurs  un  fait  dont  je  garantis  rao-  « 
thenticité,  A  uneséance  du  conseil  d'admission^  un  examina- J 
leur  dit  à  haule  va\\,  sujet  distingué  ^éminemment  admissibli^j 
aussitôt  son  c<j-examinaleur  s'écrie  relativement  au  même 
élève ,  sujet  slupide ,  incapabie  de  suivre  les  cours.  Qui  avait 
raison?  Ce  quîL  y  a  de  certain  ,  c'est  qu'un  cTitérium  qui 
amène  une  telle  divergence  est  diûîcile  à  qualifier. 

Voici  à  quoi  fauteur  attribue  les  inconvénients  du  mode 
acIueL  j 

Pour  réussir  aux  examens  il  faut  trois  choses  :  V  ÏJk  ^ 
science.  '2**  La  mémoire.  T  La  hardiesse ,  assurance  ou  pré- j 
sence  d*esprit.  1 

*  On  rencontre  souvent  des  mathématiciens  très-instruîls,  j 
«  tré^-savant^  ^  et  qui  sont  néanmoins  de  fort  mauvais  pro- 
»  fesseurs ,  débitant  leur  marehandisc  d'un  ton  lourd  et  mo- 
■  notone  peu  propre  a  taire  connaître  leur  mélile  réel.  Or 
»  un  élève  au  iahleau  est  précisément  un  professeur  qui  , 
>•  montre  au  public  et  surtout  à  l'examinateur,  comment  . 
*  doivent  être  résolues  les  questions  qu'on  lui  adresse  t  il 
»  peut  Irés-souvent  arriver  que  la  manière  dont  il  répond 
^  soit  un  indice  fort  incertain  de  sa  capacité.  S'il  est  timide , . 
»  qu'il  n'ait  pas  de  factliié  à  exprimer  ses  idées  ,  la  frayeiir 
»  s'empare  de  lui,  paralyse  ses  moyens,  et  plus  il  lui  serait 
m  nécessaire  d'avoir  toute  sa  présence  d'esprit .  et  moins  il' 
»  en  jouiL  Si  sa  ménuiire  nest  pas  parfaitement  sure,  elloT 
«  le  sera  bien  moins  encore  en  ce  fatal  moment  ^  »on  trouble 


J 
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i  de  plos  en  plus,  il  aora  comme  on  Yoilc  devant 
I  kl  jenx ,  et  une  question  mal  comprise  et  mal  résolue ,  le 
[■condaim  à  mal  comprendre,  et  à  ne  pas  résoudre  les 


L'auteur  pense  que  la  science  devrait  être  la  partie  prépon- 

[  ttnnle,  et  toatcfois  ce  sont  les  deux  Tacultés ,  la  mémoire 

41a  présence  d'esprit  qui  exercent  la  plus  Torte  influence. 

De  Ift  décoalcnt  les  classements  bisarrcs  du  mode  actuel  ; 

fov  y  reoiédier ,  l'auteur  propose  trois  mesures. 

c  1*  Restreindre  le  nombre  des  aspirants  à  l'école  poly- 

•  fedmiquc ,  en  détournant  de  cette  carrière  ceux  qui  n'ont 
-aoloiremcnt  aucune  aptitude  aux  sciences  malhématiqoes. 

•  St*  Adopter  une  méthode  uniforme  d*enseignement  et  de 
■  préparation  aux  cours  de  cette  école,  où  tous  ceux  qui  y 
'foot  adnnis,  ont  les  mêmes  prorcsseurs,  reçoivent  la  même 
I  instractîoo  y  se  livrent  aux  mêmes  exercices. 

•  3*  Faire  d'une  composition  écrite ,  offrant  à  tous  les  as- 

•  pirants  le  même  degré  de  difficulté,  l'épreuve  principales 
>  qa'ils  aient  h  subir,  et  de  l'examen  oral,  l'épreuve  accès- 
.•Dire.  -  (Pages 23 et  2i.) 

Lacroix  »  dans  son  excellent  ouvrage  sur  V Enseignement , 
frescril  aussi  cette  dernière  mesure,  comme  critérium  prin- 
d|Ml. 

Nous  pensons  que  le  mode  adopté  pour  les  examens  de 
réeole  de  Saint-Cyr,  pourrait  s'appliquer  avec  plus  de  succès 
«coreà  l'école  polytechnique.  Les  examinateurs  actuels  par- 
eooreraient  la  France,  pour  dresser  la  liste,  sans  aucuns  cocf- 
idenls,  de  ceux  qui  auraient  le  droit  de  se  présenter  aux 
fxamens.  Il  serait  formé  un  jury  composé  de  trois  membres 
de  r  Académie  des  sciences,  et  parmi  lesquels,  au  moins  un 
professeur  k  l'école  polytechnique.  Ce  jury  se  transporterait 
\  les  diverses  localités  immédiatement  après  les  premiers 
I,  et  dresserait  la  liste  déCnitive  et  graduée  d'admis- 

▲  HX.  Dl  MâTRllf.  V.  27 


Mbilîlé.  Il  sérail  peul-étre  plus  conveDable  encore  qoc  ce  ji 
restât  à  Paris,  el  les  candidats  s'y  rendraient  soit  à  leurs  frais^p 
soit,  en  cas  de  t>esoin ,  à  Faide  d'uoe  subvention  départemeo"! 
(aie.  On  aurait  ainsi  toutes  les  garanties  qu*il  est  humaine-^ 
ment  possible  d'obtenir.  4 

Pour  Tcxécution  delà  seconde  mesure^  Taulenr  propose de^g 
faire  composer  officieUemtnt  un  cours  contenant  toutes  Imh 
matières  eiigées;  ouvrage  officiel^  soumis  tous  les  cinqansà^ 
une  réTisiou ;  le  seul  sur  lequel  devraient  porter  exclusive-i 
ment  les  interrogations.  On  éviterait  ainsi  aux  élèves,  ^^^^^d 
grande  perte  de  temps  qu'entraînent  les  rédaciions  particu*,^ 
Itères  à  chaque  professeur;  c'est  même  là,  à  ce  qui!  noiis^ 
semble,  le  grave  inconvénient  de  nos  classes  littéraires;  lesg 
élèves  y  écrivent  trop^  et  ne  lisent  pas  assez;  et  pourtanlj 
c'est  seulement  par  la  lecture  assidue  des  bons  auteurs  qu'on | 
apprend  à  penser ,  qu'on  apprend  à  écrire. 

Si   ces    idées   sont  jamais  admises  ,    le  gouvernement 
devrai!  charger  des  membres  de  rAçadémie  d'écrire  des 
Éléments*  JN'oublions  pas  que  les  Euler,  les  Claîraul»  les^ 
Bezout,  les  LacaitleJesBossut,  lesLagrange,  lesLegendre 
ont  composé  des  ouvrages  élémentaires;  que  ces  ouvrages, «« 
quoique  vieillis  et  arriérés,  malgré  les  vicissitudes  des  temps, 
ont  conservé  une  valeur  intrinsèque;  leurs  divers  mérites 
étaieot  fondés ,  non  sur  la  position  des  auteurs,  chose  qui^ 
t'en  va  avec  et  quelquefois  avant  Tbomme  ^  mais  sur  le  génie 
des  auteurs^  ce  qui  est  fort  diCTéreut. 

Cet  écrit,  où  Ton  remarque  un  grand  esprit  de  modéra-^ 
tion ,  cachetide  k  véritable  force,  sera  lu  avec  fruit  par  ceux  ^ 
qui  sUolèresseiUa  ces  matières,  et  surtout  par  ceux  qui  ont 
missiotk  di*  ^'en  occuper. 

Toutefois,  nous  devons  blâmer  fortement  i'idée  singu- 
lière ,  en  vue  de  diminuer  le  nombre  des  candidats ,  de  faire 
déposer  une  certaine  somme  par  chacuu  d'eux  ;  somme  qui 


i 
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an  goaTeraeuient  en  cas  d'admitiioD,  et  qui 
nil  iCDdne  en  cas  de  non-admission  ;  uae  proposition  ri 
Hrale  contraste  avec  l'esprit  généreux  de  l'époque  et 
lee  cdai  qui  règne  dans  ronvrage. 
Afant  de  finir,  qu'on  nous  permette  une  question.  La  loi 
les  septuagénaires  des  fondions  du  jury  ;  car ,  la  loi 
avec  raison  qu'à  cet  âge,  on  ne  peut  plus  suivre  avec 
pendant  des  heures  entières,  les  dépositions  des  té- 
lés débats  judiciaires.  Est-il  plus  facile,  au  même  âge, 
fcnÛTre  pendant  un  mois  entier,  pendant  des  journées  en- 
im,  les  calculs,  les  raisonnements  abstraits  des  sciences 
actes ,  et  étant  h  la  fois  juré  et  juge ,  de  prononcer  sur  le 
Me  relatif  et  sur  le  sort  des  candidats?  c'est  fort  douteux. 
^Ital  homme  consciencieux  arrivé  à  un  certain  âge,  qui 
'las être  forcé  par  une  impérieuse  nécessité,  accepte  de  telles 
llKlioiis,  nne  aussi  grave  responsabilité,  annonce  par  cette 
m  même,  des  facultés  qui  baissent.  La  loi  ne  de- 
nUdle  pas  garantir  les  citoyens  contre  une  telle  occurrence^ 
idk  se  présentait?  Tm. 


RECUEIL  DE  FORMULES 

Et  de  valeurt  relatives  aux  fonctions  circulaires  et 
logarithmiques. 

(Soite,  V.  p.  3S1.  ; 


}h.  mna+sin  [a+b)  +  sin  {a+^b)  +  ,  ,  ,  .s\n{a  +  nb)=z 

sin  ffl  +  2"*)  sin  -  (n+  1)  b 


â 


66.  cas  a  4*  cos  3a  4"  cos  5a  4-  ....  cos  (2n  —  î)  a  =û|^ 
j67.  cos 2a  +  cos 4a  +  cos 6a  +  .  .  .  .  cos2(it —  I)a=s0|s 

,' 

a,  b^  c  côtés  ;  A,  B»  C^  âuglcâ  respecliveiiienl  opposés.  » 

68.  sinasioB:!^  sin^  siaA  ;  en  fourni  l  âeu%  autres.  > 

69.  cusa  =  cosi?cosc  +  cosAsin6siiic  j  îd,  , 

70.  cosA  ^  —  cosB  cosC  +  cosa  sioB  sîdC  ;  îd.  <l 
71  '  sina  ginB  cotA  ^  cosa  sine — cosB  sînacosc     en  fournil  ^ 

cinq  autres,  ^ 

72.  ginAsiQZMx>ta^co8AsifiC+cos^sinAco&C;      id. 

p=^^(a  +  b  +  c);     P^i{A  +  B-hC). 

73.  8in'^ABin^sinc  =  sia(/ï— è)siQ(/? — c)i        fournit  deux 


74,  cos'- Asio^sint-  —nitipsinip — a)  ; 


autres, 
id. 


75.  tang*--A5iD/)sin(/> — a)  =  sin(/?— c)siD(/»— à);  id. 


76.  iiïr-asinBsinC=*-  cosPcosfP — ^A)ï 
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=f  n.  €Of'|aiiiiBsiiiG=cos(P— fi)eos(P— C)  ;      fournit  deux 

autre»w 
-|l-  lwig*^acoe(P— B)cos(P— C)=— cosPco8(P— A);  id. 

I  b — a       i  11 

jln.tMDg    ^-.sÎD-(A+B)  =  tang-c8iD^(B— A);  M; 

"  m.  UDg^.GOs-(A+B)=tang^ccos-(B— A)  ;  Id. 


B— A  .  r 


=»2        2' 


M.  Uug — — -.sin-(a+6)=cot.-C8in;(6— a); 


id. 


tt.  tt«ig^5i^^cos^(a+6)=cot.Jcco8^(ft— a);  id. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  118. 

WAB,  M.  DaOUXTS. 

néf0  aa  Collège  royal  miliuiros 


Si  on  élère  h  la  même  puissance  positive  les  côtés  d'un 
Mugle  rectangle,  la  somme  des  puissances  des  côtés  est 
|ios  grande  que  la  puissance  de  l'hypoténuse  lorsque  ïex^ 
fmuïi  de  cette  puissance  est  moindre  que  2,  et  moins  grande 
à  cet  exposant  surpasse  2. 

DémonsiratUm.  Soient  a^b^c  les  côtés,  a"  =  6*  +  c*  cx- 
frimpra  que  le  triangle  est  rectangle.  La  seule  puissance 
forilîFC  inrérieurc  à  2  est  1,  et  on  sait  que  a  est  <  fr  +^ 
pour  que  le  triangle  soit  possible.  D*ailleur9 

(*  -f  cy  =  6*+  c"  +  26c  =  fl>  +  26c  ^ 
doQC  (*  +  ^r>^'i    ou    6-f^>«- 


O  L»  ■ololîoot  dosprobléffles  m  tt  Ii9  dn .méma  éléfe  lont  panrtnaM ir*» 
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Soit  m  un  exposant  positif  entier  et  supérieur  à  9 ,  on  a  i^ 

comparer  a* avec  fr*+c*.  Or  a'=6»+  c';  donc  a=(6'+c^)  j'^ 

Ç  -  ?  -.-ta 

a*=  (V+O  .  Il  llMit  donc  comptrer  (6*+0  •▼«  **+«^* 

oa  bien  élafant  de  part  el  d'antre  M  carré  (6^  +  ^T  it^^ 
(»*+0'.  Eu  dévelqniani  de  part  et  d'autre,  il  TfenI        ^^ 

On  supprime  V^  +  c^  partie  commune. 
Or,  en  ne  considérant  qne  les  denx  termes  ^ 

on  a  mie  somme  sopéarienre  à  Sfr*c*;  car  cette 
«galeà 

Divisant  par  frV, 


or,  i**^  est  le  carré  de  6*^,  c"*^  est  le  carré  de  i^^.  ^ 

*••"♦  +  c**^  est  donc  >  que  Sfr'^c*^,  de  plus  m  est  au 

moins  égal  &  2;  donc  enfin  a*>  6*  +  c*. 

li 
/Vo(e.  Il  reste  à  démontrer  le  cas  où  m  est  un  nombre 

fractionnaire.  ^ 

is 

DÉMONSTRATION  i 

de  quelques  formules  d'Euler^  iéducHon  de  celles  de  Monqe. 

D'âpre!  M.Gninert ,  profetsear  à  Brandebourg.  (  Grelle,  UVlll,  p.  iis,  1832.) 


1.  Soient  Ox,  Oj^,  Oz  trois  axes  rectangulaires,  dans  le  j 
sens  des  co(n*donnés  positives  ;  Ox"  un  quatrième  axe, 


^ih  noi  porilir,  antoar  duquel  tourne  le  qvtème  dei  trob 
um  qui  TieDDent  reipecliTeiiient  dans  la  position  Ox',  oy^ 
(h^;  OD  a  éTidemment  : 

jeOjc''=afOx''=ai  jrOx'^yOx"^^;  zar"=s 0x^=17 ; 

Mit  f  l'angle  formé  par  les  plans  x"Ox^  x"Ox'  ;  ou  bien  par 
j^Qy  et  j/'Oy  5  OQ  encore  par  x"Os  et  x"0»'  ;  car  ces  trola 
aagles  sont  ^aux. 
S.  On  a ,  diaprés  les  formales  connues  : 

j:= Ax'+By+Cs'  ;  jr'=  Ax+Ay+ A"*  ; 

(!)         ^=A'x'+B'y+C'2';  y=Ba:+By+rz;         (9> 

*=A''x'+B'y+C"z'  ;         2'=Ca:+Cy+C"»  ; 
on  A=C08a-j:';     B=C08ay^'i    Cscosxs'; 

A'=cosyj:';    B=C08^/;    C'=cos:k2'; 

A''=COSm:';      B"=C08zy;      C"==C0SZ*'; 

prenons  une  longueur  positive  Ox"s=zx" ,  et  projetons-la  sur 
les  six  axes;  on  aura  : 

4rs=j:'=.a:''cosa;  jr=y=j/'c08p;  «=»'=s"casy; 

sobstltoant  ces  Talenrs  dans  les  six  équations ,  et  dlTisant  par 
x^,  a  Tient: 

C08a= AcOSo+BcOS^  GCOS7  ;  COSa = A008a4-A'C0Sp4-A*C0Sy 
C08p= A'cûS2+FC0Sp+C'C0S7  ;  C08pssBcOS2+B'COSp4-B"eOS7 
00ST»A''C0Bei4-B"00Sp+C''COS7;  GOS7=:GG0SflH4:'cOSp44r'O0S7;. 

bisons 

A'-B=/>,  A'+B=/i';      A"— C=:^,A"+C=î'; 
B"-C=r,  B"+C'=r'. 

On  tire  de  ces  six  équations  les  suirantes  : 

i»C0SP+^C0S7=0  ;   /iCOSa+rCOS7=3  0;   ^COSa+rOOSpssO; 

a(i— A)C0S«=/i'c08p+î'c0S7  ;   2(1  — B'}cospss/y'ooSa+r'coiyi 

2{!— C'')COS7=^'c0Sa+r'cOSp  ; 


-  èl6  — 

la  trigonomèLFie  sphérique  donne  : 

A=cosV-hsiii':(COSf  î  B'=cos'P+^iD'pcosÇ  ; 
G'^  cos'7-|-sm'7Cosf  j 


4 


4 


sttbstituafit  dans  les   Irois  dernières   équations ,    ellei   m  ^^i 
changent  vu  ccllcs-ei  : 

2sin*aC0Sa(t — COS9)  ^p'cO&^-tq'cOSj  ;  ^ 

2sin^pCOs3(î— C0S9)=/^'co8a+r'co97  ; 

Ssîn'Ysin^  (  I  — cos^] = q'cmx-hr'wsp  ;  | 

tirant  les  valeurs  de  p\qy^  et  faisant  attention  qn'on  a  j 

COS'a  -j-  COS'p  4-  COS'v  =  1  ; 

il  vient  -. 

f^'=2COS«C08p(t  ^ — ^cos^)  ;  ^'=2cos»coS7;t  — COS»)  ; 
r*  =  2co»3  C0S7(  t — cosç  )  ; 


Donc,  lorsqu'on  connaît  les  neuf  quantités  A,  B,  C C"; 

on  connaîtra  ^,^,7  et  aussi  <p;  ainsi  on  peut  toujours  fatro 
coïncider  un  angle  Irièdre  rectangle,  avec  un  autre  de 
même  sommet ,  au  mojen  d'une  seule  rotation  autour  d'uo 
aie^  et  ta  position  de  cet  axe  est  déterminée  par  les  angle» 
«,p  et  7  5  chercbon8/i,yjr  en  fonctions  de  ces  angles. 
3.  Les  équations  (I)  donnent  : 

,     ^[A'Bn4-jlA^'B]+z[AB'] 


où  les  crochets  représentent  des  binâmes  alternés , 
[BC]  =  B'C"-=^B"C' 

et  ainsi  des  autres;  L  est  la  résultante^  dénominateur 
commun  ;  ayant  é^ard  aux  équation»  (S) ,  on  a  les  relatiotu 
connues  : 
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[Iltr]=l-A;  [ir'C]  =  LA';  [BC7]=LA.^  [A^CJ^LB, 

[AC^=LB';  [A'C]=LB";  [A'B"]=LC;   [A"B]  =  LC'; 

•»      [AB']=LC"; 
■ûi  l'on  a  aussi  : 

A'+A^'+A^'^lj  B'+B"+B"'=l;  A"*+B'"+C'*=l  ; 
d'où  A''+B'=l— A'-B"— C'V 

Gombioanl  cette  deniière  équation  avec  celle-ci 

A'B=AB'— LC"; 
Qoendédait: 

(  A'— B)'  =p*=i+  C'"-  (A  +  BT + 2LC"  = 

=  (1  -f  C'y—  (A+By-2(1— L)C" 

(A'4-  B)'=/i"=  1  +C"*-(A-Br  +  2LC"  = 

=  (l-CT— (A-By  +  2(1-L)C"  j 

€r  : 

1— C"=8in*7  (1-cosf)  ;  A— B'  =  (sin"p— sin'a)  (I  — cosf)  ; 
d'où        (1— C)'-  (A-BV =4cos'«cos'p(l— cosf  )•  ; 

//•=  4C0S*aC0S*p(l-C08ç)'  +  2(1— L)C"  ; 

ompaTant  celle  valeur  de  p'*  avec  celle  qu'on  a  trouvée  ci- 
dcssos^  on  en  conclut  L=  1  ;  donc/i'=(l+CT-(A-f  B')*  ; 
or: 

i-fC"+A+F=  1  +cos'a+cos'Pf  cos*7+(sin*a+sin'p+8itf7)co6f = 

=  2(1+COS7); 

l+C— A— B' = 1+cos  7— cos'a— cos'p-Ksîn'7— sin'a— 8in"p)x 

C0S<p  =  2C0S  7(1— COSf)  ; 

d'où  /'':;s4cos'7sin*f  ;  /i=:±:2co978iD<pi 

et  par  conséquent 

9==p2GOSpsmr;  r=±2cosa8in^j 
nais 

A'=|(P+/^)î    B=i(p'-/.);  A"  =  l(^+î'),  C  =  î(î'-y;; 
B"=î(/^+r),  Crrr^Cr'^r), 
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canséquemmeot  l'oo  a  ; 

A  =  Siû*3tC0Sf-fC0S'a  ;  A'^ ±  COSvSlflr  +  COSaCOS^  {i  — CCMf )  ; f 
A''^^q::COSpsin!f-f  cosacosytt  — cos^p)  ;  ' 

ffss  sio'pcosg!+cos'|3  ;  B"  =±cosflisiii<p+cos|2cos>!  l^ — C09«)  ►' 
B = :5r  COS7  si û^-f  coâa  cosê  (  1  — cosf  )  ; 

C"=SÎn*7C0S?+  COS*7  ;      C  =  ±  C0S^SÎIlç+C0SaC0S7(  I  — C09f  )  i 
C':^qiC0SaSÎIl^+C0SPcOS7(t— COSf).  « 

Les  doubles  signes  sont  relatifs  à  Taxe  de  rotation  Oj'  selon 
qu'il  est  pris  dans  Taogle  dièdre ,  on  qu'on  en  prenne  Ja  I 
prolongement  dans  l'angle  opposé  ;  ces  belles  formules  sont  | 
celles  qu'EuIer  a  données  dans  le  tome  XX  des  Nouveaux  \ 
Mémoires  de  Saint-Pétershourg  ^  1775,  pour  le  mouvement  j 
de  rotation ,  cl  sar  lesquelles  M.  Jacobi  a  attiré  l'attenlion  en 
les  citant  (Crelie^  L  II,  p.  Id8),  à  cause  de  leur  élégance,  maii 
sans  en  donner  la  démonstration. 


4.  On  a  :      f +A+B'4-C"==2(1  +cost)=^M 
!+A— B'— C"=2cos'a(1— œsç)  =  N 
l_A+B^G"=2cos^p(t— cost)==P 
1— A— B'+C^  =  2cos'^7{i— cosf  ) =Q  ; 
d'on  : 


4 


2A'=p'+/i=|/PN+1/MQï  2B'^=/^+r=  V/PQ+KWfNi 
2G:=Y— g=V/FM+V/QN; 

1tB=p'^p  =  l/PN—  V'MQ;  2C'=r'--r  =  KPQ— I/MN; 

2A"=y'+^=\/QN-V/KS. 

Ces  remarquables  formules  ont  été  données  la  première  fois 
par  Monge  (V.  t  I ,  p,  504  )i  on  ne  sait  comment  il  y  est 
parvenu  ;  on  voit  qu'elles  sont  une  cooséqueiice  de  celles 
d'£ttler;  ainsi  parmi  les  neuf  quantités  A3*...C\  connaissant 
trois,  tcBes  que  A,E\C\  on  en  déduit  les  six  autres;  ce 
qui  doit  être,  puisqu'il  existe  entre  elles  les  six  équations 
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AA'+BB'4CC':sO;  AA"+BB"+CC"=0,  A'A"+B'B"+CC'=0. 

5.  M.  Gmncrt  iodiqoe  encore  la  relation  suivante  : 

f    A*— B'=B'^--C^==:C— A'''=±:4cx»aco8?cos7sinî<l--cosT). 

Tm. 


THÉORIE  ANALYTIQUE 

iê  la  fMhode  perspective  et  application  d  la  perspective 
circulaire  des  coniques. 

D'âpre!  M.  Jacobi  (Grelle,  t.  YIIl,  p.  ISS  »  issa.  ) 


Letntne» 

l.Soitx-  ^_,,,_,„,  ;  y-^_^.,_^..,i  («) 

ooendédnit<= : -;    t= ; ^i-;        (S) 

a — ùx — cjr  a  —  bx — cjr 

[P'7l  =  «,-    [=«'7"]  =  *;    [P'«"]  =  c; 

[py']  =  a';     [ayT  =  6';    [?«"]  =  «';  (3) 

00  le  crochet  indique  un  bloôme  alterné ,  par  exemple , 

[p'/]=py'-r7'; 

•t  ainsi  des  antres.  Considérant  les  éqnations  (S),  on  a  de 


-" . 


[Je»]  =  a';    \ae"]=p';     [6a"]=yi  (*) 

(c*']=."5     [ca-]»?";     [a6T=7" 
elfiisoiis  oa— £p— C7  =  aj 


OQ  a 
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Méthode  perspective. 

2.  Soient  x,  j' les  cor>rdûnoées  d'un  point  M  d'un  plan 
rapporté  à  des  axes  coordonnés  x^  j^  et  j,  f  les  coordonnées 
d'uQ  autre  point  m  situe  dans  un  autre  plan  et  rapporlé  à  des 
axes  ^,  /;  supposons  que  les  deux  points  M  et  m  sont  assu- 
jetlis  à  se  trouver  sur  une  droite  passant  par  un  point  fiie 
0,  situé  dans  Vespace  j  en  prenant  le  plan  s^t  pour  tableau  et 
le  point  0  pour  la  posi  tion  de  rœîl ,  m  sera  la  perspectiye 
de  M  ï  j  et  /  sont  évidemment  des  fonctions  de  x  et  de  ^,  et 
des  fondions  du  1  "  degré ,  puisque  OM  ne  peut  percer  le 
plan  du  tableau  qu'en  un  point  ;  donc  ces  fonctions  sont  de 
la  forme  indiquée  dans  le  lemme. 

Les  neuf  constantes  oc,  p.  ...  y  dépendent  de  la  position 
du  tableau ,  des  axes  des  5,;  sur  ce  tableau  et  de  la  position 
de  l'œil.  Une  de  ces  constantes  peut  être  prise  arbitraireineQt. 

Nous  supposons  qu'on  la  prenne  telle  que  rexpression  e 
devienne  égale  à  Tunité. 

3.  Problème,  Les  constantes  a^p.  ,  .  .  ,  j*  étant  données > 
trouver  la  position  de  lœû ,  celle  du  tableau ,  celle  des  axes 
5/ dans  ce  tableau? 

Solution.  Construisons  les  droites 

soit  A  leur  point  dlntersection  et  P  la  perspective  de  A  ;  il 
est  évident  que  ce  point  P  est  rorigine  des  #,  r;  puisque 

Ciinslruîsons  les  droites  bX'^-cy=a^  y'jr+c^y— <ï"î  soil 
Aie  point  d'intersection,  la  perspective  de  A'  est  à  l'infini  ;  ou 
la  droite  OA'  est  parallèle  à  l'axe  des  s  i  construisant  de  même 
les  droites  bx+cjy'^a^    b'x  +  if  y  =^  n'  ;  la  perspective  du 


j 
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i  A"d'inleneclion  est  h  riofloi  et  la  droite  OA"  est  pa- 
rdlde  avec  l'axe  des  i  ;  le  triangle  AA'A''  est  complètement 
Merminé  ;  les  coordonnées  de 

3        7 

A  sont   -,    -, 

a       a 

A  sont  £^^,  ^7, 

a        a 
A"  sont  ^„  Jj, 

le  plan  OA'A"  est  parallèle  à  celui  da  tableau  ;  et  si  l'angle 
4n  1,/  est  droit,  il  s'ensuit  que  le  point  O  est  sur  une  sphère 
dècrjte  sur  A'A''  comme  dîamèlrc. 

Le  plan  du  tableau ,  celui  des  s,  i  coupe  celui  des  Xj  y 
SDÎTant  une  droite  parallèle  à  A  A"  ;  donc  i'èquation  de  cette 
droite  sur  le  plan  xy  est  a — bx—cy^d;  Téquation  de  cette 
même  droite  sur  le  tableau ,  en  remplaçant  x,  y  par  leurs 

valeurs,  est        £/(«  — as— a'/)  =  c  =  i  ; 

cette  droite  coupe  les  axes  5  et  r  en  deux  points  B  et  fi'  ;  et 
le  triangle  PfiB'  est  semblable  au  triangle  OAA'  ;  mais 

PBT-»^-*.   PB"-*^-*.  î^'-fL-?^. 

abaissons  de  O  une  perpendiculaire  OA"  sur  A'A";  l'angle 
en  O  étant  droit,  on  a  : 

A'A'"""ÔÂ'*  ""«'•* 

On  a  trouvé  ci-dessus  les  coordonnées  de  A' et  de  A''  ;  donc 
ks  coordonnées  de  A'''  sont  : 


d'où,  en  prenant  rcctangulairement  les  axes  x^, 


A'A"''  = 


iai 


.'(»'•+«"•) 


|/A'  +  c*î 


a   (ï    -=H  Dt    J 


A^A"= 


V^^H-c" 


OA"'^ 


|/6*+c' 


donc  le  point  0  est  sur  «q  cercle  doEt  on  connaît  le  centra 
A*'\  dont  le  plan  est  perpcndktilaire  à  A' A''  et  dont  le  rajon 
OA'''  est  connu. 

Le  poînl  B*  est  sur  la  droite  A  A'  cl  snr  la  droite  BW  ;  ses 
coordonnées  sont  connues  par  les  équations 

b''x+cy=a^'  et  bjc+cjr^a^d^ 

d'où  Ton  déduit  pour  les  coordonnées  de  B': 

et  de  même  pour  les  coordonnées  de  B", 


d'où 
B'B''= 


zd-^i  I 


et  de  là 


ainsi  là  droite  dHnlersection  B'B'du  plan  du  tableau  avec  le 
plan  xy  est  complètement  détermioée  ;  mais  Tindînaison  dii 
plan  cia  tableau  reste  arbitraire  et  ne  dépend  pas  des  neuf 
quantités  a,  p....  /'  ;  et  la  position  de  Fœil  n'est  pas  non  plus 
compléteroeol  déterminée;  il  suffit  qu1l  se  trouve  sur  une 
circonférence  déler minée,  mais  la  position  O  de  TcEil  étant 
donnée,  on  a  aussi  Finclinaison  du  plan  du  tableau;  puisque 
le  plan  est  parallèle  an  plan  O  A' A", 


^ 


Li  «MeniiiiatkMi  des  pointa  A,  A',  A"  exige  six  données  î 
do  point  A'"  snr  la  droite  A',  A",  exige  une  septième,  et 
le  rayon  OA'"  onc  hailième  parmi  les  neuf  quantité» 
H^...  y"\  et  Ton  a  de  plus  la  a)nditiOD  6=  1 . 

Ayant  de  passer  aux  coniques ,  il  faut  expliquer  quelques 
Imnes  qae  M.  Poncelet  a  introduits  dans  la  science. 

Sécantes  et  cordes  idéales. 

4.  Deux  courbes  algébriques  situées  dans  le  même  plan , 
fane  da  degré  m  et  l'autre  du  degré  n ,  se  coupent  en  mn 
points,  déterminés  chacun  par  deux  coordonnées;  supposons 
qu'il  y  ait  r  points  réels  et  2s  points  imaginaires  ;  de  sorte 
qa'on  a  mn=r-f-25,-  soient  j/,y  et  x",y  les  coordonnées 
de  deax  de  ces  points  ;  la  sécante  qui  passe  par  ces  points  a 
pour  équation^  (x^—x")+x  W^—y)=^x'y"—y'jd'\  le  carré 
de  la  corde  interceptée  a  pour  longueur  (j:'--j:")*+(^'— y )' 

et  les  coordonnées  du  milieu  de  la  corde  sont  -  (•r'  -f-  «zr"), 

-(y-[-j^");  en  combinant  ensemble  deux  points,  coor- 
données réelles,  ces  trois  expressions  sont  réelles;  on  a  donc 
-^ '  sécantes  réelles ,  autant  de  cordes  et  autant  de  points 

milîeax  ;  en  combinant  un  point  réel  avec  un  point  imagi- 
naire ,  les  trois  expressions  deviennent  imaginaires  ;  on  a 
donc  ârs  sécantes  imaginaires  autant  de  cordes  et  de  points 
milieax;  combinons  les  points  imaginaires  ;  soient 

on  i  =  J/— i; 

l'équation  de  la  sécante  prend  la  forme 

K  (a-  «')  4-  X  (7  —  7)  +  P^-  P'*+  «7  -  «7'= 


lorsque  les  racines  sont  coDJU2riiée5,alorB  3=a',7s=7',ô= — p^, 
i^  —  i*,  et  l'équalioE  se  rédoil  à  Pj  — ^^=^7  —  a<î  droite 
réelle  ;  et  comme  elle  a  une  môme  origine  analytique  que  \ts 
sécantes  réelles,  IVL  Poncelei  Ta  nommôc  sécante  idéale,  mais 
donl  l'existence  est  récHc;  on  auraîl  pcul-élre pu  la  désigner 
sous  le  nom  de  séontc  commune  analytique^  pour  la  dislin-  * 
guer  d'une  sécante  géométrique  ;  il  cxislcdonc  en  Ire  les  dctii    ^ 
courbes  j sécantes  communes  analytiques  \  el  les  autres  poinis    ' 
imaginaires  donnent  encore  2s  (s  —  t)  sécantes  imaginaires { 

ainsi€nrécapilulantona,r  — —  sécantes  réeilu;  5  sécantes 

idéales  cl  2s[r~^$ — f  )  sécantes  imaginaire». 
L'expression  analytique  de  la  corde  est 

(a'-  a)'+  W—yT  +  i  [2  («^aO  (P~r)  +  2(7  -7')  (*-^') 

-(P-PT 

Pour  les  racines  conjuguées  celte  expression  se  rédnîl  h 
—  4  (I*  +  ê*]  ;  on  la  nomme  pour  la  raérac  raison  donnée  ci- 
dessus,  carr^  de  la  corde  idéale ^  il  est  essenliellement  né- 
gatif el  1^^*  +  '^  est  ce  qu'on  nomme  la  moitié  de  lacord 
idéale;  les  points  milteux  des  cordes  idéales,  sont  réels  et 
ont  pour  coordonnés  a  et  7. 

II  est  utile  de  remarquer  que  le  point  déterminé  par  les 
coordonnées 

est  réel  et  en  général  un  point  est  réel  lorsque  ses  coordon- 
nées sont  des  ronctions  symétriques  d'intersections  imaginaires 
conjuguées }  de  là  on  conclut  que  la  projection  conique 
d'une  sécante  idéale  est  la  sécante  idéale  des  deux  projec- 
tions. 
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I  est  bien  entendu  qu'il  peat  y  avoir  des  sécantes  idéales 
I,  iriples^  etc.,  c'est-à-dire  des  tangentes  communet 
,  des  oscolations  de  divers  degrés  idéales ^  etc.,  selon 
fÊt  réqoation  en  mn  a  des  racines  imaginaires  doubles, 
triples,  #tc. 

Poar  deux  coniques  on  peut  avoir  : 
r=  4  ;     f  =  0  ;  alors  il  y  a  six  sécantes  communes  réelles, 
p=2  ;     '  =  1  ;  une  sécante  réelle  ;  une  sécante  idéale;  qua- 
tre sécantes  imaginaires. 
r=  0  ;      5=2  ;point  de  sécante  réelle;  deux  sécantes  idéales  ; 
quatre  sécantes  imaginaires. 
Ob§ervaiion.  Si  une  des  deux  lignes  qui  sont  dans  un  même 

pbn  est  «ne  droite,  les sécantes  réelles  et  les  5  se- 

cantes  idéales  se  réduisent  évidemment  à  une  seule  droite  ; 

Hr — 1) 

nais  il  ▼  a  --^ ^cordes  réelles  et  s  cordes  idéales  et  autant 

2 

de  points  milieux  de  cordes  idéales. 

Perspective  circulaire  des  coniques, 

5.  Problême.  Étant  donnée  une  conique  la  projeter  per- 
ipectivement  de  manière  que  la  perspective  devienne  un 
cercle. 

Soluiion.  Soit  A^ +  Bx^-}-Ca'+D^+E'x+F  =  0, 
réqoation  de  la  conique,:  menons  dans  son  plan  une  droite  qui 
ne  la  rencontre  pas  ;  soit  a—bx'-cyzzzO^  Téquation  de  cette 
droite,  il  suffit  que /^*— 2  ^c/i+/c*+wia"—2rt^it'—2rtc^<0. 
{f^oyext.  II,p.  108.) 

Les  coordonnés  des  points  d'intersection ,  sont  imaginaires 
et  l'on  aura  • 

^-P'+'P"  ..-V+*7" 

a — IX  a — la 

AHSI.DBMiTVtM.  V.  28 
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On  prend  arbilratremcnt  les  six  quantités  a', a",  p',  p", -/'.y'', 

I  qui  serunl  dunnées  en  fonctioa  des  coefTtcienls  de  l'équation 

de  la  conique  et  de  a ,  d,  c; 

d'ailleurs  a  =  [py'] 

l' =  [-''/'}  • 

le  point  milieu  do  la  corde  idéale  a  pour  coordoniiées 
et  la  moitié  de  la  corde  idéale  est 


Substituant  les  valeurs  de  x'  et  de  y  ou  de  Jt'\  y\  dans  Vé- 
quation  de  la  conique  et  égalant  séparément  à  zéro  la  partie 
réelle  et  la  partie  aCCeclée  de  i^  on  obUent  : 

+E(a'p"+pV')  =  0.  (2) 

BonnoDs  mainteDant  aux  six  quantités  a ,  p,  ....  7"  la 

même  signiiication  que  dans  le  problème  3  ;  ou  a  : 


p  —  ^*s^fi 


y  —  ys—y  i 


a  —  a  5  —  a  / 

Sabsliluant  cos  valeurs  dans  TéquatiOD  de  la  conique  on 
aura  réqualîou  de  sa  perspective  sur  le  plan  de  j,  t  où  nous 
supposons  les  axes  rectangulaires  ;  pour  que  cette  perspeclîve 
devienne  un  cercle,  il  faut  écrire  les  relalions  connues^  savoir 
que  le  coelîicient  des'  sott  égal  à  celui  i^  et  que  le  coeOicienl  de 
5;  soit  nul  ;  ce  qui  donne  précisément  les  relations  (1)  et  {%}  ; 
la  droite  désignée  par  A^A'  est  celle  qui  a  pour  équation 
a  — bjc  —  cy  =.0  ■ 


^ 
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€tA  la  téçuile  idéale ,  et  qui  se  projette  perspeclifeneDl  à 
llofiiii  ;  les  coordonnées  du  point  miliea  de  la  corde  idéale, 
ce  sont  celles  da  point  A"';  et  la  moitié  de  la  corde  idéale  est 
le  rayon  da  cercle  sur  lequel  se  trouve  Toeil  0.  Ainsi  pour 
que  la  conique  projetée  devienne  un  cercle ,  on  mène  une 
sécante  idéale;  on  détermine  le  milieu  et  la  grandeur  de  la 
demi-corde  idéale  ;  par  ce  milieu ,  on  mène  un  plan  per- 
pendîcalalrement  à  la  sécante  idéale  ;  et  dans  ce  plan ,  du 
même  point  milieu  comme  centre ,  et  d'un  rayon  égal  à  la 
demi-corde  idéale,  on  décrit  une  circonférence,  sur  laquelle 
00  prend  un  point  quelconque  pour  position  de  l'œil  ;  en 
prenant  pour  tableau  un  plan  parallèle  à  celui  qui  passe  par 
rœil  et  la  sécante  idéale,  la  perspective  de  la  conique  sera 
an  cercle  sur  ce  tableau. 

Problème.  Deux  coniques  étant  situées  dans  le  même  plan , 
les  projeter  de  manière  à  ce  que  leurs  perspectives  devien- 
Mat  des  cercles  ? 

Solution.  Si  les  coniques  se  coupent  en  quatre  points, elles 
n'ont  pas  de  corde  idéale  commune  et  le  problème  est  évi- 
demment impossible  ;  puisque  les  deux  cercles  perspectifs 
ne  peuvent  se  couper  qu'en  deux  points.  Il  faut  donc  que 
les  deux  coniques  se  coupent ,  aient  seulement  deux  points 
oa  aucun  point  en  commun.  Alors  elles  ont  au  moins  une 
corde  idéale  en  commun  (4);  on  résout  le  problème  par 
rapport  à  l'une  de  ces  coniques  et  cette  droite  comme  pié- 
cédémment  (5)  ;  et  la  seconde  conique  se  projettera  aussi  sui- 
vant nn  cercle. 


Bmmarqm.  On  ne  peut  construire  la  sécante  idéale 
mnne  §àoméÈnqmmmt^  que  lorsque  réqoalion  du  quatrième 
degré  résultat  de  l'élimination  entre  les  équations  de  deux 
cooiqnes  se  décompose  en  deux  facteurs  rationnels  du  second 
degré  {Foir  Durvîlle ,  t.  IV,  p.  338  ).  Mais  les  perspectives 
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cycliques  d€i  deux  coDiqueis  sont  toujours  analjtiquemenl 
possibles.  ^ 

Si  Fou  a  B  =  D;^E=0;  Véquation  de  la  conique  Aj'*-f 
Cjt'+F^O  est  rapportée  à  des  diamètres  conjugués;  fai- 
sons c=0;  alors  la  sécante  idéale  est  parallèle  à  Taxe  des^^ 


«'^1,  a'^^0,  p'.=^^  p"^o,  '/=ù,  /= 


l/AFZ^"-f  ACa" 


Les  coordonnées  du  point  milieu  de  la  corde  idéale  sont 

f=T  et  Oj  dooc  ce  point  milieu  est  rintersection  de  la 
âécâute  idéale  avec  Taxe  des  x. 

La  corde  idéale  se  réduit  à  y\  ou  à  la  valeur  que  prend 

a  \ 

y  CD  substituant  y  dans  Téqualion  A  y— Cor"— F=0  ;  ce  qui    | 

donne  la  coostrocllon  suivante  ;  on  mène  un  diamètre  pa-  \ 
ralIÉle  à  la  décante  idéale ,  le  point  dlnlersection  de  celte  I 
sécante  avec  le  diamètre  conjugué  est  le  point  milieu  de  la 
corde  idéale ,  et  construisant  avec  les  mêmes  diamètres  con- 
jugués une  hyperbole,  si  la  conique  donnée  est  une  ellipse  et 
«Mre  vtT%à  ;  la  moitié  de  la  corde  interceptée  est  la  grandeur 
de  la  corde  idéale,  et  pour  trouver  la  corde  commune  idéale 
de  deux  coniques  il  faut  recourir  à  la  conique  auxiliaire  dite 
Hm  de  centre  {F^oifez  l,  IV,  p.  480).  Telles  sont  les  constriic- 
tiens  dont  se  sert  M.  Poncelet ,  qui  a  créé  la  théorie  géo- 
métrique des  sécantes  idéales  (Prop,  projecHves^  p*  60).  Dans 
le  mémoire  que  nous  extrayons,  M,  Jacohi  a  donné  transitoi- 
rêmeni  la  théorie  analytique  de  ce^^  êécanies  le  but  principal 
est  de  réduire  T intégration  de  la  traction  dilTérentielle 

de 


^ 


f 
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à  «ae  Intégration  de  la  fraction  différentielle 

dz 

Kl— Mcosz' 

après  aT<Mr  employé  d'admirables  transformations  analy- 
tiques, rUlnstrc  analyste  fait  voir  qu'on  atteint  directement 
ce  bat ,  en  faisant  usage  du  problème  de  perspective  qn'on 
fient  de  lire.  A  cette  occasion  il  dit  :  «  Neque  consensus  ille 

>  qosestionis  geometriœ  et  analyticœ  tam  singniaris  videri 

•  débet.  Nam  cum  certis  quibusdam  conCgurationibus  cerlai 
»  ezpressiones  analyticœ  respondeant,  ubi  per  projectionem 
«  »Te  alind  qnod  libet  instrumentum  geometricum  configu- 

•  ralionem  datam  ad  simpliciorera  vel  magis  regnlarem  re- 
«  Tocas,  sîmul  eipressiones  analyticas,  quibus  conOgnratîo 
«  eootinetar,persubstitntionesidoneas,qQœinstrumcnti  geo- 

•  metrid  locum  tcnent,  in  simpliciores  transformatas  habere 

•  dd>e8.  E  qna  observatione  hand  rarô  ab  elcmentis  geome- 

>  trids  ad  graviorcs  quœstioncs  analyticas  transitum  petere 

•  lioet ,  qnalem  anteccdentibus  indigitavimus.  »  (  Crelle , 
t  Ylil,  p.  337).  Delà  la  nécessité,  même  pour  les  progrès 
ie  l'analyse,  de  cultiver  surtout  la  géométrie  contemporaine 


SOLUTIONS  ARITHMÉTIQUES 
dm  principales  questions  relatives  aux  logarithmes  C"). 

PAR  M.  GUXIiMISr  , 

Ancien  élève  de  l'École  normale. 

1 .  Lbmmb.  Les  puissances  successives  d'un  nombre  A ,  plus 


n  Oooique  cet  soluUoni  loient  connues ,  J'ai  pensé  qu'il  ne  serait  pas  inu- 
ilcaix  étères  des  Cours  d'élémentaires,  de  les  trouver  réunies  dans  re  recueil. 
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grand  que  f ,  vont  en  augmentant  avec  V  exposant^  H  on 
toujours  trouver  une  puissance  de  A  plus  grande  quun 
nombre  donné  H»  si  grand  que  soit  H. 

Supposons  Â  ==  1  4^  a.  Les  puîssaûces  de  Â  forment  uM<i 
progresi^ioQ  géométrique , 

(l+a),{l+«r,    (l  +  aP (i+«r 

Désignons  par  £,  Tun  quelconque  des  termes  de  celle  pro- 
gression j  le  terme  qui  suivra  t^  sera  £(l+a)=zf-f"^*T  J^ 
conclus  de  là  que  les  termes  de  la  firogression ,  ou  bien  les 
puissances  de  H,  youI  en  croissant.  Le  premier  terme  étant 
plus  grand  que  I ,  tous  les  autres  le  sont;  £  étant  plus  grand  i 
que  I ,  tût  est  plus  grand  que  «^  l'accroisseoient  d'an  terme 
h  t'aulre  est  donc  plus  grand  que  :<.  Le  premier  terme  étant 
I  +  a^  le  deuiLiéme  est  plus  grand  que  (t  +  «)  +  a,  ou  l  +  âa  ; 
le  troisième  plus  grand  que  (l+2a£)4*a;  ou  1+3^;  le  quatrième 
plus  grand  que  lH-4-«;  . .  .  le  m"^"*,  c  est-à-dire  (l  +  tt)*:=A* 
est  plus  grand  que  l  +  ;«a.  Si  donc  on  veut  avoir  A*  ou 
(1  -}-  a)**  >  H  ,  il  suffira  de  cboisir  /;i,  tel  que  Ton  ait  : 

f  -|-  ma  >  H  ,  ou  mx  >  H— f , 


M 


IJ  s 

c'est-à-dire  nt  > -^  ce  qui  est  toujours  possible ,  puis- 
ci 

qu'il  y  a  des  nombres  entiers  plus  grands  que  tout  nombre 

donné. 

3.  Lemme.  Les  puissances  d'un  nombre  a^  moindre  que  1  » 
diminuent  quand  i' exposant  augmente  ^  et  on  peut  toujours 
concevoir  une  puissance  a"  de  a,  moindre  qu'un  nombre 
donné  h,  si  petit  que  soit  h. 

Ce  nombre  h  doit  être  moindre  que  1  ,  sans  quoi  on  au- 
rait immédiatement  ei<ih.  Considérons  le  nombre  A  tel  que 
fl  X  A  "  I .  Ce  nombre  A  est  plus  grand  que  1  ;  car  si  A  était 
^al  à  1 ,  on  aurait  aussi  a  =  l ,  ce  qui  n>st  pas,  Si  A  était 


J 
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qoe  i ,  c'est-à-dire  si  on  avait  A=l— « ,  on  anrait 
■XA  iMil=Ec«(i  — ft)s=a— âa,  égalité  contradictoire  avec 
ilKjfoaiéae  it<1.  L'égalité  a  x  A  conduit  à  celle-ci  : 

oT  XA"'  =  1. 

En  Terta  de  notre  première  proposition  A**  croit  avec  m , 
donc  alors  a*  doit  décroître.  Nous  yoalons  tronver  nne 
{Nûssanoe  oT  nooindre  que  h.  Considérons  an  nomlnre  H,  td 
fM  h  X  Hs::!  ;  le  nombre  H  est  plus  grand  que  1.  Nous 

aTons  simultanément  a**  =  7^ ,  et  ^  =  —  ;  donc ,  Tin^alité 

a*<&,  équiraut  à  celle-ci  ^  r-^  <  ir  ;  on  vérifiera  cette 

A  11 

ioégaHlé  en  choisissant  m ,  tel  que  Ton  ait  A** > H,  ce  qui 

est  toujours  possible ,  en  vertu  de  notre  première  proposi- 

tiOD,  puisque  A  est  un  nombre  plus  grand  que  1. 

Arrivons  maintenant  aux  logarithmes. 

3.  Dans  le  tystême  des  logarithmes  vulgaires ,  t7  n'y  a  qiu 
les  puissances  de  iO  qui  aient  des  logarithmes  commensu- 
râbles. 

Supposons,  en  effet ,  qu'on  nombre  donné  A  ait  m  logt^ 

rithme  commensurable  — .  Posons  régalitc,  log  A=:  — ;  nous 
n  il 

eo  déduisons  n log«A  ^  m.  Mais  n  ei  m  étant  entiers,  nous- 
avons  n  log  A  =:  log  A";  m  =  log  10**  ;  notre  dernière  éga- 
lité revient  donc  à  celle-ci  log  A**  =  log  10**.  Mais  d'après  la 
déOnitioB  même  des  logarithmes,  deux  nombres  différents 
ne  sauraient  avoir  le  même  logarithme  dans  un  système 
donné;  donc  A*^  =  10**.  D'après  cette  égalité  ,  A  doit  avoir 
les  mêmes  facteurs  premiers  2,5,  que  10.  Soit  A  ==  2«  5/^  ; 
alors  A*=2«»5.«*i  mais  10"'=2'".5"'.  L'égalité,  A''=10"',  se 
remtinH^hl  parcelle-ci  :  2«*5/^=2"*.5*',on  en  conclutaTi^sm 
et  pu  =  /7i ,  ou  «=  fi.  Par  conséquent  A  =  2«  5«  =  10*.  A 
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élaiit  une  puiiisaDcc  de  10,  notre  propo^iUon  est  défBODiréep 
4.  Le  mérae  raison  noiBenl  s'appliquera  pour  trouver  la 
c07idiiions  nécessaires  et  suffi  sautes  pour  quun  nombre  dminé  A 
ait  un  iogarilhme  commensurable  dans  un  système  dont  lu  hou 
est  un  nombre  donné  h, 

PûfiOQs  toujours  log  A  =  "  ;  d'où  n  Jog  A^=m.  Nous  avons 

R  log  A  =  !og  A"  ,  et  /r*  =  log  ^" ,  puisque  log  b  =  î.  L'éga- 
lité n  log  A^  m  équivaut  donc  toujours  h  celle-ci  log  A"  = 
log  ^'^,  d'où  l'oQ  conclut  A**  ^  ^"*.  D'après  celte  dernière 
égalité  j  on  voit  que  chaqne  facteur  premier  de  A  doit  exister 
dans  ù^  et  réciproquemeul.  Si  donc  b^a^cvd^  on  doit  avair 
A.  =  a*'c'/d^\  De  plus  à  cause  de  l'égalité  A^^i»** ,  on  doîl 
avoir  a^^cfit'^ d^'^=  a*^c7^ d^.  Ces  deux  produits  de  (ac- 
teurs premiers  ayant  même  valeur,  on  doit  avoir  : 


a  A  =  a/TJ,  d  ou  -  ^  —  ,  yn  ^=ym  ,  d  OU  -  ^= 


m 
n 


u*         y*         ^ 

On  conclut  de  ces  égalités  :  —  =  -  ^s^  =^. 

X  y  Q 

yiinsî  donc  j  pour  qu'un  nombre  donné  A  ait  un  logarithme 
commenmtrable  dam  un  syntéme  donné ,  dont  la  base  est  un 
nombre  entier  h,  il  faut,  1*  que  A  renferme  les  mêmes  facteurs 
premiers  que  b,  et  pas  d'autres;  2°  que  les  exposants  respectifs 
de  ces  facteurs  premiers  dans  A  et  dam  h  soietit  proportionneh 
entre  eux. 

Ces  conditions  nécessaires  sont  suffimntes.  En  effet ,  si  nous 
avons  mmultanément  ^s=  a»  c/  d"^"  et  A  =^  a'^'c/d^  ^  pais 

—  =  -  =:=  Y  >  ïc  nombre  A  aura  un  logarithme  commcnstt- 

tf  7  0 


■ 
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un  tjttëme  ayant  pour  base  b.  En  eflEet ,  élevont 
i  à  la  paisaance  a'  et  A  à  la  puissance  a ,  nous  aurons  : 

Arf  =  «««'  cv* do"^'    et    A«  =  a«'«  c-/*  d^». 

On  Toit  Tacilement  que  i>*'  =  A«.  En  effet  v^i'  =7  *,  en  verla 

a'       7' 
4e  l'égalité  -  =  -;  puis  oa    =  â'jc,  en  vertu  de  Tégalité 

«         7 

«    y 

-=7.  Puisque  A«  =  b»' ,  log  A*  =  log  b*' ,  d'où 

t 

etlogAr=a'  logÔr=a,  et  logA  =-; 

a 

jnslement  le  rapport  entre  Toxposanl  d*un  facteur  premier 
4e  A ,  el  l'exposant  du  même  facteur  premier  dans  b. 

On  ferait  une  démonstration  analogue  pour  le  cas  où  b  se- 
rait UD  nombre  fractionnaire. 

5.  Puisque  dans  notre  système,  tout  nombre  qui  n'est  pas 
une  puissance  de  10  «  n'a  pas  pour  logarithme  un  nombre 
commensarable ,  qu'entend-on  par  logarithme  d'un  pareil 
nombre,  qu'est-ce  que  le  logarithme  de  367  par  exemple? 
Ccst  ce  que  je  vais  essayer  d'expliquer. 

Considérons  la  progression  géométrique  formée  par  les  puis- 
lances  de  la  base  10  de  notre  système  de  numération ,  savoir  : 

(I)  TT  1  :  10  :  100  :  1000  :  10000 

Que/  que  soit  te  nombre  m  de  moyens  géométriques  que  l'on  tn- 
sère  entre  les  termes  de  cette  progression ,  pris  2  à  2,  t7  n'ar- 
rivera jamais  que  367  fasse  partie  de  la  progression  obtenue  y 
en  eflct  si  on  insérait  le  même  nombre  de  moyens  entre  les 
termes  d'une  progression  arithmétique ,  telle  que  celle-ci  : 

^0.  1.2.3.4.  5.  6 

les  deux  nouvelles  progressions  obtenues  formeraient  un 
système  de  logarithmes  de  base  10,  dans  lequel  367  aurait  un 
logarilhmc  commensurablo ,  s'il  était  un  des  termes  de  la 
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pFogreâsiou  géométrique.  D'ailleurs  rien  de  plus  simple  quit(i^ 
lie  démonlrer  directement  celle  proposition  f). 

On  peut  insé'er  ^ntre  les  termes  de  la progre&nofi  (I),  rfei 
moyens  géométriques  en  nombre  tel^  qu'un  nombre  dofmé     i 
quelconque  367  par  exemple^  puisse  étre^  sans  erreur  appré^ 
ciable^  considéré  comme  égal  à  un  de$  termes  de  la  nouveik  ^m 
progression.  ^^ 

Appelons  q  la  raison  de  la  nouvelle  progression,  et  m  le  J 

nombre  des  moyens  à  insérer.  Nous  devons  avoir  q^\/iQ,  ' 
La  nouvelle  progression  sera  ainsi  composée  :  ^^ 

(2)  \:q:q^:q^:q\..,q^....  ^' 

q  est  plus  grand  que  1,  puisque  q'^'^'  doit  être  égal  à  10.  . 
Les  termes  de  la  progression  (2)  croissant  ludéûnimeni  à  ^ 
partir  de  i  (lemme  1"),  nous  pouvons  regarder  S67  comme  i 
compris  entre  deux  termes  consécuUrs  de  cette  progression  ^  1 
que  nous  désignerons  par  /  et  tq.  Kons  avons  t  <  367  <C  'y* 
Dès  lors  si  nous  prouvons  qu'on  peat  insérer  des  moyens  en 
nombre  tel,  que  la  difTérencc  entre  t  ^itq  soit  moindre  qii*iin 
nombre  donné  ^,  aussi  petit  que  Ton  voudra,  nous  aurons 
démontré  notre  proposition.  Car  Terreur  commise  en  regar- 
dant 367  comme  égal  à  t ,  c'est-à-dire  la  différence  367—/, 
sera  moindre  quel.  Or,  iq~t^t{q — i),  Nous  voulons  avoir 
tq—i^  ou  tlq-^iXjS,  Si  nous  détermifionsg  par  la  condition 
que  Ton  ait  367  (7^1X<î,  à  fortiori  aura-t-on,  i  [q — tX^, 
puisque  t  est  moindre  que  367;  maison  aura  367 (^ — lX<î^ 

a!  on  a  y  — 1<  — - ,  ou  bien  q  <t-\-  rrr-  Mettons,  aa  lieu 
367  obi 

de  q,  la  valeur  égale  k^^  nous  devons  avoir  Kl  0<;i  *f 


I 


367 


(*)  La  râiflon  q  Ue  U  nouvêlk  pr«gre»$ioii  trst  yne  ccrumc  rtciiic  <te  it , 

^— l/ïô.  Supposons  ^91  <— fl**,  «lor»  367— J/io**;  rf'«"  s«T"'+*— iO";  e# 
f|iii  riigt^rAil  que  3^7  fût  iiiir  puis>sinre  de  10, 
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Bmm  les  àaax  DMmtoes  de  cette  inégalité  h  la  palssaneen»  ; 
tCuit  «t  il  snflBtqaemsoit  tel  que  Ton  ait  1^<(  1+^  )     • 

Or  OD  peot  toujours  choisir  m ,  tel  que  (  ^  +  ^  )      soit 

plas  grand  que  10  (lemme  1").  La  dernière  inégalilé  étant 
férifiée,  toutes  les  autres  le  sont. 

Le  raisonnement  précédent  peut  se  faire  pour  un  nombre 
dooné  quelconque  A,  S  étant  aussi  petit  que  Ton  voudra. 
Tonte  la  différence  consistera  dans  le  plus  ou  moins  grand 
■ombre  de  moyens  à  insérer,  suivant  les  grandeurs  de  A  et 

Gomme  il  ne  peut  être  question  d'appliquer  la  ttiéorie  des 
logarithmes  qu'à  des  nombres  de  grandeurs  finies,  on  peut, 
é  la  Umite^  en  supposant  le  nombre  m  des  moyens,  extréme- 
■ent  grand,  regarder  comme  remplies  toutes  les  conditions 
ssnblablcB  à  la  précédente ,  et  tous  les  nombres  plus  grands 
fM  1 9  comme  faisant  partie  d'une  progression  telle  que  (S), 
dépendant  d'une  progression  telle  que  (1).  11  ne  saurait  ré- 
soller  de  cette  supposition  aucune  erreur  appréciable. 

6.  SI  maintenant  nous  regardons  la  progression  (1  ),  comme 
faisant  partie  d'un  système  de  logarithmes  ^  de  celui-ci ,  par 
exemple, 

(a)                Tvi:io:ioo:iooo:ioooo — , 
iO.  1.    2.     3.       4 


ponrons  concevoir  qu'en  même  temps  qu'on  insère 
atre  les  termes  de  la  progression  géométrique ,  pris  2  à  S, 
le  nombre  m  de  moyens  géométriques ,  indiqué  plus  haut , 
on  insère  le  même  nombre  de  moyens  arithmétiques  entre 
hi  termes  de  k  progression  arithmétique.  Gela  fait,  on  aura 
on  système  de  logarithmes  plus  étendu ,  dans  lequel  tous  les 
nombres  plus  grands  que  I  pourront  être  considérés  comme 
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ayanl  des  logarithmes ,  paisqoc  nous  les  regarderons  comi 

égaux  respect! vement  aux  différents  Icrtnesde  la  progressioa 
géométrique,  Log^  367,  esf  le  ttrme  de  la  progression  ariih' 
jnétique  correspondant  au  terme  de  la  progression  géométrique 
auquel  on  suppose  367^  égal  à  la  limite. 

Généralement ,  étant  donné  un  système  quelconque ,  tel 
que  («) , 

on  lui  substitue  par  la  pensée  un  système  ptu»  complet ,  tel 
que  celui  que  nous  venons  d'indiquer.  C'est  dans  ce  système 
complet,  dépendant  du  système  donné  [%'),  qu'on  dit  que  tout 
nombre  a  un  logarillime  (*)* 

Tout  ce  que  nous  venons  de  démontrer  s'étend  aux  nombres 
plus  petits  que  1. 

En  efTet»  si  on  étend  le  système  (»),  comme  d'habitude, 

au-dessous  de  Funité,  on  pourra  répéter  pour  un  nombre 

3 
quelconque  moindre  que  1 ,  pour  j-  ,  par  exemple ,  tout  ce 

47 

qui  a  été  dit  pour  367.  En  effet ,  dans  ta  progression  indéûiite 
1  1       f      I       f      I 

q  î        ^*      ^       î        ^  XIX 


m 

À 

i 
5 


nSi  on  veut  dèanirbieiiri(!Oiir«uftemBnllO(t3ftT,on  éiablira  la  proposiiion  ml- 
VATtlc:  supposons  qu'on  Infère  un  iDoyeii  entre  les  lerrapâ.,  pris  2  À  2,  dans  lesdeui 
propressions  (k)  ,  puis  une  aulre  fois  O*— i)  mojrens^  puis  (as— i)  moyens,  puif 
{u^^lj  moyens,  elc.  *  .  .  qu^on  prenne  abaque  fois  le  terme  de  la  progreBSion 
féomélriqiie  immedijitemenl  inférieur  h  3&7  t  et  le  lerme  torrvspondant  de  la 
progression  ariibmétique,  pour  former  lieui  suites,  Les  nombres  do  lé  pr«> 
mièro  qui  ne  peuvmt  diminuer,  ont  pour  limHe  SOTi  et  !es  nombres  de  la 
deuiieime  qoi  amii  Tes  logarithmes,  de»  premiers,  sont  dans  lo  mèine  eai, 
«t  ont  une  limite  qui  est  le  log  de  3fiT.  Nolis  laissons  i  faire  fa  déroonsiralion , 
aussi  simple  qu<2  tout  ce  qui  précède.  Il  y  a  une  inHnilé  de  manière  d'arriver  à 
ces  timïies.  La  précédente  n'est  qu'un  eas  particulier  de  celle-ci  i  au  lieu 
d'insérer  l»  a'-i»  Q' — i  »  î*— l  moyens,  on  peut  en  insérer  m,  m  (2*— Jl» 
m  (a>-Of  ...  Ml  (2*  — 0»  m  tuai  mi  nombre  arbitraire  flie»  cl  k  crois»«ui 
tndéfinimttnl  ;  le  reste  comme  prpcéHemmeni. 
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^eit  oompris  entre  deux  termes  consécotifs  /  et  iq^  dont  la 


tq  —  /  =  /(g  —  1)  peut  être  rendue  moindre  que 
Mat  nombre  donné  S.  En  effet  t  étant  moindre  qnc  1 ,  il  sof- 
In  de  remplir  la  condition  q  —  1  <  J  ;  ce  qui  est  facile,  car 

m  a  toujours  q  =  V/lO. 

Ainsi ,  dans  un  système  quelconque  dont  la  base  est  un 
ambre  plos  grand  que  1,  tout  nombre  plus  petit  ou  plus 
inod  qoe  t  a  un  logarithme. 

On  Yoit  facilement  que,  parmi  les  nombres  moindres 
fie  1 ,  il  n'y  a  que  les  nombres  de  la  forme  ~  qui  aient 

ks  logarithmes  cummensurablcs.  Supposons  en  effet  qu'un 
iombre  a  moindre  que  1  ait  un  logarithme  commen- 
nrable;  ce  logarithme  ne  peut  être  qu'un  nombre  né- 

ptif .  Soit  donc  posé  log  a  = ;  on  déduit  de  là 

hga  =  —  m;  d'où  loga"  =  log  j^.  Par  suite  a*  =  —  ; 
imc  a,  doit  être  une  fraction  qui,  réduite  à  sa  plos  simple 
ezpresaioo ,  aura  le  numérateur  1  ;  soit  donc  a  =  -,  A  étant 

entier.  L'égalité  précédente  équivaut  à  celle-ci  i  -n»  =  — ^j 

qni  conduit  à  A**  =  10*".  On  a  yu  qu'alors  A  devait  être  une 

«  1 

poiiaaDce de  10.  Soit  A=  10  ;  a=  ---;  ce  qu'il  fallait  prou- 

10* 

Ter. 

Pour  un  autre  système  de  base  entière  6,  on  trouverait 
deteonditions  analogues  à  celles  que  nous  avons  trouvées. 

7.  Le  logarithme  d'un  nombre  quelconque ,  367,  qui  n'est 
pas  une  puissance  de  10,  est  done  une  limite  dont  nous  pou- 
voaa  approcher  autant  que  nous  voudrons  sans  pouvoir  Tat- 


i 


teindre.  Nous  ne  chercherons  donc  h  obienir  qh  tel  logi-t] 

rtthme  que  par  approximaiton.  j 

Soit  donc  proposé  de  trouver,  dans  noire  système ,  log 3<5Î 

à  r-  prés,  par  exemple.  Cela  veut  dire  qull  faut  trouver  k  H 

plus  grand  nombre  de  40  "**'  contenus  dans  log  367.  Soit  tjl  I^  li 

nombre  cherché  \  m  est  un  nombre  entier.  Mous  avons ,  d'à-  4 
prés  notre  hypothèse ^  ,  K 

d'où  on  déduit  : 

m  <  40  log367  </»+!• 

m  et  m  +  1  étant  entiers,  nous  avons  t 

m  =  log  10***,       w  +  I  =  lo^  1 0"***^^ . 

Nous  avons  aussi ,  401og  367  ==  367*^.  Substituant  ces  fi* 
ktirs  dans  notre  inégalité  ^  il  vient  : 

log  10*"  <  log3e7*"  <  log  lO'"^'  ; 

d'où  on  conclut  : 

f0'*<367*°<lO'^'; 

car  les  progressions  de  notre  système  étant  croissantes,  les 

nombres  10"*,  367*%  10*+' ont  le  même  ordre  de  grandeurs 

que  leurs  logarithmes. 

On  aura  donc  m  en  cherchant  quelles  sont  les  puissances 

de  10  qui  comprennent  entre  elles  le  nombre  367**;  il  suffit 

pour  cela  de  former  cette  puissance,  et  de  compter  les 

chifTres  du  résultat.  Soit  k  le  nombre  des  chiffres,  alors 

367*"  est  compris  entre  tO*"^',  le  plus  petit  nombre  de  k 

chiffres,  et  10*  le  plus  petit  nombre  de  A  -|-  1  chiffres.  Par 

1,1  . 

•  a  —  près,  par  «e- 


5iiîtc  m  =  k—i,  et  le  log  367  est 

faul ,  ou  7-  a  —  près ,  par  excès. 
40    40 


40       40 


i 


—  439  — 

L  CôoceYons  qa'on  ins^*e  (40  —  1),  moyens  entre 

*— 1      * 
des  progressions  (a),  pris  2  à  2,  — —  et  7;-  seront 

40         40 

de  la  nouvelle  progression  arilhméliqae  corres- 

I  poMhnl  aux  termes  de  la  nouvelle  progression  géomé- 

I  Mqne  qai  comprennent  entre  eux  le  nombre  367. 

Ge  raisonnement  s'applique  évidemment  à  tout  nombre  A, 
I  fielqa'il  soit,  entier  ou  Tractionnaire,  quelle  que  soit  la  frac- 

I  tion  -  qoi  marque  Tapproximation. 


fiions  toujours  par  k  le  nombre  des  chiffres  de  la  partie 
■tièrede  Ao\  Nous  aurons  cette  proposition 

Pour  connaître  le  logarithme  d'un  nombre  quelconque  A,  d 

-jrrès,  dans  le  système  vulgaire,  il  suffit  d* élever  ce  nombre  A 

à  la  fuissance  S  y  on  compte  le  nombre  k  des  chiffres  de  la 

ftrtie  entière  de  A<^;  on  divise  k—  1  e /  k  par  ^,  les  deux 

k 1       k 

wmbres  — r—  et  -  comprennent  entre  eux  le  logarithme  de 

ky  et  expriment  chacun  ce  logarithme  à  -  près^  V un  par  dé- 

o 

jiMly  l'autre  par  excès. 

Ce  raisonnement  s'applique  dans  le  cas  d'une  base  quel- 
»,  seulement  il  pourra  ne  pas  être  aussi  facile  de  voir 
quelles  puissances  de  la  base  b  sera  compris  A^";  il  n'y 
aura  similitude  complète  que  dans  le  cas  où  la  base  du  système 
de  numération  dans  lequel  serait  écrit  A  coïnciderait  avec  la 
base  du  système  de  logarithmes. 

Nous  avons  voulu  seulement  faire  concevoir  la  possibilité 
d'avoir,  par  un  moyen  arithmétique,  le  logarithme  d'un  nom- 
bre dooné,  avec  une  approximation  donnée,  et  non  indiquer 
Qoe  méthode  véritablement  pratique  pour  résoudre  cette 
qoesticodans  tous  les  cas. 


En  mettant  en  usage  T insertion  ée  Dioyens  en  nombre  ^' 
J s'  —  l ,  comme  nous  l'avons  indiqué  en  note,  précédemmeol ^  •* 
rc  qui  revient  pour  la  prog:ression  géDinotrique  à  des  ex- 
Iractions  de  racines  carrées  successives,  on  aura  la  méthodo  .J 
ordinairement  indiquée  pour  résoudre  le  problème.  Au  reste   1 

▼ériCcr  si  un  nombre  A  est  compris  entre  \/B  el  V^C,  cela    ^ 
revient  à  vérifier  si  A^  est  compris  enlre  B  et  C. 

S,  Pjiobl^ï:.  Passer  d'un  système  à  un  autre. 
C'est-à-dire,  connamani  les  logarithmes  de  tom  les  nombre$ 
dans  un  certain  sifstème ,  trouver  le  logarithme  d'un  nombre  * 
donné  quelconque,  dans  un  autre  système  dont  la  base  b  e$i 
seule  donnée. 

Pour  qu  un  nombre  donné  ait  un  logarithme  dans  chaque  ' 
système»  il  faut  qu'il  Tasse  partie  de  la  progression  géomé-  ' 
trique  de  chacun  ^  nous  devons  donc  regarder  à  la  limite  les 
deux  progressions  géométriques  comme  identiques^  ;  les  deux 
progression»  arithmétiques  seules  seront  différentes. 


4 


V'  iystéme  {donné) 

^i:q  Iq^lq^lq^ /' 

V  0.  d.  %d.  3d.  Kd ïty^h. 


i 


Soit  d  la  raison  de  la  progression  arithmétique  de  l'autre 
système;  désignons  par  A  le  rapport  de  d'  à  à\  puisque 

^=  A  ,  nous  avons  d*^dk  ,  et  le  2*  système  peut  s'écrire 

ahiai  : 

2'  système  (base  seule  eonnue)  ] 


\:q.q^:q^:q':. 
Ù.kd.^kdMdMd. 


b 
1, 


Entre  les  *i  logarithmes  d'un  même  nombre  quelconque 
prii  dans  les  '1  systèmes,  il  y  a  un  rapport  ïw^  k  ;  le  2*  loga- 


â 


—  Ul  — 

s  le  noufcau,  est  égal  aa  1"  multiplié  par  k,  Nooi 

log  b  dans  l'ancien  système  (le  T')  ;  dans  le 

■oaTean  système,  lo&f  ^ = 1  ;  on  doi  t  donc  avoir  1  =  A:  log  A , 

log  6 
On  passera  donc  du  logarithme  ancien  au  logarithme  fioii* 
teau  pour  un  nombre  quelconquCy  en  multipliant  Vaneien  lo- 
garithme par  le  quotient ,  - — j ,  de  l'unité  divisée  par  le  loga- 
rithme de  la  balte  du  nouveau  système,  étant  pris  dans  Vaneien 
Sf/stème, 

Propositions  accessoireji, 

9.  1  f  ^  0  sont  des  termes  nécessaires  dans  les  2  progressions 
4e  tout  système  de  logarithmes  ;  1  dans  la  progression  géomé- 
trique^ 0  dans  Vautre  :  ces  deux  termes  doivent  se  correspondre. 

L'atilité  des  logarithmes  n'^sidc  dans  l'application  da  théo* 
rèmc  fondamental  et  de  ses  c^)nséqucncGS  immédiates;  or 
ce  théorème  no  peut  être  vrai ,  en  général ,  sans  que  1  et  0 
fassent  partie  dos  2  progressions  du  système,  et  s  y  corres- 
pondent. 

En  eflei  pour  que  ce  problème  fondamental  soit  vrai ,  il  est 
nécessaire,  1^  que  le  produit  de  deux  termes  quelconques  de 
la  progression  géométrique  soit  un  terme  de  cette  progrès* 
sîon.  S^  Que  la  somme  de  deux  termes  quelconques  de  la  pro- 
gression arithmétique,  soit  un  ternie  de  cette  progression. 
S^Qae  le  produit  de  deux  termes  quelconques  do  la  première 
progression  et  la  somme  des  termes  correspondants  de  la  se- 
conde soient  deux  termes  correspondants. 

1*  Soit  a  un  terme  de  la  progression  géométrique  et  q  la 
raison  de  celte  progression  ;  les  termes  qui  suivent /x  sont  des 
termes  de  la  forme  aq"^  et  ceux  qui  le  précèdent  sont  des 

Urnes  de  h  forme  -^.  Mniliplions  a  par  le  terme  suivant  aq  ; 

INV.  »l  MATItMAT.  V.  ^ 


ioD,  nff 


devons  avoir  a*q^^aq^   ou  a*y  ^ -^  ;    dans    le 


-  4i3  - 

le  produit  a^q  devaal  être  uo  terme  de  la  progression , 

prcmiei 

cas  on  est  conduit  à  a^^aq""^*  ou  a=q^^'  ^  alors  en  re- 
monlanl  la  progression  à  gauche  de  a^^q^"*^  on  Iroovcn 
1  pour  le  (n  — 1)*'««  terme  à  gauche.  Dans  le  second  cas,  ci 

est  conduit  à  celle  égalité  «'==  -^^-^  fi**ïù  ^=  -;rx:  i    alor 

en  avançant  à  droite  de  ce  terme  -^, ,   on  trouve  que  1 

(n+l)*^^*  terme  à  droite  est  runité.  Dans  tous  les  cas  1  fai 
partie  de  la  progression  géomèlrique. 

2"  Soit  b  un  terme  de  la  progression  arithmétique,  tid\ 
raison;  les  termes  qui  suivent  b^  sont  de  la  forme  b-^md  e 
les  termes  qui  précèdent  sont  de  la  forme  b  —  md.  Const 
lierons  les  termes  b  et  i^+rf;  leur  somme  est  2b-\-d^  on  doi 
avoir  2^+*^=^ 4""^^'»  **^  ^b^d^^b — /ti//.  Dans  le  prc 
mier  cas  on  est  conduit  à  2à  =  6+(wi  —  i)  d  ^  d'o^ 
bi^{m^\)d  alors,  en  remontaot  la  progressions  gauch 
de  ^,  on  trouvera  évidemment  que  le  [m  —  if^^  terme 
gauche  est  d.  Dans  le  deuxième  cas ,  on  est  conduit 
2bT=b — (m-j-1)«î,  d'où^^ — (wj  +  l)rf;  alors,  en  cou t 
nuant  la  progression ,  on  trouvera  éyidemmcnt  0  pour  I 
{m-\-iY^^  terme  à  droite, 

3*  En  vertudesdeux  conditions  établies  comme  nécessaire! 
tous  les  termes  de  la  progression  géométrique  sont  de  I 
forme  q^  et  tous  ceux  de  la  progression  arithmétique  oi 
la  forme  md.  Considérons  donc  deux  termes  q  et  ç'  4 
la  première  et  soient  nd  et  («+ 1)  d  les  termes  correspoiî 
dants  de  la  deuxième.  Le  produit  q  x  q^^q^  et  ta  mmm 
md'\^{ji-\-\)d=i{n-{-n-\'i)d.  Ce  produit  et  cette  somtii 
doi fenl  se  correspondre.  Or  ç'  suit  immédiatement  q*  \  i 
(«H-i}rf  à  («-H/ï  +  l)<i,  il  y  a  ft  termes,  donc  n  doiièir 


égal  à  t.  Poisqae  ndssd^q  ci  d  se  correspondent  ;  donc 
1  et  0  termes  placés  immédiatement  avant  q  et  dse  cor- 
f^pondent  nécessairement.  Nous  avons  donc  établi  les  trois 
parties  de  notre  proposition.  II  semble  qac  nous  ayionschoiii 
éef  termes  particuliers  dans  les  deux  progressions.  Mais  nous 
l'aTîons  qa'à  prouver  la  nécessité  de  nos  conditions  ;  le 
théorème  général  doit  être  vrai  pour  des  termes  pris  à  vo- 
kmté.  NoQs  les  avons  pris  de  manière  à  simplifier  le  plus 
possible. 

10.  Pour  terminer ,  je  vais  encore  traiter  une  question  qui 
•c^t  des  bornes  de  Tarithmétique ,  mais  dont  la  démonstra* 
tîon  ne  m'a  pas  paru  trop  difficile  pour  être  mise  ici. 

Cette  question  a  été  traitée  par  M.  Vincent  ;  je  suis  arrivé 
au  mémo  résultat  que  lui ,  snns  avoir  connu  son  travail  que 
jen'ai  la  qu'ensuite.  Si  je  laisse  néanmoins  ma  démonstration» 
c'est  qu'elle  diffère  un  peu  dans  la  première  partie  de  celle 
de  M.  Vincent. 

ljorsqu*on  emploie  les  tables  de  Callet  pour  trouver  le  loga- 
rithme d*un  nombre  donné,  ayant  plus  de  5  chiffres ,  Verreur 
qui  résulte  de  l'emploi  de  la  proportion  connue^  en  supposant 
exacts  les  trois  premiers  termes  de  cette  proportion^  est  moindre 

que  —  de  Funité  décimale  du  huitième  ordre. 

Désignons  par  N  le  nombre  que  forment  les  cinq  premiers 
chiffres  du  nombre  donné  ;  on  cherche  le  logarithme  de  N+^, 
li  étant  une  partie  décimale  moindre  que  1 .  Désignons  encore 
par  ^  la  différence  tabulaire  des  logarithmes  de  N  et  N  +  1  • 
Soit  X  la  différence  entre  log  (N  4-  d)  et  log  N.  La  proportion 
qae  Ton  établit  e^t  celle-ci  : 

i  :  d  ::  à  :  x^    d'où    x=^di. 

Nous  cherchons  une  limite  de  l'erreur  commise  en  prenant 
pour  X  cette  valeur  d9.  Pour  cela  observons  quo 


U4 


I  X'erreur  en  question  est  donc  log  (  1  +  tî  )  —  ^^• 

Mais  dS=  dlogl  1  +  TV  }=*^(  *  +  kJ    Ilfautlrouïfer 
u»e  limite  de  log  (l  +]r)  ^  logf  I  +  -^  j  •  || 

£q  consicJcraot  les  dcox  progressions  de  notre  système   ^ 
écrites  sous  cette  Ajriiie 


I  :(i+a):(i4-a)':  (i  ^^^.j^  :  (i+«)i. 
0  :    Ma.     :    2Ma    :    3îVl»    :    4Mix. 


Oq  voit  que  la  diflerence  entre  deux  termes  quelconques 
consécutifs  de  la  première  progression  est  plus  grande  que  «, 
(Icmme  1**) ,  tandis  que  la  différence  entre  deux  termes  ton* 
sécutirs  de  la  seconde  est  Ma. 

Si  donc  on  considère  deux  nombres  quelconques  A  et  B^ 
tels  qu'il  y  ait  n  termes  de  A  à  B,  on  aura  B  —  A3>  ;ia,  el 
log  B  —  log  A  =  «Mx  ;  d  où  M  (B — A)  >  log  B  —  log  A . 

J'aurai  donc  une  limite  supérieure  de  la  «^erence 

îog(t+^)-iog(i+iy. 

en  cherchant  une  limittî  de  la  difTèrence 

('+H)-('+sy. 

et  multipliant  celle-ci  par  M.  Mais  on  a  : 


À 


rf  étant  moindre  que  i ,  <^— 1 ,  <^— 2 ,  ^^  3,  ele.  ^  sont  dfff 
^es  négatiik;  oo  cooclat  de  là  facilement  que  la  diffé- 

entre  \^  +  ^)  i   «^  1  +  j^  a  pour  limite     ^^,    . 

Màîf  d  étant  moindre  qnc  1 ,  la  valcnr  absolue  du  numè- 

atenr  est  <2(1 — <<);  la  somme  des  valeurs  absolues  des  deux 

bcteors  de  ce  produit  étant  1,  ce  produit  est  égal  au  plus  à 

11  1  d{\ — d\ 

-  X  r    OU  -,  donc  la  limite  —  peut  être  remplacée 

ptr  celle-ci  -|^.  Si  maintenant  nous  la  multiplions  par  M  ^ 


aurons  pour  limite  supérieure  de 
Iog(^l  +  j^)-log(l+^)'' la  quantité^. 

Hais  M  est  moindre  que  -  ;  (  car  M  = r-T-- — t-t:;  l  • 

2     \  log.  népérien  de  lOy 

On  aura  donc  à  fortiori  pour  limite  — ^,.  Mais  N*  est  au 

moins  10000,  donc  cette  limite  peut  élre  remplacée  par  celle- 

â  ■  .  Ce  qui  démontre  notre  proposition. 

La  limite  — ^  décroît  indéfiniment  quand  N  augmente. 


QUESTIONS  D'EXAMEN  [F.  t.  III,  p.  602). 


V.  Un  nombre  peut*il  être  à  la  Tois  un  carré  et  un  cube 
parfaits,  sans  être  une  sixième  puissance? 

Non.  Soit  z  =  jt'  =^'  ;  d'où  -7  =  j^.  Ainsi ^  est  un  carré 


parfait  ;  donc  y^  ou  z  est  uoe  siiiôme  puissaoce.  Soil , 
général^  z  ==  x*  =^*;  x  et  jr  sont  entiers,  «t  /j^  el  n  pr^ 
miers  entre  cox.  On  peut  mettre  x  sons  la  forme 


x=«'f« 


■7i 


B,  p^  7  étant  les  tacteurs  nombres  premiers;  d*oà 


que  les  exposants  pm ,  qm.. ,,^rm  soient  des  multiples  de  n  ;    i 
m  et  «  éiani  premiers  entre  eux,  p,  9....,  r  doivent  être  4 

les  multiples  de /i  ï  donc  x  est  une  puissance  n  ^*  d'un  nom-    I 

bre,  et  par  conséquent  z  une  puissance  mn^^*  \ 

Un  nombre  étant  simuttanément  une  puissance  de  degré 
â,,  £1,....,  a^  ;  désignant  par  il  le  plus  petit  nombre  divisible 
à  la  fois  par  a^^  a,....,  a^,  le  nombre  donné,  entier  ou  frac- 
tionnaire, est  une  puissance  du  dc^ré  d, 

VI.  Trouver  le  nombre  entier  qui,  substitué  à  la  place 

, ^        ^      .       7x — 1      5x4-3 

de  x>  rend  a  la  fois  les  deux  fractions  — - —  et  -     ' —  en- 
tières ;  peut*ou  voir  à  priori  que  le  problème  est  impo»- 

5x4-3 
iible  ?  Oui.  Si  — — —  est  entier,  trois  fois  ce  nombre  ou 

5x4-3  .  ^  .  ,,      .     7x  — f 

— j —  sera  aussi  entier.  Cet  en  lier  ajouté  a  I  entier  — — — 


doit  donner  un  nombre  entier  ;  donc  3x  —  -  doit  être  un 
entier,  résullal  absurde  ;  donc  le  problème  est  impossible. 

o  .      ,     .       *.      .       ^x  4"  ^  'ï^  4"  ^'     t*t   »    ».  ■ 
Soient  les  deux  fractions ^ — -, f—  qui!  s  agit  de 

rendre  entiers  ;  si ,  en  les  ajoutant  ou  en  les  retranchant , 


-  UT  - 
lobUeot  une  quaatllé  de  la  forme  mx-h-oiim.n.p^soni 


j  la  questioii  est  impossible. 
I.  Gondilions  pour  que  les  deux  tangentes  menées  d*an 
■éme  point  à  une  parabole  soient  égales.  Dans  une  conique 
foeloooqoe,  il  faut  que  le  point  soit  sur  un  axe  principal. 
En  général ,  soit  M  un  point  du  lien  des  tangentes  égales 
'  Menées  k  une  courbe  algébrique  ;  N  et  N'  les  points  de  con- 
tMt ,  Taxe  radical  des  deux  cercles  de  courbure  en  N  et  N' 
an  point  M  le  lieu  des  tangentes  égales. 


GRAND  CONœURS  DE  1846  {T.  t.  IV,  p.  369). 

QUISTlO!«S   PROPOStBS. 


MathématiqtMS  spéciales. 

Étant  donnée  une  ellipse ,  si  on  lui  circonscrit  des  rectan- 
gles tels  que  ABCD  »  on  sait  que  tous  les  sommets  sont  situés 
sornn  même  cercle  concentrique  à  l'ellipse. 

Cela  étant  admis ,  des  points  de  contact  N  et  Q  de  deux 
c6tés  opposés  de  chaque  rectangle ,  on  mène  deux  droites  au 
point  de  contact  M  de  Tun  des  deux  autres  côtés  et  Ion  de- 
mande  de  prouver  : 

l""  Que  ces  deux  droites  MN  et  MQ  sont  également  inclinée» 
sor  le  côté  AB. 

S*  Que  leur  somme  MN  +  MQ  fait  une  longueur  constante 
quel  qne  soit  le  rectangle. 

3*  Qne  toutes  ces  droites  telles  qne  QM ,  NM  sont  toujours 
tangentes  à  une  même  ellipse  décrite  des  mêmes  foyers  que 
la  proposée. 


—  kkê  — 

Mathématiquei  élémmtaires* 

Etant  donné  dans  un  même  plan  un  cercle  C  et  une  droilt 
,  ioïkQoie  AB^  qui  ne  rencontre  pas  le  cercle  ;  de  chaque  point 
M  de  la  droite  »  on  mène  deux  langenles  au  cercle,  et  Ton 
joint  les  deux  points  de  contact  par  une  corde ,  qui ,  prolon- 
gée, va  renconlrcr  la  droite  AB  en  un  point  M'.  On  a  donc 
ainsi  pour  chaque  poiut  M ,  un  segment  correspondant  ' 
MM'.  Cela  posé,  on  demande  s'il  existe  dans  le  plan  delà  Û 
figure  quelque  point  a,  d'où  l'on  voie  sous  un  angle  droit  • 
chacun  de  ces  divers  segracDls.  On  demande  ensuite  si,  bon  fl 
du  plan  >  il  y  a  d'autres  poîals  qui  jouissent  de  la  même  pro-  | 
priété,  et  enûn,  s'il  existe  de  tels  points,  qoand  la  droite  AB 
rencontre  le  cercle. 


QUESTIONS, 


est  une  quan-    ( 


,  +  x)'=0. 


126.  Esl*il  possible  de  démontrer  que  2 
lUé  irrationnelle:» 

127.  En  rendant  rationnelle  léquation 

On  parvient  à  une  équation  du  degré  2*" 

128.  Donner  la  formule  générale  des  quanliêmes  d  années 
où  février  a  cinq  dimanches.  \. 

129.  Si  d'un  point  A  extérieur  à  la  droite  MN  oa  mène 
à  cetle  droite  la  perpendiculaire  AB  et  les  obliques  AC, 
AD,  AE,  etc.;  si  ces  droites  croissent  successiyement  d*one 
même  quantité,  les  distances  BC,  CD,  DE ,  etc.,  ront  en  dK 
mînoant.  Hc7cr. 


—  kkO  — 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  95  (l.  IV ,  p.  260). 

VAa  M.  B.  uonisT . 

Proteutur  «a  Collège  rojal  de  Louis  le  Grand. 


Èianidotmés  n  points  A,  B,  CD...  situés  comme  on  von^ 
dans  un  plan ,  décrire  le  plus  petit  cercle  qui  contienne 
en  n  points.  {Fig.  44.) 

1 .  Dans  le  plan  qui  contient  tous  les  points  donnés ,  tra* 
çoDS  une  droite  quelconque  MN;  menons,  à  cette  droite ,  les 
perpendiculaires  Âa,  Bfr,  Ce...  Du  point  A,  situé  sur  l'une 
des  perpendiculaires  extrêmes ,  menons  des  droites  Afi,  AC, 
AD...  aux  n — 1  autres  points  B,  C,  D...  et  supposons  que  AB 
soit,  de  toutes  ces  droites ,  celle  qui  fait  avec  Aa  le  plus  pe- 
tit angle  B\a  ;  tous  les  points  du  système  seront  situés  d'un 
même  côté  de  la  direction  AB.  Supposons,  de  même,  queBC 
soit,  de  toutes  les  droites  menées  du  point  B  aux  n— 1  autres 
points,  celle  qui  fait,  avec  le  prolongement  BH  de  AB,  le 
plos  petit  angle  CBH  et  ainsi  de  suite  :  nous  obtiendrons 
ainsi  un  polygone  convexe  ABCD ,  par  exemple ,  qui  con- 
tiendra tous  les  points  du  système  ;  ce  qui  ramène  le  pro- 
Uëme  au  suivant  :  décrire  le  plus  petit  cercle  qui  contienne 
tous  les  sommets  (f  tin  polygone  convexe. 

2.  La  circonférence  du  cercle  minimum  passe  par  un,  au 
nurinSf  des  sommets  du  polygone  donné  ABCD.  (Fig,  45.) 

Car ,  en  supposant  tous  les  sommets  A ,  B,  C,  D,  inté- 

riaon  au  cercle  demandé,  qui  a  pour  centre  le  point  O,  le 

cerde  décrit  de  ce  point  O,  comme  centre ,  avec  un  rayon  égal 

à  la  pins  grande  des  droites OA, OR,  OC. . .  serait  plus  petit  que 

Amn.  »■  Matbév.  V.  30 
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le  cercle  minimum  v[  coaliciidr^il  Iouh  les  s(>mmH*t  du  pu- 
lygone. 

3.  La  ctTconférencc  du  cercle  demandé  passe  par  detàx,  au 
moins,  des  sommets  du  polygone,  {Ftg.  40.) 
/  Supposcms  qu'elle  passe  par  le  Si^ul  point  A.  Les  prolonge- 
menls  des  droilesOB,  OC,  UD  rencontreront  la  circonférence 
en  des pojnls B\  C,  D'ei,  si  l'on  prend,  surOA,une  quantité 
OO^  plus  petite  que  ehacone  des  droites  BB',  CC\  DD',  le 
triangle  ÛBO  donnera  0'B<OB+00  *  orOO'<BB',doncCyB 
<OB-f  BB',  on  0'B<OB  ;  par  la  mOme  raison,  0'C<OG'  el 
0'B<OD;  d'ailleurs  OB^ OC  =  OD'^OA,  donc  îoas  le* 
sommets  du  puljgone  seraient  intérieurs  au  cerde  décrit  du 
point  ff ,  comme  centre ,  avec  un  ra jon  égal  à  OA  ;  donc  le 
cercle  OA  n'est  pas  un  minimum  (2). 

4.  Cela  étant,  proposuiis-nous  de  trouver  k  centre  et  le 
rayon  du  cercle  minimum  parmi  ceux  dont  la  circonférence 
passe  par  deux  sommets  Aei  h  du  polygone  ABGD  el  qui  con- 
tiennent tous  les  autres  somtnets.  (Fig.  47.} 

Étevons  dos  perpendiculaires  MN,  PQ,  KS  sur  tes  milieu^ 
de  AB  cl  des  druiles  BC,  AD  qui  joignent  les  autres  sommeU 
du  polygone  à  lundes  points  A  et  B  ;  et  soient  O,  IX  les  points 
de  rencontre  de  IVII^  avec  les  droites  PQ,  KS.  Toute  circon- 
férence, qui  passe  par  les  points  Â  et  B|  a  son  centre  sur  la 
droite  MIS  et,  pour  que  le  point  C  ne  soil  pas  extérieur  au 
cercle,  il  taut  que  la  distance  du  centre  à  ce  point  n  ei.cède 
pas  le  rayon ,  ce  qui  exige  que  ce  centra  soit  situé  sur  PQ 
ou  du  même  côté  de  celle  droite  que  le  point  C;  donc  ce 
rajon  ne  peut  être  moindre  que  OB,  On  voit ,  de  même,  que 
le  rayon  d'ane  circonférence,  qui  passe  par  les  points  A  el  B, 
doit  être  au  moins  égal  à  O'Aou  à  O'Bpour  que  le  point  D  ne 
soil  pas  exlérieur  au  cercle;  or  0'B<OB,  donc  le  cercle  dé* 
iTÎl  du  point  O  comme  centre,  avec  nn  rayon  é^al  à  OB»  est 
un  minimum  parmi  ceux  dont  la  circonférence  passe  par  les 


points  A  el  B  et  qui  contienncol  loua  les  sommets  du  po]y- 
fone  :  on  trouvera  de  la  môme  niaQicro  le  centre  et  le  rayon 
fa  cercle  minimum,  dont  la  circonférence  passe  par  deux 
autres  sommets  quelconques  A  et  G,  A  et  D,  B  et  G...  et  le 
pbs  petit  de  tous  ces  cercles  satisfera  un  problème. 

CotOLLAiRB  1.  Parmi  tous  les  cercles ,  qui  coniiennent  les 
mim^  d*un  triangle  rectangle  ou  acutangle,  le  cercle  rtr- 
(muerii  €iu  triangle  est  un  mininmm, 

CoftOLLAiRE  2.  Parmi  tous  les  cercles,  qui  contiennent  les 
wmmets  d^un  triangle  obtusangle^  le  cercle  décrit  sur  le  plus 
^rmid  eôêé  comme  diamètre  est  un  minimum. 

GoROLLAiBB  3.  Parmi  tous  les  cercles  qui  contiennent  les 
wmmeis  d'un  parallélogramme,  le  cercle  décrit  sur  la  plus 
fronde  diagonale  comme  diamètre  est  un  minimum. 

CosoLLAiBE  4.  Parmi  tous  les  cerclea,  qui  contiennent  les 
temmeU  d'un  polygone  régulier,  le  cercle  circonscrit  au  poly- 
pne  est  un  minimum. 

Remarque.  On  déterminera,  d'une  manière  analogue,  le 
centre  et  le  rayou  de  la  plus  petite  sphère  qui  conlieime  n 
^nts  donnés  comme  on  voudra  dans  Tespace  f). 


QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DU  TRIANGLE  RECTILIGNE. 

.  V.  t.  I,  p.  79,  139,  106  :  1. 11,  p.  544  ;  U  HI,  p.  4S7.  ) 

PAR  ir.  BE  FISTOnXS . 

'^.apiUine  d'artillerie. 


I.  Soient  a,  a\  à!',  les  trois  côlcsd'un  triangle  rectilîgne 
^œloonqne;  <x,  »,  a",  les  longueurs  des  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  de*;  anf^Ies  sur  1rs  rôtcs  opposés  ; 


Tj  Nmm  reYiendront  sur  cet  intéressant  el  diflicile  problème  d'une  ulilit* 
intique,  en  beaucoup  de  circonstances.  loi. 


km 


êf  ij  *\  t/,  e\  t\  les  segmenls  des  perpeDdicalaires  com- 
pris entre  leur  point  de  rencontre  et  les  sommets  du  triaDgle^ 
I  et  eotre  ce  même  point  de  rencontre  et  leurs  pieds  ; 

m^  n,  m\  n* ;  m",  n!\  les  sef menls  formés  par  les  perpen-    { 
dicalaires  sur  les  côtés  du  triangle; 

r,  ^,  ^\  p'',  les  rayons  des  cercles  îoserit  et  ex^iusciiU; 

R ,  le  rayon  du  cercle  circonscnl; 

S»  la  surface  du  triangle;  2p  son  périmèlre  =^+â'-|-a'\ 

On  a  les  diverses  relations   connues  et  qu'il  sullil  de 
rappeler  : 

r  ^  \/Xp^a)[p-a'){p^^)  ^  f^\/p[p—^%p-€^) 

p'  =  \/p{p-a)(p-a'')^^     ^''^\/pip-a){p-a')^ 
_  aad* 


i\/p(p^a)[p-a'){p-a") 

9  \/p(p—a){p—a'){p-  a")      ,     2  V p  [p~a)  {p—a']  (p—a'j 

: ;  a  = j 

a  a 

„ _2  V^p{p-a)(p^a')(p~a"j 


S=^=^^l^=f/pip-a)lp-a!np-a")' 


4R 


On  a  aussi  t  S^  V 
et  comme 


^PP>% 


ppV" 


Des  valeurs  de  R ,  «,  ft\  a'\  on  déduit  par  voie  de  mul- 
tîplicalion  ; 

*'";r — — ^  i 


ttfir TOkida  maltipUcitioD  el  d'additioo  ta  même  temps  : 
LeTaleur  de  R  moltipliée  par  celle  de  r  donne  : 

Des  Tsleors  de  p,  p',  u"\  a,  a',  a",  résulte  la  formule  : 

ppV''""R' 

II.  Camot,  dans  sa  Géométrie  de  position,  démontre  les 
formules  solvantes ,  qui  sont  autant  de  théorèmes  sur  les 
triangles: 

of  =  inn;   «V=:mV;  «'V'rsjwV  (!) 

a«  +  e«=aa'«  +  c'«  =  a"«+«"«  =  4R«  («) 

tfe=2R.p;    a'e'  =  2R.p';    a'V'  =  2R.p"  (3) 

(p,  p',  pf,  étant  les  longueurs  des  droites  joignant  deui  à 
deux  les  pieds  des  perpendiculaires.) 

•  mmWss/in'ii'', 

«+c'+c"=2R+ar; 

On  a  évidemment  : 

aa4.a'(i'+a"«"=6Sî  /it  +  a'i'  +  a"t"  =  aS; 
dToA  l'on  condnt  : 

Cela  posé,  les  formules  (3)  donnent  : 

ae+ûV  +  a'V'  =  2R(p+p'  +  p"). 


roà 


s=Rp+p;+r 


Donc»  la  fifr/oce  (f  un  triangle  e$t  égaU  au  rayon  du  cereU 
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*  *  eircomcril  multiplié  par  le  demi-périmêire  du  triangle  formel 
par  les  droites  joignant  hs  pieds  des  perpendiculaires. 

III.  Les  formules  (2)  conduisent,  par  voie  d'addition , 
ndentité  : 

c'esl-a-dire  que  lu  somme  des  carrés  des  (rois  côtés  d'un 
triangle  et  des  trois  droites  joignant  (e  point  de  rencontre  des 
hauteurs  aux  sommets  est  égale  d  douze  fois  le  carré  du  J 
raffon  du  cercle  cîrcoîucriL 

Du  premier  théorème  que  nous  venons  d'énoncer^  on  dé-  oi 
doit  très-si mplcmeol  les  formules  :  | 


PH'^'+f''  — -T^ 


s+r+r 


ÛR'  '      a  +  a'  +  a"       R' 
IV.  Caroot  démontre  eaeore,  et  ce  sont  au  reste  des 


ti 


I 


^ 


1 


formules  connue»: 

d'où 

La  somme  des  carrés  des  (rois  côtés  d'un  triangle  est  égaie  jl 
à  deux  fois  la  somme  des  produits  des  perpendiculaires  par  la 
portion  de  ces  perpendiculaires  comprise  entre  leur  point  de 
rencontre  et  les  sommets  du  triangle, 

Y«  Oq  trouve  facilement  : 

a'^J-rt'-^rt'       ae  y!e'        „       ae' 

2a  a  a  ^ 


On  en  déduit  : 


e<rV'    ""Wrt"  •''«^'^•» 
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£n  chorchaDl  de  même  les  valeurs  de  t,  •',  t*\  on  sera 
coodaic  à  l'expressioD  : 

qui ,  eombinée  avec  la  précédente ,  donne  : 


Les  Taleurs de f3,  f^',  p'',  en  fonction  des  trois  côtés,  sont  : 


'2aa 


d*où 


'j' 


f  et  à  cause  de 


mm'm"  =  pp'p". 

Ijb  produit  de  trois  segmeMt  formés  sur  tes  côtés  ftên  triangle 
par  tes  perpendiculaires  abaissées  dessommets^  égale  lepro- 
dssii  des  trois  droites  joignant  les  pieds  de  ces  perpendiculaires. 

VI.  Déterminons  actuellement  les  côtés  d'un  triangle  en 
fonction  des  rayons  des  trois  cercles  ex-inscrits. 

Des  valeurs  de  p,  p',  p",  on  déduit  : 

p  ^a  +  a^  —  a'      o  _a'^a"-^a 
de  là  on  tire  facilement  : 

p-hp  p  (p+p) 

sobsUtuanl  dans  la  valeur  de  p,  faisant  les  calculs,  et  rédni- 

'>"(p  +  p') 
sani,  on  trouvera  :  ^=    ^  '  . 

v/p?'+pp"+py"  ..:...    . 


-Ht  — 

«ciV        _        ffY 

..'+«i"  +  «'a"-pp'  +  pp"  +  pV' 
1,1,1  1.1,1  1 

a        a         Cl         p         p         p  r 

YIII.  Si  Ton  déterminait  p,p\p"  en  fonction  de  «,«>",  oit 
trooTerail  : 


IX.  Si  Ton  cherche  en  fonction  des  trois  côtés,  les  distances 
OfO'yO",  »,ùà\(ù"  des  centres  des  cercles  inscrit  et  ex-inscrits, 
on  trouve  : 


Des  trois  dernières  égalités  on  dédoit  : 

«.o.'.«"=8R*(a  +  a'  +  a"). 

X.  Si  l'on  se  rappelle  l'expression  aa!a!'  =  2K*(^+p'+(/')y 
et  si  Ton  remarque  en  outre  que  les  c6tés  a,a\a!'  sont  pré- 
cisément les  droites  joignant  les  pieds  des  hauteurs  da 
triangle,  dont  les  côtés  sont  c»,»',»",  on  en  conclura  que  le 
rayon  R'  du  cercle  circonscrit  à  ce  dernier  triangle  est  égal 
à  SR  ;  on  aura  aussi  : 

o*  +  o'*  +  o"'+a>'+6.'*  +  «"-^t2.R''=:48.R'. 

XI.  Actnellcment  D,a,a',à"  étant  les  distances  dn  centre 
du  eerde  circonscrit  à  chacun  des  centres  des  cercles  ûiscrit 
et  ex-inscrits ,  on  sait  que  Ton  a  : 


©•=R'— SRr;  à'=R*+2Bp,  i"=R'+2R,^'î  A'"=R'+2RÎ 

d'où  à  cause  de4R^p+p'  +  ,t'"  — r, 

D'4,d*  +  A'+A'"s=l2.R', 
par  conséquent 

o'+  o'*+  o^^' 4-  ^*  +  ^"  +  ù»'"  +  D'  +  A'  +  A"  +  A'"^ 60R';  ^ 

ce  qui  donne  ce  théorème  : 

La  somme  des  carrén  des  dix  drmles  joignant  deux  à  deux 
les  centres  des  cercles  circonscris ,  inscrit ,  et  ex-inscrits  à  un 
même  triangle ,  est  égale  à  soixante  fois  h  carré  du  rayon  du 
cercle  circonscrit* 


XII.  En  passant  des  valeurs  de  «,w*,w",  o,o\o"  au  triaugl 
primilif,  on  Ironveraît  m  foucliou  des  trois  droites  p,?',^'\ 
les  côtés  ei  segments <j,a'jÉt",  e,e\e\  Je  mets  ici  ces  formiiles 
comme  simple  renseignement, 

«_2fi\  /  ^'^"         — 


.' 


■^V  (?-T-f>'+n(p'+r~p) 

c'=2a'\  /  P^" 

XIU.  £a  ilclermioanl  les  distances  du  centre  du  cercle 
inscrit  aux  sommet»  du  triangle ,  et  rapportant  les  formules 
au  triangle  primitif,  un  obtiendra  facilement  : 


i 
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•-  V     p'+p"— p  '   *    V    f3+r-p'  ' 
""  V    p+p'-p"  ' 

ce  qui  oondDÎra  par  des  calculs  très-simples  à  la  rorinule 

p  ji  p  '   =  aa  X  .  li  e  ; 

c^ett-à-dire  que  dons  un  triangle  le  produit  des  trais  droites 
joigiumi  Us  pieds  des  perpendiculaires  élevé  au  carrée  égale 
h  produit  de  ces  perpendiculaires  par  le  produit  des  trais  seg- 
mmiê  compris  entre  leurs  pieds  et  leur  point  de  rencontre. 
XIV.  Des  Taleors  de  e,e\e'\  a,a',a''on  déduit  facilement  : 

e       e'        e" 
a        a         a 

on  aurait  anssi  : 

gaV        (p  +  p'+P'T 
ee'e'  8??'?" 

Les  Taleors  de  <,i',i"  seront  : 

_\  /wwwEh    ._\  A"(p+p"-p') 

V     p+p'+P"  ' 


et  par  saite 


a         a  a 


on  a  encore  : 

a.  =  p'P",        aV  =  Pp",        aV: 

spp'p" 


XY .  Je  terminerai  ces  considérations  sur  le  triangle  rccti- 
ligne  par  le  théorème  suivant  : 
Dans  un  triangle  quelconque  la  droite  joignant  deux  points 
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d€  contaci  du  cercle  inscrit ,  la  droite  joignant  lei  piedê  de 
perpendiculaires,  et  celle  enfin  joignant  les  points  derencontrÊé 
de  deux  bisseciriceâ  avec  les  cùtès  opposée ,  toni  concourir  md 
un  même  point. 

On  détermine  ainsi  trois  poiots  ;  tes  droites  joignant 
points  deux  h  deux,  iront  passer  par  les  sommets  du  triangle, || 
et  de  {il  us  ces  trois  points  seront  tctsqnc  Tun  quelconque  i 
d'entre  eux  sera  le  pôle  de  la  droite  joignant  les  deux  autrei ,  i 
par  rapport  au  cercle  inscri  l .  1 

(^oir  Gergonne ,  t,  VI,  p.  129;  t,   IX,  p,  203;  t.  X» 
p.  S02;  t-  XIX,  p.  85,  21 1  ;  t.  XXI,  p.  650 
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RÉPONSE  DU  CAPITAINE  GUY  A  M.  FINCK, 

Sur  la  régie  proposée  par  ce  dernier ,  pour  abréger  la  divisitm* 
approximative, — Preuve  qu'elle  est  moins  simple  et  moin$ 
complète  que  celle  publiée  dans  le  traité  de  la  division 
abrégée  (*). 


Monsieur  le  Rédacteur , 


4 

S  dei 


rayais  lu  en  1845,  dans  le  tome  IV,  page  32B  et  658  det 
Nouvelles  Annales  de  mathématiques^  un  théorème  sur  la  di- 
Tîsion ,  dû  aux  travaux  de  liiouorable  M.  Finck ,  savant  pro- 
fesseur de  l'Ecole  d'artillerie  de  Strasbourg.  Ce  théorème  est 
assurément  intéressant,  comme  k  sont  d'ailleurs  toutes  les 
vérités  mathématiques;  aussi,  bien  que  je  misse  îa  règle  d'o- 
pération qu'on  serait  lente  d'appuyer  sur  lui,  pour  efTectuer 
la  division  approximative  par  abréviation ,  fort  au-dessous  de 
celle  que  j'ai  publiée  antérieurement  moi-même^  je  m'abst^ 


n  CbtiMittiiai  (AugatUn  U  libf  itrf ,  qi»«i  lli]»qiJtJ« ,  il.  Prli  «  i  fr.  «Ot. 
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■M  néanmoiof  de  mettre  le  public  dans  la  conOdence  de  mon 
fltfimeiil. 

n  CD  eût  loujoan  été  ainsi,  monsieur ,  si  tous  n'aviez  en 
bmalenconlreose  idée  de  dire  dans  la  livraison  de  mars 
1M6,  page  131  :  «  Il  serait  à  désirer  qn'on  eût  une  théorie 
•aHlytiqae  de  toutes  les  approximations  usitées  en  arithmé- 
»tifiie,  tartout  pour  celles  de  Fourier  et  de  M.  Guy.  •  Mais 
m  Tœa  asaarément  bien  légitime  paratt  avoir  choqué  la  sus- 
«eptibililé  scientifique  de  Tbonorable  M.  Finck ,  puisque  je 
HidaDS  la  livraison  de  mai  1840,  page  25u,  qu'il  vous  le 
leprocbe  comme  étant  au  moins  le  produit  d'un  lapsiM  me- 
,  attendu ,  prétend  -  il ,  qu'il  vous  a  donné  dans  le 
IF'prècM  une  théorie  analytique  de  la  division  abrégée j 
une  régie  plus  simple  et  plus  complète  que  celle  de 
M.Guf. 

Mis  ainsi  en  scène  d'une  façon  fort  inattendue,  et  je  puis 
ajouter ,  peu  agréable,  je  ne  me  crois  plus  tenu  à  la  réserve 
fÊt  je  m'étais  imposée  jusqu'à  ce  moment.  Je  reprends  donc 
■es  josles  droits  de  critique  pour  établir  qu'il  y  a  au  moins 
aalanl  d'erreurs  et  de  prétentions  non  justifiées  que  de  lignes 
dans  le  passage  que  j'ai  souligné  ;  et  comme  vous  avez  admis 
l'attaque ,  monsieur,  j'ose  compter  sur  votre  obligeance  pour 
imner  aussi  asile  à  la  défense,  sans  que  j'aie  besoin  pour 
eda  de  faire  appel  à  votre  loyauté.  L'intérêt  scientifique  exige 
bailleurs  qu'il  en  soit  ainsi  :  il  ne  serait  pas  bien ,  en  effet , 
wmsieiir,  que  l'opinion  de  vos  jeunes  lecteurs  fût  exposée 
i  se  fourvoyer  par  un  excès  de  confiance  dans  l'aflirmation 
da  savant  professeur  de  Strasbourg. 

Pour  entrer  immédiatement  en  matière,  je  dis  en  premier 
liea  que  M.  Finck  aurait  dû  se  borner  à  vous  rappeler  qu'il 
avait  donné  une  théorie  analytique  de  sa  division  abrégée ,  et 
TODde  fo  division  abrégée;  cette  observation,  vous  l'avez 
déjà  faite  vom-méme ,  monsieur ,  dans  cette  livraison  de  mai 


—  it62  — 
1846,  à  la  page  âSâ;  aussi  j'ajoulcseiilementqaVlleiîloil  ptut- 
faite  en  juslesse  et  en  justice. 

En  deuxième  lieu  ,  au  conlraire  de  M.  Fiock  qui  se  borne 
à  affirmer ,  lui ,  que  sâ  règle  eî»t  à  la  fois  plus  simple  el  plus  i 
complélo  que  ta  mienue ,  et  en  cousidéralioii  de  tîe  qu'une 
cifFirmattou ,  de  quelque  tiaot  qu'elle  vletiue ,  est  une  mon- 
naie de  peu  d'aloi  dans  la  région  des  sciences  niathèmatiques.  m 
je  vais  démontrer^  moi ,  n*en  déplaise  an  sayant  professeur  » 
que,  dans  h^  applications»  sa  règle  est  moins  simple  ,  quo 
loin  d'être  plus  complète,  elle  n'est  pas  même  complète  ;  et 
enfin ,  si  l'on  veut  bien  me  permettre  ici  de  m^écarter  un  peu 
du  principe  que  la  réaclion  doit  ^tre  égale  à  l'action  ,  je  dé- 
montrerai de  plus  que  la  règle  de  M.  Finck  est  illogique* 
venant  après  la  mienne ,  et  en  raison  du  but  que  tout  calcu-^ 
lateur  se  propose  d'atteindre.  Remarquez  bien ,  monsieur, 
que  je  parle  de  sa  règle  d'opérations  et  non  de  son  théorenne 
qui  établit  une  vérité  matliématique  incontestable. 

Premièrement,  La  rè^le  de  M.  Finck  n'est  ni  simple  ni 
maniable  dans  la  pratique.   Sans  doute  elle  se  formule,.^ 
<^mmo  la  mienne ,  en   termes  extrêmement  simples  ;  mais 
ceci  ne  prouve  qu'une  chose ,  c'est  qu'il  ne  faut  pas  loujour*» 
se  fier  aux  apparences. 

Je  pose  un  principe  avoué  de  tous,  que  pour  qu  une  règle 
d'opèratiou  soit  vèritablemcnl  simple  et  maniable,  il  faut 
qu'elle  puisse  fonctionner  avec  facilité  dans  tous  les  cas  de 
division  qui  peuvent  se  présenter  ;  non  les  cas  qui  ne  seraient 
jamais  que  de  pure  speculalion  et  ne  valent  guère  la  peine 
d'être  recherchés  quand  il  ne  s'a^nt  que  d'approximation.  • 
Cela  dit ,  et  pour  prendre  un  exemple ,  je  suppose,  pour  fixer 
les  idées,  un  diviseur  décimal  de  IW  chiffres,  et  un  dîfi-  ^ 
dende  également  décimal ,  mais  tel  qu'il  ne  puisse  y  avcdr 
qu'un  seul  chinVe  à  la  partie  entière  du  quolient;  on  demande 
les  mUiième,<^  partant  quatre  cbilTres. 
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Ba  soivànt  b  règle  de  M.  Finck,  il  Tauclrait  donc  faire  la 
mme  des  chiffres  du  diviseur ,  en  commençant  par  la  drolU? 
cti'aTaoçant  vers  la  gauche ,  jusqu'à  ce  que  les  chiffres  de 
fndie  non  encore  entrés  dans  la  somme  expriment  un 
niBbre»  le  plus  petit  possible ,  mais  plus  grand  toutefois  que 
h  tomme  k  laquelle  on  serait  parvenu  ;  cxî  nombre  de  gauche 
mit  le  dernier  diviseur  obligé.  M.  Finck,  dans  l'exemple 
fie  je  suppose ,  aurait-il  par  hasard  la  patience  de  faire  une 
trife  somme  qui  pourrait  embrasser ,  selon  les  circonstances, 
Mf  M ,  97  ou  96  chiffres  Pceserail  là  assurément  un  dévoue- 
■ealbien  admirable,  mais  aussi  ce  serait  un  aclc  peu  rai- 
Muable,  puisque,  d*unepart,  U  chose  n'est  pas  nécessaire, 
Kque  d'autre  part,  il  no  faut  jamais  perdre  de  vue  que  la 
probabilité  d'opérer  jusie  est  en  raison  inverso  de  la  conten- 
doo  d'esprit  du  calculateur. 

Si  la  formule  si  simple  du  double  du  nomffrede  chiffres  à 
mrnver  que  j*ai  publiée  dans  ma  division  abrégée,  n'était  pas 
I  encore  connue  du  public,  et  qu'il  ny  eût  que  la  régie  de 
'  M.  Finck  à  la  disposition  du  calculateur  (*),  j'opérerais, 
■M ,  non  d'après  cette  règle ,  mais  d'après  un  corollaire  qui 
itMort  ouvertement  du  théorème  qu'il  a  démontré  ;  c'est-à- 
ëîre  que  je  remplacerais  la  somme  des  chiffres  par  le  nombre 
de  chiHkvs ,  nombre  que  j'aurais  soin  d'ailleurs  de  multiplier 
par  10  ;  ainsi ,  je  compterais  au  diviseur ,  en  allant  de  droite 

à  gaocbe  par  10 ,  20,  30 jusqu'à  ce  que  j'arrive  à  lire 

mr  la  gauche  de  ce  diviseur  un  nombre  le  plus  petit  possible, 
nais  plus  grand  néanmoins  que  le  dernier  nombre  que  j'au- 
rais énoncé  en  comptant  de  cette  façon.  Je  sais  bien  qu'en 
agiasanl  ainsi ,  je  serais  souvent  exposé  à  prendre  un  dernier 
diviseur  un  peu  plus  élevé  ;  que  ,  par  voie  de  conséquence , 
mon  diviseur  d'entrée  et  les  diviseurs  successifs  pourraient 

')  1^  régie  rteM.  Croswn  seraii  enroro  pn'fôrable  à  la  sicniir  (p.  -244). 
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être  eni-iBémes  plui  élfTés  que  les  circonstances  ne  l'en^ 
géraient;  raaîs  vous  conviftndrez  ,  monsieur,  qae  cet  iocaii-  , 
Ténient  est  bien  minîme  ,  lorsqu'on  vient  à  le  comparer  à 
cette  obligation  etTrajante  que  nous  impose  M.  Fînck ,  de, 
faire  ia  somme  des  chîtlrcs  du  diviseur. 

Vojons  maintenant  comment  on  s'y  prendrait  dan»  le  I 
même  exemple  choisi  pour  opérer,  d'après  ma  métliode,  ^ 
jugée  par  M.  Finck  si  intérieure  à  la  sienne.  J 

Puisqu  on  ne  veut  ici  que  quatre  chiOres  au  quotient ,  on  ^ 
dirait  2  fois  4  foui  8  î  et  sî  le  premier  chilTre  à  gauche  du  di- 
viseur était  9 ,  ce  serait  lui  qui  serait  le  dernier  diviseur 
obligé;  s'il  était  plus  petit  que  9  ,  ce  seraient  alors  les  deux 
chifTres  de  gauche  qui  devraient  former  le  dernier  diviseur 
obligé  ;  on  compterait  ensuite  trois  chiffres  à  partir  de  ce  der- 
nier diviseur^  puisqu'on  n'en  veut  déterminer  que  quatre  au 
quoticnl,  et  on  bifferait  tous  les  autres  en  une  seule  fois  « 
fussent-ils  un  million  ou  plus  ;  les  quatre  oo  cinq  qui  reste- 
raient formeraient  le  diviseur  d'entrée, 

Queile  est  la  régie  la  pttis  simple  des  deux  ,  monsieur,  dans 
rhjpothèse  surtout  où  le  diviseur  donné  aurait  un  million  de 
chiffres?  Vous  avez  sous  les  yeux  les  deux  termes  de  compa- 
raison, vous  pouvez  prononcer.  Mais  commenlM.  Fîuck, 
que  la  science  compte  parmi  ses  plus  habiles  interprètes, 
nVt-il  pas  fait  lui-même  un  rapprochement  aussi  simple, 
alors  qu'il  avoue  avoir  pris  conuais^aoce  de  ma  règle?  Corn- 
ment?  c'est  quil  était  aveuglé  par  un  amour  trop  excessif 
pour  son  cFuvre. 

Secondement.  La  régie  de  M.  Finck  uVst  pas  complète,  au 
lieu  que  la  mienne  Test,  Un  exemple  va  vous  prouver  ceci 
immédiatement. 

1/2      1  I..., 
On  demande  1p  quotient  de ^  -^- —  .  avec  quatorff 

décimah'9. 


t 


Commeiil  M.  Finck  s'y  prendra- t-il  puur  faire  la  soinaie 
èscfaîiïreâque  le  diviseur  a  sur  sa  droite,  puisque  le  nombre 
ledèGimales  de  ce  diviseur  est  ici  indéftoi?  Comment  %'j 
preodra-l'îL  pour  supprimer  en  une  Tois  sur  la  droite  du  di- 
fjdnde  autant  de  chiffres  qu'il  doit  y  en  avoir  de  bîfrés  aa 
élviaear  dans  tout  le  cours  de  ropéralion,  puisqu'il  ne  eon- 
jMJI  pas  ce  Dombrc ,  el  que  son  théorème  ne  s'applique  pas  à  œ 
os ,  qaî  peal  cependant  se  présenter  à  tout  insiaat  ? 

Pdr  ma  méthode  au  contraire ,  monsieur ,  it  n'y  a  rlon  de 
fins  simple  :  on  dit  2  fois  14  foui  28^  dès  lors  3t  est  le  der- 
moT  diviseur  obligé  ;  on  compte  encore  13  chiUrcs  à  partir 
de  ce  dernier  diviseur  j  puisqu'on  oVn  veut  trouirer  que  14 
10  quotient ,  et  on  biffe  tous  les  autres.  Passant  au  dividende, 
m  prend  sur  sa  gauche  un  nombre  capable  de  contenir  le 
diviseur  d'enlrèe  et  on  biffe  tous  les  autres. 

Quelle  est  la  règle  ta  plus  complète  des  deuii,  monsieur? 
Mais,  en  vérité ,  cela  ne  tmi  pas  même  queslion. 

TroUièmftment.  La  rè^le  do  M.  Finck ,  ai-je  dit,  est  illo- 
giqae.  Yoilà  assurément  une  expression  hardie^  et  au  pre- 
mier abord  un  peu  vague  ^  mais  je  vais  la  détertniner  en 
même  temps  que  la  justiGer  : 

N'est-il  pas  vrai,  mousieur,  que  le  but  ducalculateor, 
lursqa  il  opère  par  abréviations,  est  d'arriver  le  plus  promp* 
tement  possible ,  cVsl-à-dire  de  diminuer  le  travail  «  la  con- 
tention desprit,  source  si  dangereuse  d'erreurs,  au  moyen 
de  Tunique  sacrifice  de  cette  partie  de  la  vérité  qui  n'importe 
pas  aux  besoins  de  la  vie  sociale,  ni  même  à  ceux  delà  spé^ 
calalioo  scîcDtiûque?  Or ,  je  vous  le  demande ,  où  M.  Finek 
ptice-i'il  son  critérium ^  ou  si  vous  aimez  mieux,  sa 
cofuliliaft»  pour  ftatisfaîre  k  cet  énoncé?  Bans  un  dernier 
diviseur  qui  doit  élre  le  plus  petit  possible,  tout  en  étant 
ptos  grand  que  la  somme  des  chiffres  qu'il  y  aura  encore  sur 
sa  droUe.  Mais  lorsque  ledivismir  donné  est  un  nombre  dé- 
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eimal  indéfini»  M.  Finck  rarrétera-t-il  de  son  autorité pri 
Tée?  Je  le  veux  bien,  Mai§où?  Et  pourquoi  ici  plutôt  que  1è, 
alors  qu'il  nVn  a  pas  justifié? 

Remarquez  d'ailleurs,  monsieur,  mùmc  à  l'égard  d'an  di- 
viseur donné  limité,  que  soit  que  l'on  Teuille  trouver  au 
quotient...  4000,  400,  40,  4  chtlTres,  le  dernier  diviseur  de 
M.  Finck  reste  toujours  le  tuéme;  son  tlivisour  d'entrée  et 
ses  diviseurs  sui-eessifs  sont  par  conséquent  les  mêmes  aussi ,  | 
car  M.  Finck ,  vous  le  savez ,  n'a  aucun  égnrd  au  nombre  de  ^ 
chiffres  à  trouver  ;  or  vous  devez  Juger  Ihéori^fuement  et  abs-  | 
traclîvemenl  qu'en  agissant  ainsi  on  s'astreindrait  parfofc  k 
opérer  avec  des  divi^^eurs  monstrueux,  alors  que  de  très-* 
pelils  seraient  cependant  suffisants. 

Je  dis,  moi ,  que  la  logique  place  évidemment  le  véritable 
critérium  de  l'opération  dans  une  certaine  Tonclion  du  nom- 
bre de  chiffres  à  trouver,  et  je  le  pjrouvo  t  quel  est  en  effet , 
]er61e  que  doil  jour  le  dernier  diviseur,  îanÈ  dans  le  procédé 
de  M.  Finck  que  dans  le  mien  (')?  K*est-ce  pas  de  conlenir 
^ans  des  limites  déterminées  l'intlucnee  fâcheuse  que  pour- 
raient exercer  sur  le  quotient  les  accroissements  successifs 
qu'auraient  reçus  les  dividendes  partiels,  par  défaut  de 
ftoustraclion  ?  Or  n'est-il  pas  manifeste  que  ces  accroisse- 
ments seront  plus  grands  ou  plus  petits ,  pour  une  même  di- 
fision  ,  selon  que  l'on  effectuera  plus  ou  moins  de  divisions 
partielles?  Ce  nombre  de  divisions  partielles  nVst-il  pasd'aîk 
leurs  le  même  que  le  nombre  de  chiffres  que  Ton  se  propose 
de  trouver  au  quotient  ?  Je  dis  donc  avec  la  logique  que  c'est 
sur  une  fonction  de  ce  dernier  nombre  qu'il  faut  faire  repo- 
'  ser  le  critérium  de  Topération  et  non  point  sur  la  somme 


f  %ë  procédé  de  M,  Finck  difFére  da  mien  en  ee  qoMI  ne  conférée  pu  mêw 
la  r9t«nii«i  qui  provîendrtit  du  produit  du  cbîtTre  barré  au  diviseur,  ce  qui  AUg- 
DitDl«  gratuitemËut  le*  dividead^s  pArtieU;  éI  en  diffère  «dmî  surtout  ptri^ 
i»rm[i!«  de  direclton  ,  «tu  te  que  j'appelle  m  ïe  criterîum 
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des  chiffres  ni  même  sur  un  multiple  du  nombre  do  cliiffres 
da diviseur,  car  cela  pourrait  exposer  parfois,  comme  tous 
Yêwez  va ,  à  de  véritables  travaux  d'Hercule.  La  fonction 
dont  je  parle  se  calcule  d  ailleurs  sur  l'exemple  de  division 
qoi  donnerait  lieu  à  raccroissement  mtiximum ,  et  vous  savez 
que  c'est  le  double  du  nombre  de  chiffres  à  trouver ,  alors 
qa'on  a  soin  de  conserver  la  retenue. 

Je  crois  avoir  suffisamment  prouvé  ,  M.  le  rédacteur,  tout 
ce  que  j'avais  avancé,  en  commer.çant  celte  fâcheuse  polé- 
mique. Si  y  y  ai  mis  quelque  chaleur,  c'est  que  j'avais  ma 
mélhodc  à  défendre  ;  et  je  devais  d'autant  moins  y  faillir  que, 
sor  le  rapport  de  deu\  de  ses  membres,  rAçadcmic  des 
sciences  m'avait  fait  1  honneur  de  la  dcclarer  un  perfection- 
nemcnl  utile  apporté  à  une  rèyle  usuelle.  Sans  doule,  cet 
illustre  suffrage  n'empêche  pas  dY^sayer  de  faire  mieux; 
plusieurs  l'ont  déjà  tenté  (*),  car  chacun  peut  espérer  qu'il 
lai  sera  donné  d*apporier  un  pcrleclionnement  nouveau  a 
un  perfectionnement  déjà  ren)nnu;  peut-élre  M.  Finck  y 
parvicndra-t-il  une  autre  fois,  bien  que  la  chose  doive  pa- 
raître peu  probable ,  après  les  explications  que  j  ai  données 
sor  le  critérium  logique.  Dans  tous  les  cas,  «'il  est  permis  de 
se  dire  à  soi-même  qu'on  a  mieux  fait,  puisque  nous  sommes 
hommes  et  que  nous  avons  chacun  nos  faiblesses ,  il  faut  du 
moins  en  être  dix  fois  sûr,  avant  de  le  proclamer  publique* 
ment.  Si  le  savant  professeur  avait  buîvi  cette  règle  de  con- 
duite, il  ne  m'aurait  pas  mis  dans  la  nécessité  toujours  péni- 
ble de  discuter  son  œuvre ,  et  d'établir  ici ,  aux  yeux  de  tous 
qu'elle  est  loin  do  posséder  les  mérites  dont  il  Ta  paternelle 
ment  gratîGée. 


D  Avant  la  pablicaiion  de  la  Division  abrégée^  ce  point  de  la  science  si  im- 
ftrtmt  poar  les  ealcolateurs  était  négligé  ;  on  s'en  tenait  aoi  régies  défee-' 
iMUCfl  enseignées  par  quelques  anteors  classiques.  Aujourd'hui  que  de  nou- 
ewa  cllbrla  ne  paraissent  pas  nécessaires,  chacun  apporte  sa  formule.  Scratt- 
a«  licftè  qu'one  régie  pratique  fût  «sortie  d'ailleurs  que  du  professorat* 


f*)  S'il  l'f  avtrt  pA»  isftei  fl«  rbifrrff ,  c«  (\m  &«riit  1«  »igoe  que  If  qaotîtDtftt 


Poi»(|ue  i'eo  mis  sur  cecbapilfp,  M.  lerédacteor^  j'aO' 
rai  rhoDiieur  de  vous  prier,  au  cas  où  vous  le  jagericz 
agréable  à  vos  nombreux  lecleurs,  de  me  laisser  consigner, 
dans  vos  sa  van  les  annales,  la  règle  à  suivre  pour  abréger  ] 
l^opéraliou  de  ta  diiisfcoti .  d  après  rna  méthode.  Sans  rioule*  ' 
cetti3  règle  se  trouve  rapportée  dans  mon  petit  ouvrage; 
mais  comme  ^  en  le  publiant ,  j'avais  aus^i  pour  but  de  démo- 
lir les  profcdés  dufeclucux  qu'on  avait  enseignés  jusqu'alors, 
cet  ordre  d'idées ,  qui  avait  ses  embarras»  m'a  entratué  à  ne 
Texposer  que  par  partit  s  détachées.  La  voici  ramassée  en  un 
seul  faisceau ,  et  je  me  sers  du  langfi<,'e  afgobrique  que  j'ai 
tenu  à  éviter  ailleurs,  dans  Tintention  d'être  plus  accessible 
à  tous* 

Division  abrégée  (par  la  méihode  d'accroissements). 

Règle  générale.  Soit  n  le  nombre  déchiffres  du  diviseur 
donné,  au  cas  où  il  soit  lîmîfé  ;  n  le  nombre  de  chifTVes  qu'on 
veal  trouver  au  quotient.  On  prendn»  le  double  de  n\  et  on 
marquera,  sur  la  gauche  du  diviseur,  le  nombre  le  plus  petit 
possible,  mais  pi  us  grand  que  2  n.  Co  nombre  ainsi  mar- 
qué est  le  dernier  diviseur  obligé»  si  la  division  par  abré- 
viations peut  avoir  lieu  immédialeraen!.  A  partir  de  ce  der- 
BJer  diviseur ,  on  comptera  encore  re'— t  rbîffres,  cl  s'il  j 
en  a  davantage ,  ce  qui  esl  le  signe  certain  que  l'opération 
peut  s'efiectuer  immêdialement,  on  biffera  tous  les  autres , 
en  quelque  nombre  qu'ils  se  trouvent  d'ailleurs  ;  rcnsemble 
des  chiffres  qui  resteront  formera  le  diviseur  d'entrée. 

Passant  alors  an  dividende,  on  prendra  un  nombre  capable 
de  contenir  le  diviseur  d'entrée ,  et  on  biffera  également  toos 
les  autres  f).  En  formant  le  premier  prodoit  partie]  are- 
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r;  oo  aura  toin ,  s  il  y  a  liea ,  de  conserver  la  rele- 
■ôe  qa'aarait  donoée  le  premier  chiffre  biflé  qui  mit  lodi? i- 
im  d'entrée. 

Pour  effectuer  la  divisiou  partielle  suivante ,  on  biffera  k 
chiffre  de  droite  du  diviseur  d'entrée,  et  en  formant  le  non- 
veau  produit  partiel  à  retrancher,  on  conservera  également, 
s'il  y  a  lieu,  la  retenue  qui  serait  provenue  du  chiffre  biffé. 
On  continuera  ainsi  jusqu'à  la  fin  de  l'opération;  l'erreur 
commise  sur  le  quotient  sera  en  -|-  ou  en  —  et  <!  que  deux, 
unités  de  l'ordre  sur  lequel  on  se  sera  arrêté  C). 

S'il  ne  se  trouvait  que  n'—i  chiffres  sur  la  droite  du  der- 
nier diviseur  marque ,  il  n'y  aurait  alors  rien  à  biffer;  dans 
ce  cas,  le  premier  chiffre  du  quotient  ne  pourrait  s'obtenir 
que  par  la  division  ordinaire  parfaite;  mais  les  suivants 
pourraient  l'être,  eux,  par  abrévialion,  en  biffant  successi- 
vement un  chiffre  sur  la  droite  du  diviseur  donné. 

EnOn ,  s'il  y  avait  moins  de  n' — 1  chiffres  sur  la  droite  du 
iemier  diviseur  marqué,  on  pourrait  chercher  par  la  divi- 
sion ordinaire  les  quelques  chiffres  qui  seraient  nécessaire»; 
pour  que  le  nombre  de  ceux  restant  à  trouver  encore  au  quo- 
tient, permît  de  se  retrouver  dans  la  situation  normale; 
mais,  s'il  y  avait  plus  de  (rois  ou  quatre  chiffres  à  déter- 
miner ainsi ,  il  serait  bien  plus  avantageux  de  renoncer  à  la 
division  vulgaire ,  et  de  procéder  par  périodes  de  divisions 
abrégées ,  au  mojen  du  rétablissement  de  la  vérité  dans 
Tavant-dernier   reste-dividende   de  chacune  d'elles,  ainsi 


doit  pas  «voir  de  partie  entière,  on  y  suppléerait  par  des  zéros,  et  l'on  écrirait 
aiiiti  les  zéros  nécessaires  à  la  gauche  des  chilTres  signiflcatifs  trouvé!  aa  que- 
tienL  Dans  ce  cas.  Terreur  serait  en  ^  ou  en  —,  mais  <  une  unité  de  l'ordre 
MF  lequel  on  se  serait  arrêté,  puisqu'on  n'aurait  supprimé  aucune  figure  dans 
le  dividende. 

O  Ai  je  besoin  de  dire  que  si  l'on  veut  Terreur  plus  petite  qu'una  unité  d'un 
ardre  déterminé,  celui  des  millièmes  par  eierople ,  il  n'y  a  qu'à  disposer  le  di- 
vidende et  le  diviseur  pour  trouver  un  cbilf^  de  plus,  c'est-à-dire  pour  s'arrd- 
ler  iv  lee  dii-milliémes  ;  Terreur  alors  éiaot  <  o,oo03  sera  à  fortiori  <  0,001. 


que  i^  l'ai  expliqué  dans  mon  petit  traité  de  la  divi 
abrégée  fj. 

Note.  Le  Ihéorèmc  de  M.  Fiiick  est  très-beau,  indépen- 
damment des  applications  qu'on  poirrraît  en  faire.  On  peut 
s'en  servir  coraniodément  pour  abréger  la  divisico ,  dans  cer- 
tains cas  particuliers,  dans  des  exemples  «le  choix,  Mais  gé- 
néralement la  méthode  de  M*  Guy  est  préférable,  est  plus 
campléle^  ne  laisse  rien  à  désirer.  J'accueillerais  avec  plaisir 
une  exposition  analytique  de  cette  méthode  remarquable, 
qui  a  reclilié  des  erreurs  et  comblé  une  lacune  ;  Icxpositioo 
que  j'ai  trouvée  trop  longue,,  difTuse ,  ne  me  satisfait  pas.  Da  | 
reste,  on  trouvera  peut-être  que  le  capitaine  a  trilîqué  avec 
une  susceptibilité  trop  paternelle ,  la  trop  paternelle  suscep- 
tibilité du  professeur.  Libre  a  chacun  de  penser  de  ses  œu* 
vres  ce  qu'il  veut.  N'est-ce  pas  le  public  qui  juge  en  dernier  . 
ressort?  Tm.         ^Êt 


t\  STROPHOÎDE  n. 


FA&  M.  G£OaGSS  BJTT* 


1.  Au  milieu  C  d'un  ax€  ÂB^=^dî^  sétève  une  directrice 
CO  orlhogonale,  coupée  par  des  myom  vecieurs  AMM'  par- 
tant de  l'origine  A  des  coi^rdonnées.  On  demande  le  lieu  des 
points  M ,  W  dëterrainés  sur  les  rayons  vecleurs  de  manière 
que  CZ  ==  ZM  ==  Z'M'j  Z  étant  l'inlersection  du  rayon  vecteur 
avec  la  directrice  (/îj.  48). 


(')  H.  Finck  ^  lorsciuc  lo  nombre  de  chifTreii  à  Irouver  au  quotient  est  pluf 
grand  que  le  nombre  ée  ceui  qtii  restent  ii  lu  ûtmlc  de  sanderiikr  diviseur,  est 
«gaiement  rédtiU  a  recourir  ù  là  méthode  vttli^airot  h  maîfiA  d'apptîc]uer  raOA 
procédé  de  (Miriodes  de  divisions  abrégées  en  rcfâblîssânt  la  vérité, 

r^  C«lle  courbe  n  déjà  été  éludtêe  par  M.  Midy.  \\  t  lîl.  p,  in. 


I 

I  -  «1  - 

1  tn  nàMérukt  les  points  M,  C,  M' comme  appartenant 
/  ine  dreODrérence  de  rayon  variable,  toajonrs  tangente  en 
C  à  Taxe  AB,  Téqnalion  renfermera  la  condition  de  Tin- 
ttnecHon  continnelle  d'une  droite  mobile  autour  de  A  avec 
la  droonférence  indiquée.  Les  méthodes  usueUes  nous 
tenent  : 

foi  proave  que  le  lieu  est  une  courbe  symétrique  auto«r  d« 
Paxo  AB;  elle  le  coupe  en  A,  et  en  C,  où  elle  forme  on 
nmud.  Entre  A  et  C  la  courbe  forme  une  feuille  dont  A  est 
k  êommei  et  s'élcnd  ensuite  entre  G  cl  B  en  deux  branches 
infinies,  dont  la  perpendiculaire  BB'  élevée  sur  Taxe  an  point 
B  est  l'asymptote. 

2.  En  posant  Torigine  des  coordonnées  en  C ,  l'équation 
devient  : 


a±jc 


(B) 


Le  signe  supérieur  appartient  à  la  feuille,  l'inférieur  aux 
branches. 

3.  Chaque  point  M  de  la  feuille  a  un  point  conjugué  M! 
qui  appartient  à  une  branche  ;  j'appelle  les  fonctions  de  la 
ooarbe  en  M'  conjuguées  des  fonctions  correspondantes  aa 
point  M. 

4.  Les  abscisses  conjuguées  CP,  CP'  comptées  du  nœud  C 
soQt  égales  entre  elles. 

5.  En  nommant  X ,  Y  les  coordonnée  de  M',  leurs  valeurs 
ipar^y  xsont  : 

X=2a-.x (C) 

Y=^(2a-.x)=(a-x)  y/^^ (D) 


€,  Du  Dceud  C  comme  centre  décrivez  avec  le  rayon  ACs^a 
un  cercle;  ce  sera  le  cercle  circonscrit  à  la  slrophoïiic,  £tt 
prolongeant  rordonnée  j^  de  la  courbe  aii  point  M  iiisqu  a  ce 
qu'elle  reocontre  la  circonférence  en  Q,  ce  point  sera  le 
point  conjugué  an  cercle  appartenanl  au  point  M ,  et  ses 
fonctions  circulaires  seront  conjuguées  k  celles  de  la  courbe 
en  M, 

Lo  cercle  circonscrit  est  un  élément  très-important  dam 
rinvcsligatioii  de  la  courbe, 

7.  ATaidede  féquation  (A),  en  nommant  u  l'ordonnée  au 
cercle  conjuguée de^,  on  trouve  aisément      , 

4rC^  — jr)      u{a—a:) 
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antre  forme  importante  de  léqualion  de  la  courbe. 
8.  L'équation  (B)  donne  de  même  : 


(E) 


r= 


(F) 


9.  Si  la  direclric« était  inclinée  à  l'axe  d'un  angle  f,  l'équa- 
tion au  sommet  A  de  la  coarbc  dcviDodraît  : 


•''"  2^3i(  (a— J^)COS?dn/  {•ia—x)x-^[a—a.-\\Qs,'<f)  j  ■  • 


(G) 


10.  En  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  l'or- 
donnée conjuguée  du  cercle  circonscrit,  parallèle  à  ladirec- 
Irice,  on  retrbuve  Téquation  (E). 


Théorènies, 


Il  est  atsé  maintenant  de  démoulrerlcs  théorèmes  snîTani 
relatifs  à  la  directrice  orlbogonale  : 

U .  Les  cordes  conjuguées MC«  M'C  font  constamment  entre 
elles  un  angle  droit 


» 


Â 


IS.  Lrs  trois  triangktrectaDglesMCP^M'CP,  MCM'  sont 
I;  par  eonséquent  nous  avons  : 

îiiC'=MP  MM' 

Civi''=M'F.MM'    ) (H) 

CP'=MP.  MF 

13.  Noos  avons  aussi  • 

ÂC'=AM.  AM' (I) 

H.  La  perpendiculaire  ML  aa  rayon  vecteur  AM  en  M  est 
égale  à  la  partie  CL  de  l'axe  compris  entre  le  centre  et  le  point 
loà  la  porpendiculaire  ML  coupe  l'axe. 

Celte  propriété  donne  un  autre  moyen  de  construire  la 
itropholde.  Celle-ci  et  la  première  construction  qui  a  aervi 
poar  trouver  l'équation  se  prêtent  aisément  à  la  descriptioii 
de  la  courbe  par  mouvement  continu.  11  suffit  pour  cela 
d'an  fll ,  d'une  règle  et  d'une  équerre ,  ou  d'un  fil  et  de 
deux  régies. 

15.  Une  perpendiculaire  MK  à  la  corde  CM  en  M,  coupant 
Taxe  en  K,  divise  l'angle  AMP  en  deux  parties  égales  entre 
èUes  et  à  l'angle  MCP. 

15  btf.  La  corde  MC  coupe  par  moitié  l'angle  PMM'  que 
bit  le  rayon  vecteur  avec  l'ordonnée  de  la  feuille  au  point 
H  ;  la  corde  conjuguée  CM'  coupe  aussi  (lar  moitié  l'angle 
AMP. 

16*  On  trouve  en  outre  la  progression  : 

PK:PM:CP:M'F (K). 

17.  La  tangente  conjuguée  du  cercle  en  Q  est  toujours  pa- 
rallèle an  rayon  vecteur  AM. 

18.  Soit  conduit  le  rayon  vecteur  AB"  rencontrant  Tasymp- 
tote  VBf  en  B'.  Il  est  coupé  en  Y  par  le  cercle  circonscrit.  On 
IrooTera  alors  Ay=  du, 
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'  flBlle^ezpressioD,  intégrée  dq)ui8 xssO  josqu a  x=za^ion- 
I  l'aire  de  la  feuille  =  a> — j-.  Ainsi  en  inscrivant  un 

4 

farde  dans  le  carré  dn  demi-axe ,  la  somme  des  quatre  coins 
|Vf  fligDCS  qui  représentent  la  différence  de  ces  deux  figures 

piera  Taire  cherchée. 

M.  Le  solide  de  révolution  de  la  feuille  autour  de  Taxe  est 

ir  j  ydx^2tta^  (  log.2a—  -  j . 

Problèmes. 

25.  Conduire  une  tangente  à  un  point  M  de  la  courbe. 
De  la  soostangente  conjuguée  du  cercle  circonscrit  retran- 

yte  le  demi  axe;  la  troisième  proportionnelle  à  la  différence 
iMeme  et  à  l'ordonnée  coujuguéc  du  cercle  donnera  la  sous- 
taigeote  de  la  courlye,  et  par  suite  la  tangente. 

26.  Trouver  deux  ordonnées  conjuguées  dans  la  courbe^ 
ÊfÉni  une  différence  donnée. 

Du  sommet  A  on  conduira  un  rayon  vecteur  tel,  que  sa 
fortioD  comprise  enlre  l'asymptote  et  le  cercle  circonscrit 
loit  égale  à  la  différence  donnée  ;  les  deux  ordonnées  conju- 
|B6es  ainsi  déterminées  résoudront  le  problème  (§  18}. 

27.  Trouver  deux  ordonnées  conjuguées  dont  la  somme  des 
mriitoU  égale  à  une  surface  donnée. 

Prenez  sur  la  directrice  CZ  =  -  du  côté  du  carré  donné; 
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psr  Z  tirez  un  rayon  vecteur  qui  résoudra  le  problème. 

28.  Yoici  les  énoncés  de  quelques  autres  problèmes  qui 
peoTent  se  résoudre  à  l'aide  de  constructions  synthétiques 
hcaes  : 

Gondaire  un  rayon  vecteur  au  cercle  circonscrit  tel ,  que 
Il  brandie  delà  stropholde  le  coupe  comme  m:  n. 
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Trouver  dans  la  courbe  deux  cordes  conjuguées  qui  <oiw^^ 
ealre  elles  :\m\n. 

Trouver  une  ordonnée  qui  soit  à  son  abscisse  comptée  é^^ 
nceod  ::m:n.  ^^ 

Trouver  deux  cordes  conjuguées,  dont  les  carrés  sota^  ^ 
entre  eux  v.mm. 

Trouver  deux  rayons  vecteurs  conjugués  qui  aient  on  . 
somme  ou  différence  donnée. 

29.  Les  problèmes  suivants  sont  faciles,  et  iii?ceyaiw|i^ 
l'application  de  la  courbe  au  dessin  d'architecture  :  ^ 

l""  Le  noeud  et  Tinclinalson  de  la  directrice  étant  domiés. 

ni 

trouver  le  sommet  et  Taxe  relatif  à  un  arc  donné  de  Ir^ 
oonrbe.  ^ 

On  résout  la  question  par  les  §§  1 5  et  1 5  fris.  ^ 

S®  Le  sommet  A  étant  connu ,  ainsi  que  la  directfoo  die 
l'axe,  déterminer  le  nœud ,  et  la  longueur  de  Taxe  relatif  à  v^ 
arc  donné  de  la  courbe.  îi 

A  l'aide  du  {  15  6Î5.  (b> 

3»  L'ordonnée  maxima  étant  donnée  de  grandeur  et  it\ 
position ,  déterminer  les  autres  fonctions  de  la  courbe.  g 

Au  moyen  du  $  20. 

4"*.  Etant  donné  un  arc  de  la  courbe ,  compris  entre  le  nœud  j 
et  l'ordonnée  maxima ,  déterminer  les  autres  fonctions.  | 

Sur  la  corde  de  cet  arc  on  construit  un  triangle  rectangle  | 
tel,  que  Tun  des  côtés  soit  double  de  l'autre.  (  $  20.  )  ^ 

Applications» 

30.  L'extrômefacilitéqui  est  le  caractère  presque  exclusif  ï 
de  la  géométrie  du  cercle,  a  causé  l'introduction  de  cette  i 
courbe  précieuse  dans  toutes  les  parties  de  l'architecture. 
Mais  de  ce  qu'elle  se  prête  heureusement  à  la  plupart  des 
cas,  on  ne  doit  pas  conclure  que  son  usage  soit  inévitable- 
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■éoeiBaire  oa  même  préférable  daos  toutes  les  ciroon- 
Déjà  la  conchoïde  a  dA  être  appelée  au  secours  pour 
k  diminution  des  colonnes;  la  parabole,  l'ellipse,  la  chat- 
lelte  remplacent  à  leur  tour  le  cercle  où  son  insuffisance  no 
■unit  être  niée.  Mais  il  y  a  une  Toule  de  cas  où  aucune  de 
fleseoorbcs  ,  sans  excepter  le  cercle ,  ne  saurait  être  avan- 
tageusement appliquée.  On  peut,  à  la  vérilé,  souder  en- 
sable plusieurs  arcs  de  cercle ,  ou  des  arcs  de  courbes  diflË- 
mtes  pour  obtenir  des  formes  particulières;  mais  quelle 
|Eioe  V  quel  tact  naturel  n'exige  pas  le  choix  convenable  des 
centres,  des  rayons  ou  des  axes,  pour  que  ces  soudures 
aient  agréables  à  Toeil  exercé  des  connaisseurs. 

Pour  aplanir  ces  difficultés ,  on  a  im«iginé  plusieurs  moyens 
bien  connus  de  tous  les  artistes ,  tels  que  des  régies  découpées 
mifant  certains  proGls  tracés  au  hasard  par  une  main  heu- 
,  des  opérations  enipyriques,  etc.  Mais  plus  ces  re- 
sont ingénieux  ,  plus  ils  s'écartent  de  la  géométrie , 
dplns  ils  manquent  de  généralité. 

31.  Ces  inconvénients  se  font  encore  plus  vivement  sentir, 
hmin'il  s'agit  de  réduire  un  dessin  déjà  fait  à  des  proportions 
tflèrentes.  Tous  les  moyens  dont  on  se  sert  pour  créer ,  de- 
Tiennent  inapplicables  dés  qu'il  s'agit  de  copier.  Au  moyen 
f  nne règle  proGlée ,  on  peut  construire  un  vase  par  exemple  i 
comment  appliquer  ce  dessin  à  l'exécution  en  grand  sur  une 
place  publique?  Avec  les  moyens  de  réduction  ordinaires, 
CD  pourra  obtenir  un  profil  qui  à  peu  près  reproduira  les 
formes  Youlues;  mais  les  proportions  approuvées  sur  le  pa- 
pier seront  nécessairement  blessées  par  la  réduction  ,  puis- 
qi^Q  est  impossible  d'obtenir  en  d'autres  proportions  une 
coorbe  semblable  à  une  courbe  donnée  tracée  auhaiard; 
pnisqo'il  faudrait  pouvoir  au  hasard  obtenir  dans  une  même 
proportion  différente  de  la  première  toutes  les  fonctions 
géométriques  de  la  courbe  donnée.  Cette  difficulté  disparaît 
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lorsqu'il  s'agit  d'une  courbe  formée  par  différenls  arcs 
cercle;  mais  aussi  quelles  constructions ,  quel  travail 


obtenir  des  centres  posés  semblablement  et  des  rayons  pco- 
portkmnds! 

as.  La  strophdldë ,  par  h  Tariéli  dé  oourbores  ifiia  ftÛ 
lettte  son  parJDonrft  depab  ie  sommet  Jiisqà^à  une  ocrÛH 
proKiniité  de  l'asymptote,  se  prête  aisément  à  prcHfna  toùmf'^ 
M  formes  gracieuses  qiie  le  cercle  ne  pent  dontier  par  IdlSl*' 
mléme;  et  comme  les  stropbtildes  soiit  tontes  scmbttfriieilV^ffiF' 
ifest  rien  de  si  facile  qne  de  copier  en  telle  prqiaKbu  qill\|M 
tondra  nn  dessin  eiéculé  à  l'aide  de  cette  conrbe.  L^hnifâl'fi?^ 
a  fait  des  applications  an  dèssinde fontaines,  de  Tasm«  Arbiihlt^ 
tlNides  et  eonsoles  ;  de  parquets  en  mosaïques,  degîif|]rii;^élc.  ^ 
EHe  produit  des  moulures  supérieures  en  él^ikéè  à'IélHil  i 
eonsirnités  par  le  cerclé,  et  particnliéiteent  teii^ttdiÀiy/iél  jI 
doadneset  lesscoties.  Lastropboldese  prêts  siiigbllèràii^dlj 
an  desèinlfarchitecture  gothique  ;  la  partie  dé  tt  ICifiHl/â^ 
prise  entre  le  nceud  et  Tordonnée  morJiiui  afàTStlûltiiieitKttb  1 
sôHdité  et  d*nne  hauteur  supérieure  ï  celle  que  possMe  Aus 
la' même  largeur  Tare  en  ogive  ordinaire  citimisMi"i^  ^ 
triangle  équiiatère.  La  partie  de  la  feuille  comprise  entrie  lé 
sommet  A  et  Tordonnée  maxima^  a  quelque  ressemblanee 
avec-Ie  demi-cercle, et  n'est  pas  moins  élégante;  elle  pent 
présenicr  des  avantages  dans  la  construction  des  ponts ,  at- 
endu  que  sous  une  même  largeur  elle  offre  un  dixième  de 
plus  de  hauteur,  et  par  conséquent  plus  cle  solidité  que  l'arc 
circulaire  en  plein  cintre. 

Enfin  cette  courbe  offre  les  courbures  les  plus  douces  qne 
l'on  puisse  désirer  dans  la  construction  des  chemins  ;  la  pa- 
ralxde  ne  peut  offrir  sous  ce  rapport  un  avantage  égal ,  puis- 
que la  strophofde  est  une  courbe  asymptotique ,  ce  qne  la  par 
ribole  n*est  pas. 
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SOLUTION  DU  PROBLEME  29  (p.  448). 

PAa  M.  BOBMOT. 


Théorème.  —  Si  d*un  point  A ,  extéricor  à  ane  droite 
MN,  on  noène  à  cette  droite  lo  porpendicalairc  AB,  et  les 
«hliqnes  AG  ,  AD,  AE ,  et  si  ces  droites  croissent  succcssi- 
«emoit  d'aae  même  quantité  ,  les  distances  B(i ,  CD,  DE 
iroot  en  diminuant.  {Fig,  43.) 

IMflicmflra^ftoii.— Considérons  trois  obliques  consécutives 
qndconqncs  AC  ,  âD,  AE. 

Portons  sur  MN,  et  à  partir  du  point  D,  une  longueur 

FDssDG  et  joignons  le  point  F  avec  le  point  A.  Il  suiBt 

évidemment  de  faire  voir  que  Ton  a  AF>>  AE.  Pour  cela  , 

prolongeons  AD  de  A'D  =  AD,  et  tirons  AT. 

On  a  de  suite  : 

AF+A02AD, 

puisque  AC  =  A'F,  mais  par  hypothèse  AE— AD= AD— AG, 

on  bien 

AE  +  AC  =  2ADî 

doocAF>>  AE,  donc... 
JVole.  La  solution  analytique  est  très-simple.  Tm. 


COMPLEMENT  DE  fcA  SOLUTION  DU  N*»i  18  (F,  p.  413). 

PAa  M.  C.  DROUSTS, 

élève  do  collège  royal  miliUiire  de  La  Plérhe . 


n  restait  à  démontrer  le  théorème  pour  un  exposant  frac- 
tionnaire. 


i80 


Soil  donc  n»  , . . ,  b^  -^e^  \  ûu  !îeu  de  ces  nombres  »  jt^ 

m  m 

prends  a*.  _  ,  (i?»  +  c*^)**  ;  mais  a'  =  6*  +  c',  donc  on 
aura  encore  : 


m  m 


il 


Ces  deux  développcmeiiïs  sonl  connus,  puisque  les  exposants 
sonl  enlters  et  pOi»ilir$,  mais  ils  n'onl  pas  le  EDéme  nombre 
do  termes  ;  le  premier  en  a  iw  +  1 ,  le  second  2/*  + 1 .  ' 

En  réunissant  les  termes  à  égales  distances  des  eilrémes, 
on  a  pour  termes  généraux  d'une  part  : 


t= 


m{/?i— l)(m-2)...,.(m-jp  +  1) 


I.     2. 
de  l'autre  : 


[h'^^c^^+^'^b^*}. 


r  Soit  *>2    on   — =2  +  jr,on  voit  facilemeot  que 
le  COeORcient  de  T  esl  >  que  celui  de  T. 
Les  p^irenthèses  deviennent  i 

— ar+--a)"=*G)"+»c)' 


La  différrocn  est 77— =z '. 

[bcf 


=(')• 


I 

4 


-<*>t. 


«k»nc  la  prpnûérr  pnrrnthpsr  spra  plus  ffrandc  que  la  seronrfc. 


i 
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.»  =  (')■ 


6  est  <e,  **»•<  c**,  „  =  (-  <  1 ,  donc  la 


f 

I  iramiëre  parenthèse  sera  plus  graode  que  la  seconde,  car  la 
f  Aflérenoe  de  la  première  à  la  seconde  esl  posUiye. 
I      Oo  Toit  donc  qne  la  première  série  a  plus  de  termes  que  la 
«coude  ,  qœ  chaque  terme  de  la  première  est  plus  grand 
^ue  floo  correspondant  de  la  seconde ,  donc  : 

m  mm 

a»>6*  +  c*,    — >2. 
n 

On  Toit  que  le  coeflicîent  numérique  de  P  est  moindre  que 
cdnideT. 

T  —  •<29     —  =  2 — j: ;  les  parenthèses  deviennent  : 


A  +  B, 

UordilKrenceest^^^^^ 

Sic>6,  c^«-6''->0;  ^  =  (^)""''<i,A-B<0, 

donc  la  différence  sera  négative ,  c'est-à-dire  que  la  première 
parenthèse  sera  moindre  que  la  seconde. 

Sic<ft,    c'"-i^''*<0;  ^.    ...>i.     A— B>0, 

la  diflèrence  sera  encore  négative  ;  donc  T  <  T. 

Or  m  <<  âTi  ;  la  seconde  série  a  plus  de  termes  que  la  pre- 
mière; chacun  de  ses  termes  surpasse  celui  de  la  série  qui  lui 

m  m  m^ 

carrcapond,  donc  €^<ib^  +  c^  quand  —  <2. 


Aim.MliATltM.V. 
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Ces  dt  rëspifsant  négatif. 

m  m  m 

a   ^  <Zb   ^ -\^t  »•  quelque aoîl—, 

n 

J_  J_4-J- 

On  a  m   '  '  '    m   ~    m  ' 


*i» 

Z*»          c" 

m 

m 

m     fft            w     M 

OU 

^'« 

C»    ,  .   . 

.  fl"  b^  ^-a*  c*, 

or  a'  s 

.6'  +  c', 

donc    ù 

ïe5t>^,     i»esl>«r; 

dooc 

PU      m 

m 

m          mm           •"     ^ 
»*,     ^i»  C*  >  b^   C^\ 

donc 

II 

»    m 

mm           mm 

donc  à 

fortiori 

m 

fit 

mm            mm 

Z»" 

c-<. 

rjii   /j»    _j-  û»    <r*. 

GRAND  CONCOURS  DE  1846, 


M.  Drotiels,  élève  dîslingué  de  Laflèche  ^  nous  a  adressé , 
en  date  du  25  juilliM  dernier,  les  solu  lions  des  deux  ques- 
tions. Nous  les  îfisérerons ,  s'il  y  a  lieu ,  après  les  iolalîons 
courouDées.  La  question  spéciale  ne  laisse  rien  à  désirer. 
Mais  dans  ta  solution  élémeniain  ,  quoique  très-exacte ,  il 
s'est  glissé  un  vice  de  raisonnement.  On  dit  que  les  points 
cherchés ,  slls  existent^  doivent  être  *ur  une  certaine  droite 
qui  divise  les  données  de  la  ligure  symétriquemenL  On  peut 
seulement  conclure,  que  les  points  cherchés  soûl  situés  symé- 
triquement par  rapport  â  cette  droite. 

^ous  devons  au  même  deui  bonnes  solutions  des  problèmes 
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fM  et  115  que  nous  dooneroas  bientôt ,  et  la  tolution  du 
|irob.  198  serait  irréprochable ,  si  Ton  avait  en  ég^ard  ant 
î  terminales  des  siècles  qni  dans  le  calendrier  grégo- 
ne  sont  bissextiles  que  lorsque  le  quantième  est  di?!- 
cible  |iar  400.  Tm. 


BIRL10GRAPHÎE. 


0«OMONiQUB,  GRAPHionB  ET  Af^AiATiQuc,  OU  F  Art  de  trdc^r  les 
cadrans  solaires  ;  par  Dora  ,  officier  d'artillerie  (Lafère— 
1821).  Paris ,  18i6  ,  in-8%  I-VHI  ;  132  p. ,  6  pL  O 

Aucaae  science  ne  fait  autant  d'ingrats  que  la  mathéma- 
tique  9  comme  on  s'exprimait  jadis.  11  n'est  surtout  pas  rare 
de  rencontrer  d'anciens  élèves  de  l'Ëcole  polytechnique 
décriant  la  science  qui  les  a  nourris  ,  qui  les  a  fomiés.  La 
raisoB  en  est  assez  simple ,  mais  exige  pourtant  quelques 
lirélûninaires  philosophiques. 

L'univers  est  régi  par  une  loi  unique ,  suprême ,  que  Dieu 
seul  connaît.  Quant  aux  deux  formes  sous  lesquelles  la  créa- 
tion Doos  appmrêêt ,  quant  au  temps  et  à  l'espace ,  il  nous  a  été 
accordé ,  par  une  révélation  providentielle ,  d'en  scruter  les 
fropriétés,  d'en  étudier  les  lois  qni  sont  aussi  celles  du  monde 
■alériel ,  tel  qu'il  se  manifeste  a  des  sens  humains  ;  et  il  y 
a  qjÊtàqpe  chose  de  vrai  dans  cette  proposition  py thagori- 
ciouie,  que  tous  les  phénomènes  physiques  sont  sous  l'em- 
fire  éamamibre.  Idée  qu'on  rencontre  déjà  chez  le  Psalroiste. 

Aussi  l'habitude  de  méditer  sur  le  nombre  ,  dans  le  sens  le 

n  -GbM iMbttier ,  Imprinitur-librairff.  quai  dtt  AagmUnt,  ss. 


|i]us  général ,  faeililc  singulièrement  la  compréhension  des 
formes,  des  forces;  co  qui  renferme  toute  la  nalure  expert- 
mentale.  Ayez  besoin  défaire  connaître  des  corps  qui  sont  ou 
qui  simulent  des  surfaces  de  révolution  ,  des  surfaces  gau- 
ches, développables,  etc  ;  de  décrire  des  mouvements  com- 
pliqués, résultât  de  forces  variables  d'intensité  cl  de  direction, 
un  géomètre  vous  comprendra  de  suite  ;  vous  parlez  sa  lan- 
gaci  mais  un  non-géométre,  très-dillicîleraent ,  fût  il  d'ail- 
leurs homme  littérairement  instruit.  J'oserai  encore  dire  que 
les  vitesses  instantanément  variées,  les  seules  qo^on  rencontre 
dans  le  monde ,  sont  ce  que  les  gens  du  monde  comprennent 
le  moins,  sî  toutefois  ils  en  ont  une  idée  ;  et  par  contre^  le 
rapport  géométrique,  qu'on  ne  trouve  guère  que  dans  le 
commerce,  est  le  seul  qu'ils  connaissent. 

C'est  précisément  cet  immense  avantage  que  procurent  les 
études  mathématiques ,  cette  extrême  facilité  de  saisir  ce  qui 
se  passe  matcrieliement  dans  Tespace  et  le  temps ,  qui  pro- 
duit tant  de  contempteurs  de  la  sainte  doctrine,  chez  des  an- 
ciens disciples.  Celte  fatilité  devient  si  grande,  qu'on  est  lente 
de  croire ,  que  toutes  ces  connaissances  sont  du  domaine  pu- 
blic ,  appartiennent  au  bon  sens,  et  que  nous  aurions  pu  les 
acquérir  san»  passer  par  cette  filière  de  théories,  abstraites  , 
pénibles,  exigeant  une  si  forte  contention  d'esprit  ;  erreur 
singulière,  où  l'amour-propre,  comme  d'ordinaire >  ne  laisse 
|>as  que  d'intervenir  pour  une  grandn  part. 

Ce  qui  est  beaucoup  moins  étonnant ,  c'est  de  voir  des  pro* 
fesseurs  douter  de  l'utilité  de  leur  enseignement.  Se  bornant 
toujours  aux  propositions  générales;  parlant  sans  cesse  dé 
calculs,  sans  jamais  rien  calculer;  de  mesures,  sans  jamais 
rien  mesurer i  d'équilibre  et  de  mouvement,  sans  jamais 
s'enquérir  ni  de  machines,  ni  d'engins;  éloignant  les  réalités, 
eï  vivant  dans  le  désert  des  abstractions,  il  n'est  pas  surpre- 
naiit  que  ces  anachorètes  finissent  par  considérer  la  science 
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lan  jeu  d'esprit,  jeu  fatigant,  et  |Nir conséquent  assez 
«nouyeax  eC  qu'il  faut  pourtant  jouer  d'après  le  principe, 
priwmm  e$i  vivere. 

Il  serait  extrêmement  utile ,  aux  professeurs  au  moins 
aalatnt  qu'aux  élèves,  qu'il  fût  prescrit  officiellement,  or- 
doDné  d'en  haut ,  de  faire,  dès  ks  élémentaires  y  des  appli- 
caCkms  aux  sciences  accessoires,  physiques,  astronomiques, 
tedmologiques.  Les  examens  des  inspecteurs  généraux  pour- 
raient favoriser  cette  direction.  A  cet  eflet ,  les  collèges 
royaux  devraient  être  munis  de  planchettes,  graphomètres, 
instruments  d'arpeutage ,  pour  apprendre  aux  élèves  le  but 
de  ces  instruments  cl  la  manière  de  s'en  servir,  et  Ton  pour- 
rait diriger  des  promenades  vers  les  ateliers,  fabriques,  usi- 
nes,etc.  Cela  contribuerait  ù  faire  naître,  à  entretenir  l'amour 
de  la  science ,  à  la  cnltiver  avec  zèle  et  ardeur. 

On  objectera  que  renseignement  collégial  embrassaiH  an- 
jourd'bui  Tensemble  des  connaissances  philologiques,  htetori- 
qnes,  littéraires,  scientifiques,  artistiques,  gymnastiques; 
ayant  adopté  pour  devise  de  omnibus  aliquid  (et  par  consé- 
quent de  toto  nihil)^  il  ne  reste  pas  de  temps  pour  les  exer- 
cices, promenades,  visites,  etc.  ;  l'objection  est  très-bonne. 
Le  temps  est  une  quantité  limitée  ;  ce  qu'on  en  donne  au  su- 
perflu ,  est  enlevé  au  nécessaire.  Par  exemple ,  je  ne  suis  pas 
bien  convaincu  de  l'extrême  utilité  qu'il  y  a  pour  les  enfants 
destinés  à  des  carrières  commerciales ,  industrielles ,  mili- 
taires ,  à  perdre  un  temps  considérable  à  fabriquer  (car  c'est 
nne  fabrique)  des  vers  dans  un  idiome  qu'aucun  d'eux  ne 
parlera,  n'écrira  et  que  l'immense  majorité  oubliera.  Je  ne 
sais  pas  même,  jusqu'à  quel  point,  c'est  indispensable  pour  les 
professions  littéraires.  Dans  les  gymnases  de  la  studieuse 
Allemagne,  on  ne  fait  pas  de  vers  latins.  Les  études  classiques 
y  sont-elles  moins  fortes?  L'Allemagne  est  un  pays  où  beau- 
coup de  savants  ,  même  parmi  les  géomètres,  écrivent  en- 


cxire  m  laCfn.  La  France  est  le  seul  pays  où  pas  uo  saraiit* 
mémc^'parinî  les  érudilsde  professioD,  D*éeril  en  cette  langue. 
Ces  réHeîîons  m  ont  élé  suggérées  à  la  îectarede  ce  méoioire 
sur  la  gnoinonique.  Les  profcsscars  pourronl  y  puiser  uoe  foule 
d'applications  du  calcul  numérique  de  rarilhniétiqae,  propre- 
ment dite  ;  des  problèmes  de  géomélrie  élémentaire ,  de  géo- 
métrie descriptive;  et  remploi  des  formules  analytiques  des 
deux  Irigonomélries .  L' ouvrage  a  été  com  posé  à  l 'occasion  d'un 
cadran  à  constrnire  à  t' école  d'artillerie  de  Laférc.  L'auteur 
donne  Thistoriquede  ses  procédés  graphiques  et  analytiques  ; 
de  sorte  que  le  mémoire,  écrit  d'un  style  simple,  et  avec  une 
grande  lucidité^  réunit  le  double  mérite  d'être  à  la  fois  des- 
criptif et  didactique.  L'exécution  y  suit  toujours  la  Ihéorie 
et  montre  que  celle-ci  est  elTeclivemenl  usuelle. 

Un  sait  que  la  gnomon ique  consiste  dans  ce  problème 
général  :  trouver  sur  un  plan  donné  le  traré  de  douze 
plaus ,  passant  par  le  mémo  diamètre  d'une  sphère  et  la 
partageant  en  douze  parties  égales,  La  solution  présente  des 
diflicuUés  quand  il  s'agit  de  la  rendre  simple,  praticable^ 
pour  les  diverses  positions  du  cadran ,  pour  les  divers  usages 
qu'on  veut  en  faire,  et  Taulcur  a  heureusement  aplani  toutes 
ces  diflîcultés. 

L'ouvrage  est  divisé  naturellement  en  deux  parties  ;  la 
première  (4  —  50)  est  consacrée  à  la  construction  des  épures, 
au  tracé  du  cadrati  sur  le  mur;  la  deuxième  partie (60—123) 
aux  formules  nécessaires  pour  le  calcul. 

On  trouve  dans  la  première  partie  toutes  les  iodieatioiis 
pour  tracer  les  lignes  horaires,  déterminer  le  centre,  l^ 
courbes  diurnes ,  la  méridienne  du  temps  moyen,  les  lignes 
du  cadran  et  la  pose  du  style.  Chaque  procédé  est  légitimé 
par  les  principes  théoriques  qui  le  précèdent.  Les  épures  très- 
bien  dessinées  sont  toujours  faites  dans  un  esprit  éminemment 
pratique.  Lh  planche  IV  renfermant  pour  ainsi  dire  Coule  la 


-  W7  - 

da  sojel  est  qd  modèle  du  genre.  La  plancht  YI  tt 
renferme  lei  cinq  cadrans  asiles;  savoir  :  le  cadran 
éfonlorial,  boriiontal,  vertical  non  déclinant,  vertical  dé- 
L,  enfin  le  cadran  parallèle  au  méridien.  Les  notations 
sont  choisies  avec  tant  d'intelligence,  que  l'homme  compétaut 
peut  poor  ainsi  dire  lire  les  planches  sans  consulter  le  texte. 

L'auteur  s'est  montré  très-habile  dans  le  maniement  des 
Ibnnoles  souvent  si  malaisées  de  la  trigonométrie  sphérique. 
U  les  adapte  toujours  au  (ralcul  logarithmique  et  quelquefois 
par  des  artifices  très-ingénieux. 

Noos  signalons  la  formule  (19) ,  page  105 ,  pour  calculer 
l'angle  que  fait  une  ligne  horaire  avec  la  sous-stylaire.  On 
donne  l'équation  polaire  et  l'équation  à  coordonnées  rcclan- 
golairea  des  courbes  diurnes  et  une  discussion  soignée  de 
ces  courbes  du  second  degré.  On  suit ,  selon  le  besoin ,  une 
métbode  mixte  trigonomélrique  ou  à  coordonnées  carté- 
siennes. On  aurait  pu  peut-être  admettre  quelques  simpli- 
ficalkms  et  ajouter  les  formules  nécessaires  pour  apprécier 
finfloenoe  des  erreurs  des  données  d'observations  smr  les  in- 
dications du  cadran. 

L'onvrage  est  terminé  par  une  application  numérique  des 
formules  générales  au  cadran  établi  en  1821  à  Lafère ,  à  la 
latitude  de  Ar  40'. 

Toutes  les  explications  sont  fondées  sur  des  mouvements 
rieU.  Idée  heureuse  que  l'illustre  Lacaille  a  adoptée  dans  son 
astronomie  et  par  laquelle  renseignement  est  singulièrement 
facilité.  A  quoi  sert-il  de  commencer  par  ce  que  tout  le 
monde  sait  être  faux  pour  arriver  au  vrai  ? 

L'auteur,  aujourd'hui  officier  supérieur  distingué  dans 
l'arme  savante  de  l'artillerie,  lors  de  la  composition  de  ce 
mémoire,  venait  à  peine  de  quitter  les  bancs  de  l'école  poly- 
technique et  il  s'est  montré  à  la  hauteur  de  son  sujet,  digne 
élève  du  célèbre  iustitut.  Tm. 
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DU  BINOME  DE  NEWTON  , 
Antérieurement  à  Newton. 

FAR  M.  ARI&TI»£  MJUaBS. 


Le  Ibéorènie  du  binôme  de  Newton^  c'est  ainsi  qu'on  Je 
dénomme  ordinaîremetil ,  n'apparltonl  pa^  exclusivemenl  à 
NettUm.  Hutton  aémiseelte  vérité  atijourd'hui  reconnue, 
dans  son  ïnlroduclion  à  ses  Tables  mathématiques.  Avant 
Newton  y  d'illoslrt's  géomètres,  Luca$  de  Burgo ,  SHfdius^ 
Viék^  Briggn  et  Pa^ca/aYaienl  ouverl  la  voie,  ('e  qui  seule- 
menl  peut  élre  accordé  sans  conteste  aa  prince  des  Malhéma- 
liciens  anglais,  c'est  l'extension  du  fameux  théorème  au  cas 
des  exposants  fractionnaires. 

M.  £d,  Biot  nous  a  appris  (  Journal  des  savants  1835)  que 
la  formation  des  coeilîctenls  des  diverses  puissances  du  binôme 
exprimées  en  nombres  entiers  était  connue  des  Chinois  au 
moins  en  1593,  car  le  Souan  Fa  long  Tsong  (principes  de 
l'art  du  calcul  )  fut  imprimé  en  celte  année.  Les  Hindous 
Irès-vraisemWableraent  ne  sont  pas  restés  en  arriére  de  leurs 
Yoisînschez  lesquels  on  n'a  pas  encore  trouvé,  que  jesache^ 
un  Brahmagupta  ou  un  Anjabhaiia  •  toutefois  Je  ne  saurais 
voir  dans  réûoucé  et  dans  la  solution  d'un  problème  traduit 
du  sanscrit  par  M,  Reuben  Burrow^  la  preuve  évidente  que 
les  Hindous  connaissaient  le  théorème  du  binôme  de  Newton 
dans  îe  cas  de  Texposant  entier  et  positif,  tout  aussi  bien  que 
Briggi  et  beaucoup  mieux  que  Pm^cat  {*).  Ce  sont  là  les  pro- 


Ç)  Biapaphit  umitêrtttUt  ^-  XXXI ,  p.  lit,  Notice  sur  Tiewiom  pu  M.  Biot  : 
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I|Kf  termes  de  M.  Rmbm  Burrow  (*).  Voyons  si  le  problème 
taduil  da  sanscrit  pent  jaslifier  nn  pareil  langage. 

Énoncé  :  «Le  palais  d*un  Radja  avait  huit  portes  ;  or  ces 
portes  peuvent  être  ouvertes  une  à  une ,  ou  par  deux  à  la 
lois,  oa  par  trois  à  la  fois ,  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  qn'en- 
fa  toutes  soient  ouvertes  ensemble.  On  demande  de  dire  les 
Bombres  de  fois  que  ceci  peut  être  fait  ?  » 

SoluiUm:  «Écris  le  nombre  des  portes,  et  avance  en  ordre 
ca  dimiooant  successivement  de  Autl  jusqu'à  l'unité,  et  alors 
dans  Tordre  contraire  comme  il  suit  : 


8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

»  Divise  le  premier  nombre  huit  par  l'unité  au-dessous  de 
lui  •  et  le  quotient  huit  montre  le  nombre  de  Tois  que  les  portes 
peuvent  être  ouvertes  une  par  une.  Multiplie  ce  dernier  huit 
par  le  terme  voisin  sept  et  divise  le  produit  par  le  deux  qui 
est  au-dessous ,  et  le  résultat  vingt-huit  est  le  nombre  de  fois 
qoedenx  portes  diiTcrentes  peuvent  être  ouvertes;  multiplie 
le  dernier  nombre  trouvé  vingt-huit  par  la  Ggure  suivante , 
six,  divise  le  produit  par  le  trois  au-dessous,  et  le  quotient 
dnquante-six  montre  le  nombre  de  fuis  que  trois  portes  dif- 
férentes peuvent  être  ouvertes.  El  encore,  ce  cinquante-six 
mnlUpUé  par  le  cinq  suivant  et  divisé  par  le  quatre  au-des- 
lous  est  soixante-dix ,  nombre  de  fois  que  quatre  portes  dif- 
férentes peuvent  être  ouvertes.  De  même ,  cinquante-six  est 
le  nombre  de  fois  que  cinq  peuvent  être  ouvertes  :  vingt-huit 
le  nombre  de  fois  que  six  peuvent  être  ouvertes  :  huit  le 
nombre  de  fois  que  sept  peuvent  êlre  ouvertes,  et  enCn,  un 


i,  avant  Newton ,  aTait  donné  une  régie  pour  former  direeiemeni  un 
I  quelconque  du  développement  des  puissances  binomiales ,  dans  le  cas 
où  l'eiposant  de  la  puissance  esi  un  nombre  entier. 
O  ÂtitUie  Reêeorekei,  2'  vol.  Appendix,  n«  s. 
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,  e%i  le  nombre  de  Tois  que  toutes  peuvent  être  oirvertes 
semble  ;  et  ta  «omoie  de  toutes  les  différentes  fois  est  25S  • 
Ici  finit  la  traduction  du  sanscrit.  M.  Eeuben  Burrow  coo-  J 
tiuue  :  «  La  démonstration  est  évidente  pour  les  malbématl-  1 
ciens.  En  effets  le  coefficient  du  second  tenue  dans  toute  m 
équation  générale  indiquant  la  somme  des  racines  ^  il  s'en-  ^ 
suit  que  dans  la  puissance  n  de  1+1 ,  où  chacune  des  racioei  i 
est  l'unité,  te  coefficient  indique  les  difTérentes  unités  qui  | 
peuvent  être  prises  dans  n  choses  ;  de  même»  attendu  que  la  | 
coeOicient  du  troisièntie  torme  est  la  somme  des  produits  dif-  | 
férents  de  toutes  les  racines  prises  deux  à  deux ,  il  s'ensuit  é\ 
que ,  etc.  »  (Liiavati ,  section  VI.)  M 

D'abord  nous  dirons  que  Pou  doit  établir  une  distinction  ^ 
entre  la  régie  des  coefficients  et  la  formule  du  binOmc  elle*  I 
fuéme.  D'autre  part,  si  Ton  veut  rattacher  cette  question  à 
l'une  des  théories  des  Hindous ,  il  nous  semble  que  pour  la 
résoudre,  ils  out  suivi  une  route  beaucoup  moins  détoornée 
que  celle  qu'on  leur  attribue.  Les  Hindous  connaisfaient  h 
théorie  des  combinaisons  et  des  permutations,  et  nous  arons^ 
d'après  M.  Burrow  lui-même,  rapporté  à  ce  sujet  f),  une 
question  particulière  qui  ^  si  elle  n*est  pas  d'une  grande  alî- 
lité  pratique ,  a  du  moins  le  mérite  de  paraître  curieuse  à 
AL  Deiambre  (**)  Pour  nous,  la  régie  donnée  précédemment 
par  les  Hindous,  n*est  qu'une  simple  conséquence  ou  plutôt 
une  pure  application  de  cette  théorie.  En  effet ,  le  nombre 
de  fois  que  huit  portes  difTérentes  peuvent  être  ouvertes  une 

H 
à  une,  est  évidemment  égal  à  8  ou  -,  Le  nombre  de  fois  que 

huit  portoi   peuvent  être  ouvertes  deux  à  deux,   ou  le 
nombre  de  combinaisons  de  huit  objets  pris  deux  à  deux ,  est 


("j  Nouf^ltef  ânnalti  de  Matkémaiiqufi,  lome  \\  p.  *7. 


—  Mi  - 

8.7 
là  — .  Le  nombre  de  fois  que  buit  portes  différentes, 

8  7  fi 

être  oavertes  trois  à  trois ,  est  égal  à  -^  ;  etc. 

1.2.3 

b  fiyamt  b  somme,  les  Hindous  furent  amenés  à  oetia 
bien  naturelle  que  pour  passer  du  premier  ternie 
portes)  au  second ,  il  fallait  multiplier  par  7  Toi- 
aie  8,  et  diviser  le  prodoit  par  2,  au-dessous  de  7  et 
pi  Merqneit  son  rang  ;  —  que  pour  passer  du  second  terme 
■Iroiflléiii^,  il  fallait  multiplier  par  le  chiffre  suivant  6,  et 
iviwi  per  le  nombre  au-dessous  de  6 ,  c'est-à-dire  3  qui 
■ar^ieit  son  rang  et  ainsi  de  suite.  Arrivés  à  la  dernière 
nymion  de  forme  fractionnaire,  un  simple  coup  d'œil  jeté 
nr  œ  double  rang  do  chiffres  dicta  aux  Hindous  la  règle 
pli  pat  donnée.  —  Cette  explication  admise,  nous  répéte- 
Mi  «Tee  M.  Plaifair  d'Edimbourg ,  que  ce  problème  prouTe 
ps  les  Hindous  ont  tourné  leur  attention  vers  certaines  in- 
lesligntions  arithmétiques  dont  il  n'existe  aucune  trace  dans 
les  écrits  des  mathématiciens  grecs ,  mais  nous  croirons  avoir 
jlf  ment  démontré  qu'on  n'en  doit  pas  conclure  avec  M.  Aetf- 
tmBwrrcw  que  les  Hindous  connaissaient  le  théorème  du  bi- 
de iVeialon  dans  le  cas  de  l'exposant  entier  et  positif,  au 
anssî  bien  que  Briggs  et  beaucoup  mieux  que  Pa$cal. 

Noos  allons  prouver  maintenant  que  longtemps  avant 
Briggêj  les  Arabes  connaissaient  la  règle  pour  engendrer 
ki  coefficients  des  termes  du  développement  d'une  puis- 
anoe  entière  et  positive  du  Binôme ,  successivement  les 
ans  des  autres  et  indépendamment  de  ceux  de  toute  autre 
pntsanœ.  Cette  règle  se  trouve  dans  deux  de  leurs  on- 
▼TBges  arithmétiques,  dans  le  Meftehal  Hisdb^  ou  Clef  du 
cslcnl ,  composé  par  Djoumshid  ben  Motusaoud  sous  le  règne 
de  OuUmgh  Beg,  petit-flls  de  Timour,  et  dans  Vj^yaun  al 
HiM ,  on  Règles  du  calcul ,  composé  par  Mohammed  Bakir 
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sous  le  rôgoe  de  Shah  Abbas  I,  Yen  l'an  1600.  Ces  i 
oafrages  sont  pen  ou  point  oonnns,  M.  J.  T^rfar  qui  le  | 
mieraréfAèleoreiislfinmn'tpiise^iiroGQrer  dupl 
qn'nn  sim|de  extrait  de  diacon  d'eox ,  élll  n'a  frit  I 
qoe  le  flragment  de  Y^ét^mn  d  HUA ,  qoi  'donne  la  i 
la  formation  des  ooefBdents.  Cest  ce  fIragaiM  q«r  i 
hHons  reproduire  : 

«  Obserfe  que  les  Boâie»  loeonm  (éoeliieicnli)  del 
pnissanoe  sont  des  nombres  qui  sont  |daoés  TiShiMI^ 
lolnt  primiÊm  (la  racine  ou  la  première  puissance)  «t  < 
puissances  antécédentes  (  i.  e.  dont  les  indices  sont  i 
que  celui  de  la  puissance  dont  les  coefficients  sont  < 
dés  )  { la  méthode  pour  les  découvrir  est  comme  II  \ 
Écris  les  noms  de  la  racine  et  de  la  puissance  antécédenteoÉLg 
inférieure  à  celle  donnée  en  un  rang  de  longueur  (t.  e.,en«|f^ 
rang  du  haut  en  bas  de  la  psge),  prends  le  nombra- 
d^  cette  puissance  ddnnée  et  place-le  Tis-lHTisdn  non 

racine ,  alors  retranches-en  un ,  multiplie  -  du  reste  par  le  ^ 

éè 

nombre  qui  est  placé  yis-à-iris  de  la  racine  ou  infersemenl 
(  i.  e.  ou  multiplie  le  reste  par  la  moitié  de  ce  qui  est  placé 
Tis-à-vis  de  la  racine),  et  place  le  produit  yis-à-Tis  du  nom  ^ 
du  carré;  alors  retranche  2  (de  l'indice  de  la  puissance 


donnée)  et  multiplie  -  du  reste  par  ce  qui  est  placé  yis-à-Tii 

du  carré  ou  inyersement ,  et  place  le  prodoit  vi»-à-¥is  da  ' 

cube;  alors  retranche  3  et  rooltiplie  -  du  reste  par  ce  qui 

est  placé  visnà-Tis  du  cube  on  inversement,  et  place  le  pro- 
duit Yis-à-vis  de  la  quatrième  puissance ,  et  ainsi  de  sutle 
jusqu'à  la  fln;  par  une  conséquence  nécessaire  le  même 
nombre  sera  trouvé  dans  toute  place  équidistantc  de  cdle 
du  milieu,  ou  des  deux  qui  occupent  le  milieu;  c'est  pour* 
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i,  si  la  l'aimes  mieux,  écris  la  première  Ogure  trouTce, 
■  à  la  dernière  place  (dans  le  cas  actuel),  ce  qui  est 
(▼ia^-Tis  de  la  racine  et  du  carré  peut  être  écrit  vis-à- 
\  de  la  qualrième  puissance  et  du  cube,  et  ainsi  de  suite 
a'à  ce  qae  ce  soit  complété.  Par  exemple ,  qu'il  soit  re- 
de  trooTor  les  coefficients  de  la  douzième  puissance. 
IÎV0II8  depuis  ta  racine  jusquà  la  onzième  puissance, 
qa'il  a  clé  enseigné ,  et  écrirons  12  qui  est  l'indice  de 
ilhauiiuocc  donnée  yis-à-Tis  de  la  racine  et  à  la  dernière 


j/ÊCt^  retranchons-en  1,  et  mulliplions  ce  reste  par  -  de  i2, 

|fltflcriTons  66  le  produit  Tis-à-vis  du  carré  et  à  Tayant-der- 
■ire  place  \  retranchons  2  et  multiplions  10  qui  est  le  reste 

f»  -  de  ce  qui  a  été  écrit  vis  à-vis  du  (*arré,  et  écrivons 

3 

k produit  qui  est  220  vis<-à-vis  du  cube  et  à  cette  place  qui 
hd  eorreapond  (  i.  e,  équidistante  du  milieu  de  l'autre  c6té)  ; 

li»  retranchons  3  et  multiplions  9  le  reste  par  j  de  ce  qui 

«toppoaé  au  cube,  et  écrivons  le  produit,  qui  est  495,  vis- 
i-?is  de  la  quatrième  puissance  et  de  sa  correspondante  ; 

don  retranchons  4  et  multiplions  8  le  reste ,  par  -  de  ce  qui 

5 

cit  Tis-à-vis  de  la  quatrième  puissance,  et  écrivons  le  pro- 
Mt,  qai  est  792,  vis-à-vis  de  la  cinquième  puissance  et  de 
Il  correspondante;  alors  retranchons  5  et  multiplions  7  le 

mte  par  -  de  ce  qui  est  vis-à-vis  do  la  cinquième  puissance, 

et  écrivons  le  produit ,  qui  est  924 ,  vis-à-vis  de  la  sixième 
foiaance  ;  ces  nombres  ainsi  écrits  sont  les  coeflicients  de 
hdooiîèmc  puissance,  en  voici  la  table  : 
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ton»  DES  PUIMAirCD  MlâCÊOtâlIT  Là  PDlMAHCB  DOKHiS. 

COEfTl  OKiÂ^ 

Racine  (l^*^  puissance).    ,     ..*•..... 

12 

Carré .     . 

60 

Cube 

230 

Quairlëme  puissance ,    .    .    . 

ÛO^ 

Cinquième  puissance 

7ÔÎ 

Sixième  puissance      *>•..**>« 

1>24 

fientlèoie  Duiâsaoce.  .     .         ....... 

,           792 

Huitième  puissante 

ft05 

ÏVeuTième  puissance 

1  «. 

^.^BWètne  puissance*    ,    *    . 

1    - 

12 

»  D'où  il  suit  que  cette  puissance  de  toal  nombre  est  éga 
à  la  somme  des  puissances  de.ses  deux  parties;  et  12  fi 
chacune  de  ces  parties  muUipHée  par  la  oiuièuie  ptiissac 
de  Tautre^  et  66  fois  le  carré  de  chacune  d'elles  par 
dixième  puissance  de  l'autre;  et  ^220  fois  le  cube  de  chacu 
d'elles  pr  la  neuvième  puiâsance  de  l'autre  ;  et  495  fois 
quatrième  puifisance  de  chacune  d'elles  par  h  builiè 
puissance  de  l'autre;  et  792  fois  la  cinquième  puissance 
chacune  d'elles  par  la  septième  puissance  de  l'autre  ;  et  9 
fois  la  sixième  puissance  de  l'une  d'ellps  par  la  sixième  pu 
§auce  de  l'autre ,  et  ainsi  des  des  aulres  cas.  » 

Note.  11  est  remarquable  qu'en  Europe  les  coellïcie] 
binomiaux  ont  êlè  indiqués  pour  les  extractions  des  racii 
avant  de  favoir  êlè  pour  réièvation  îiux  puissances;  la  pi 
mière  indiralinn  5e  (ronrp  danji  rnrilhmêtîr|ue  du  célél 


IMM 
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,  dlé  ci-deMos.  Voici  le  titre  de  TouTrage  :  Ariihme- 
SmimiÊgraj  tmikon  Michaele  Stifelio;  Norimb.  ap.  Joh. 
IMmam,  1544,  in  4.  de  322  pages.  11  y  a  une  prérace  da 
nttbre  théologien  Philippe  Melanchlhon  qai  recommande 
rarilluiiétîqae  parce  qu'elle  forme  Tesprit  et  l'accoutume  à 
irendre  plaisir  à  la  irérité  et  a  la  certitude.  Le  premier  livre 
la  cinquième  chapitre  De  extractionilms  radicum  contient 
«e  section  intitulée  :  De  inverUione  numerorum  qui  pecu- 
liÊriier  pertinent  ad  nuu  species  extracHanum.  C'est  une 
Me  formée  de  colonnes  qui  contiennent  les  nombres  qu'on 
appelle  aujourd'hui  coeiBcients  binomiaux.  En  voici  la  for- 


IVta*  •  ItOêTê  êiniitro  dttetndit  nmêurmlù  nuimêror.  progrêuiô^  qmam  «jr- 
I  poltrU  quantum  voluerit.  Et  illa  radix  ett  sêquentium  laterwn  om- 
,  Jf M»  têcumdum  ItUuê  quod  canttK^t  numêroi  trtgonmliwm  §ie  orilur  9» 
I  tmitir^  :  Duobui  (')  ceUit  de  primo  latere  obmiitû ,  repetitur  num$rus 
i  forf up  in  primo  latere ,  atque  ab  eodem  numéro  ineipit  latut  teeundum 
\  etreuM  tertiam  eellulam  primi  laterit.  Deinde  ex  additione  amborum 
«Bir.  {id  êBi  ax  tertio  primi  laterie ,  et  primo  termina  eeeundi  lattris)  /Il  m»- 
wmm§  ëoemmduê  eeeumdi  latêrit.  Sic  ex  eeeundo  niumero  «wiumN  latertf ,  «1  ex 
ma  eaUmteraii  /if  têrtiue  numerut  teeundi  laterie  ^  et  ex  tertio ,  et  euo  eoUate- 
9tÊi  fU  qmmriiu.  Et  «ie  dêineapt  in  in^itum  /teri  potett  deieentw.  Quemad- 
miêmm  etttiam  naseitur  eecundum  latut  ex  latere  primo  ^  ila  nateitur  UUu» 
ÊÊT^Êmm  em  laiwre  eeeundo^  et  eodem  modo  nateitur  latut  quartum  ex  latere 
fente,  cl  fMinliMi  ex  quarto  :  et  tie  deineept^  ut  in  tabula  omnia  ktee  «mm* 
fÊagitar  vidée,  Certa  admodum  mirandum  ett  talia  eontineri  lub  numerorum 


D*apré8  cette  description ,  il  est  évident  que  le  triangle 
de  Pàical  appartient  à  Stifcl.  Il  se  sert  même  de  cette  table, 
prar  construire ,  à  son  insu ,  les  termes  binomiaux ,  mais 
rien  qn'en  vue  de  l'extraction  des  racines  :  Cui  speciei  qui- 
Kèeiardo  iranstersaliier  progrediens  serviaty  subindicat  vrdi- 
nît  tUtiif  wuimerui  primus ,  notum  est  enim  2  sMndicare  qua- 
drelnni.  Ainsi  pour  l'extraction  de  la  racine  huitième, 
flditt 

Ex  aréimê  iilo  t.  38.  5«  .70.  tuwmniur  numeri  qui  terviant  extraetioni 
MimaiMomMêneieet,  Primo  reeipiuntur  ex  ordine  quo  ponantur.  Deindê  repe- 
MWfl  retrogrado  excepto  ultimo.  Erunt  ergo  teptem  numeri  videlieet 


O  11  faut  duaJbut, 
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8. 3S^&s.Ta*se,2S^  e<  «Jcui/i&f  f  eorum  pr œpano  tuât  ti frai.  Reeipii  autfmquitihët 
eorum  pro  le  eifram  unam  ,  et  prff  quoiibet  ttquênii  numéro  ttiam  unam  rf- 
etpil.  Ut  8  teptem  eifrat,  unam  pro  te  et  rttiquoi  tex  pro  reliquit  tête  fmmerù 
tequentibut  :  tic  lecvndm  numerui  ^  id  tttt  Jâ,  recipil  ter  et f rat,  uttamprotê 
et  atiat  quiiufye  pro  numtrit  quinque  tequentibui  :  tic  tertiut^  idttl  âfS  rtHpit 
çuii^^ue,  et  quortut  eti  70  recipit  quatuor ,  cl  tic  deincept,  quemadfnodutm  tidêt 
eût  hU  elfe  potitot  :  siKtOOO&a 

28000&IX» 

5000000 

TCMHIOO 

£9000 

saoo 


C'est  loul  ceqa'il  dit  de  rextractiort  de  ta  racine  huitième^ 
il  eu  résulte daircmenl qu'il  avait  le  seatiment  du  bîoôme  et 
le  formait  même  ;  aussi  Mstaer,  doot  noas  avon§  extrait  ce 
qui  précède  ,  dit  avec  raîsou  que  Stifel  cou  naissait  le  théo- 
rème binomîal  virtuaiiter,  mais  noii  formalùer  { Geschichtc 
der  Mathematîk,  t,  I,  p.  128»  1796).  On  peut  eo  dire  au- 
tant de  la  théorie  des  logarithmes.  Ainsi ,  dans  le  4""°  cha- 
pitre du  1""  livre,  où  il  traite  des  progressions  gconié- 
triques ,  on  lit  :  SequUur  ulilis  traciatio  ut  progrès- 
sioni  arithmeticœ  respondeat  geometrica  progressia.  Il  mon- 
tre rasage  qu'on  peut  faire  de  cette  correspondance, 
pour  changer  ta  multiplication  et  la  division  en  addition  et 
soustraction  ;  les  élévations  aux  puissances  et  et  tractions  de 
racines  en  multiplication  et  division,  et  donne  des  exemples. 
It  dit  la  chose  et  ne  se  sert  pas  du  mot  puissance  ,  mais  il 
emploie  le  mot  exposant  dans  le  met  ne  sens  que  nous. 
Ainsi ,  dans  une  équation  où  un  zenâicuhe  doit  être  é^al  à 
un  sursolide  plus  35156  bicarrés  ^  il  dit  que  les  exposants 
sont  6,  5,  4.  Cet  homme  de  génie  né  à  Ëslingen  en  1509 , 
et  pasteur  de  1  église  de  liolsdorf ,  a  euseigné  en  Saxe« 
en  Prusse  et  en  diverses  villes  de  France  et  d  Italie,  et  est 
mort  à  léua  en  1567.  Il  a  publié  une  arithmétique  eu 
allemand,  Norimb*,  1345,  in-i%  et  un  livre  de  calcul 
(  Reehenbuch  ]  sur  la  pratique  ilattenne  et  allemande, 
IVurcmb.,  1546,  in'4^ 
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■r  M      sss^=ssz         .  ,  ■  ,       I  m  I    .il  'I   sg= 

SUR   LES 

MÉTHODES  MÉTAMORPHIQUES  (de  transformation), 
et  théorie  den  points  correipoftdanii. 


I.  Soit/(j:,^,  z)=:0  Féquation  d'une  sorfaoe  algébrique 
du  degré  met  rapportée  à  trois  plans  coordonnés;  prenons 
arbitrairement  trois  fonctions  F.,  F.,  F,  à  six  variables 
jc^  y  y  z,  u,  ty  if^  et  égalons-les  à  zéro  ;  et  regardons  u^t^v^ 
comme  des  coordonnées  rapportées  à  d'autres  plans;  élimi- 
nant x.y^  z  entre  les  quatre  équations,  on  aura  une  équa- 
tion entre  les  trois  variables  u,  t,  if  qui. représentera  une 
nouvelle  surface,  dont  les  propriétés  géométriques  ont  évi- 
demment des  relations  avec  celles  de  la  première  surface.  Si 
une  propriété  de  la  première  est  ei primée  analytiquement 
par  ane  certaine  fonction  <p  (x,^,  z)  =  0 ,  on  aura  de  suiie,  la 
propriété  correspondante  de  la  seconde  en  éliminant  x,^,  z 
entre  cette  équation  et  les  trois  équations  arbitrairement 
choisies.  Il  en  sera  de  même  si  Féquation  f  =  0  renferme 
des  coefficients  différentiels  :  la  nouvelle  surface  prend  le 
jiom  de  surface  troM formée  relativement  à  la  première,  le 
mot  étant  pris  dans  son  acception  la  plus  générale. 

II.  On  restreint  ordinairement  celte  acception.  On  impose 
la  condition  que  chaque  point  de  la  surface  transformée  ne 
corresponde  qu'à  un  seul  point  de  la  surface  donnée  et  inee 
jcerêàf  dès  lors,  les  trois  fonctions  arbitraires  ne  peuvent 
Avoir  que  cette  forme  -. 

F,=  X  (a  +  ^/+cii+^M4-^(e+//-|.^u  +  Ap) 

iNii.DBiiATnfiM.  y.  33 
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Dans  F/tes  constanlcs  portent  un  accent  et  dans  F,  deux 
accenls.  Chaqoe  Tonctton  renfermant  seize  conslantes  arbi* 
traires  et  en  toot  quarante- cinq  rapports  arbitraires.  On  en 

déduit  jc  =1,^  =^,  ''  =  5  '  ^'  **'  ''*'^  ^  ®**"*'  géoérale- 

ment  parlant^  des  fonctions  en  u,  r,  ^,  du  troisième  degré 
dont  la  sur  race  transformée  sera  au  plus  du  degré  trois  m. 
Si  l'une  des  trois  fonctions  ^  soit  F,  ne  renferme  aucune  des 
Tartâbles  n,  i^t^,  alors  les  fonctions  p,  p',  p',  Q  oe  sont  qne 
du  second  degré  j  et  la  surface  transformée  est  du  degré  deux 
m.  Si  deux  des  trois  fonctions  ^  soient  F,  et  F,,  sont  indépen- 
dantes des  Yariables  n,  £,  f ,  la  surface  transformée  n*esl  plu» 
que  du  degré  m.  On  pourrait  appeler  la  première  de  ces 
méthodes  métamorphiques ,  a  raison  du  degré  des  formules , 
méthode  ternaire;  la  deuxième  méthode  binaire  et  la  troi- 
sième méthode  simple.  On  n'a  pas  encore  que  je  sache  fait 
nmgc  de  îa  méthode  ternaire.  M.Magnus»  comme  nous  Ter- 
rons ci-dessous,  a  employé  la  méthode  binaire.  MM,  Pon- 
celel  et  Chastes  ont  doté  ta  science  de  IVspace  d*on  grand 
nombre  de  beaux  théorèmes,  à  raîdede  la  troisième  méthode 
et  de  la  seconde  que  M.  Chastes  a  si  fructueusement  étudiée, 
sous  le  nom  de  méthode  homotjraphique ,  dans  Vaperçu  histo- 
rique mr  rorigitic  et  le  développement  des  méthodes  en  géo- 
métrie (1837)  î  ouvrage  devenu  malheureusemenl  trop  rare. 
Ainsi  par  la  méthode  ternaire  le  plan  se  transforme  en 
surface  du  troisième  degré^  et  riiilersection  de  deux  plans  où 
la  droite  se  transforme  dans  Tintersection  des  deux  surfaces 
du  troisième  degré;  parla  méthode  binaire,  le  plan  se  trans- 
forme en  surface  du  deuxième  degré  et  la  droite,  dans  l'In- 
lersection  de  deux  de  ces  surfaces  ;  par  la  Dièthode  simple  ou 
homographique,  le  plan  reste  un  plan ,  et  la  droite  une  droite* 
Nous  allons  donner  d'après  M.  MagnuB  quelques  applica- 
cations  aux  coniques  de  k  méthode  binaire  tomme  exemple 


j 


—  4»  - 

4e  moyen  heorislique ,  oa  nioyeD  poor  déooavrir  des  (hèo- 
réiaeê  de  gédmélrie  (Grelle,  tome  8,  p. 51;  1892,  Méraolr* 
eo  ttUïÇÊiB). 

Méthode  binaire  au  komogff'aphi^pie. 

III.  Soient  x^y  les  coordonnées  d'un  point  dans  on  pka 
XY;  et  tf,  f  les  coordonnées  correspondantes  dans  le  plan 
UT,  et  posons  : 

(flr+ftx+c)it+(a>+é'x+c')£+a'y-t.é"x+c''=0,      (1) 

on  en  déduit  : 

y  (au+a't+a")  +x  (bu+b't+V)  -f  ca+c'/+c"=0,    (S) 

forinnlé^  métamoiftaciQes. 
Mettons  les  équations  (1)  et  (2)  sous  la  forme  : 

Au  +  A7-»-A"  =  0,  (() 

Btt-t.B'<+B"=0;  (6) 

d'où 

_  Ag~A'W  A^'B— Ay 

**  ~   AB-A'B    '  '  ""  AB— A'B* 

lY.  Soit  une  droite  située  dans  le  plan  UT  et  donaée  par 
réqaatioDM»^+  A(7). 

La  conique  correspondante  dans  le  plan  XY  a  poo^  éqtOh 
lUm  : 

A'B''-A"B'  — «-(A'^B  — AB")  — A(AB'  — À'B)=::0;    (8) 

pour  quecette  équation  soît  satisfaKe  par  des  valeurs  de  or  eC 
de^ ,  iudépeodamment  d'aucune  valeur  de  ^  et  de  h^  il  isnC 
qne  les  trois  binMies  soient  nuls  ;  or  deux  de  ces  binûniea 
peuvent  étreanaïutés  au  moyen  de  quatre  couples  de  valeurs 
dé  jr  et  dejr,  parmi  lesquelles  il  y  en  a.au  moins. dmia  ie 
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réelles;  en  effel,  ptisoDS  par  exemple  A"B  —  AB"  s^  0; 
k  AB*  —  A'B  =0  i  on  y  satisfait  par  i'équaticiû  A  ^  B  j^  0; 
or  A  el  B  élanl  du  premier  degré  donnent  un  couple  de 
valeurs  réelles;  il  existe  donc  encore  au  moins  un  second 
couple  do  valeurs  réelles  et  ce  second  couple  annule  aussi  te 
troisième  binôme  ;  car  on  a  : 


it  existe  donc  dans  le  plan  XY  trois  points  ou  au  moins  un 
point  par  lesquels  ou  lequel  passent  toutes  les  coniques  cor- 
respondantes aux  droites  tracées  dans  le  plan  UT,  points  dont 
les  coordonnées  sont  fonction  des  dix- huit  constantes,  fions 
désignerons  ee^  points  par  X',  X'\  X"'  el  nous  les  nommerons 
point$  principaux,  lleslévidenl  que  rétiproqucmenl  à  une 
droite  tracée  dans  le  plan  Xï  corrcëpond  une  conique  dans 
le  plan  UV ,  passant,  généralement  parlant,  par  trois  points 
principaux  que  nous  désignons  par  U',  U",  U"'. 

Obsertmiion.  Lorsqu'un  des  binômes  AW — A'B  s'abaisse  au 
premier  degré,  un  point  principal  ou  même  deux  tû[ul>enl  à 
rinfini. 

V.  Aune  conique  tracée  dans  r un  des  plans,  correspond 
dans  Tautreune  ligne  du  quatrième  degré;  mais  si  la  conique 
passe  par  les  trois  points  principaux,  la  ligne  correspon- 
^^         dante  sera  une  droite,  comme  il  est  facile  de  s'en  con- 
^H         vaincre. 

^^B  VI.  A  un  faisceau  de  droites  convergeant  vers  un  même 

^r  point  correspondent  dans  Vautre  plan,  autant  de  coniques  pas- 

^^  sant  par  les  trois  points  principaux  et  par  un  même  qua- 
^H  triéme  point;  lorsque  les  droites  sont  parallèles,  ce  qua- 
^H  triéme  point  varie  avec  la  direciion  des  droites ,  et  a  pour 
^^  Ireu  géomélrique  une  conique.  En  cITel,  considérons  g  comme 
^^         constant  el  /*  comme  variable,  alors  on  a  un  sysiéme  de 


^ 
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droites  parallèles  ;  et  Féquation  (8)  est  satisfaite  par  les  va- 
lenrs  de  x  et  de  ^  qai  satisfont  aox  éqaations 

g  (A.'  B  -  AB  ")  —  (A'B"-^  A'F)  =  0, 
AB--.A'B  =  0; 

toutes  ces  coniques  passent  par  les  trois  points  principaux,  el 
par  le  même  quatrième  point  dont  les  coordonnées  satisfont 
à  ces  deux  équations  qui  sont  indépendantes  de  )ï  ;  ce  qua- 
trième point  correspond  au  point  de  convergence  situé  à 
rinfini  des  droites  parallèles;  la  dernière  équation  est  indé- 
pendante de  g  ;  donc  les  points  situés  à  l'infini  dans  un  des 
plans,  ont  pour  correspondante  une  conique  dans  l'autre  plan 
et  représentée  par  l'équation  AB'— A'B=0  dans  le  plan  XY. 

Vil.  A  une  droite  passant  par  un  point  principal  d'un  plan 
correspond  le  système  de  deux  droites ,  passant  par  les  points 
principaux  de  Tautre. 

Caniquei  homothétiques. 

VIII.  Prenons  pour  formules  métamorphiques  : 

rtj-a  +  ftxr-f  1=0, 

on  a  :        u= ^  ,  ,   ,;     ^= .  ,  ,    ,; 

ainsi  la  droite  u  =  ^r  -f-  A  »  située  dans  le  plan  UT,  a  pour 
correspondante  dans  le  plan  XY  la  conique 

a  et  i  étant  indépendants  de  g-  et  A,  il  s'ensuit  que  toutes 
oes  coniques  sont  semblables  et  semblablcment  placées,  ou 
autrement   sont   hiomoihéA\q%ke%  ^  expression  qu'on  doit  à 
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AI.  Ghasles  (1)^  l'origioeest  un  centre  d'botnologie  et  un  point 
principal  5  les  deux  autres  points  sont  à  rinfinî  (Voir  Oburoa- 
Uon  IF)  î  Véqualion  de  la  taugente  à  rorigine  est^— ^:c=0; 
donc  pour  toutes  les  droites  parallèles ,  les  mniques  corres- 
pondantes  se  toueheot  au  point  principal  ;  donc  aussi  Tangle 
sous  lequel  se  coupeot  deux  droites  dans  le  plan  UT,  esl 
égal  à  l'angle  sous  lequel  se  coupent  les  coniques  homotbé- 
tiques  coirespondantes  dans  le  plan  XY  au  point  principal  X'. 
On  peut  supposer  que  les  axes  jc^  y  font  le  même  angle 
que  les  axes  t^u, 

IX.  Soit  abc  un  triangle  tracé  dans  le  plan  UT^  aa\  bh\ 
t^  les  perpendiculaires  abaissées  de  <3,  b^  c  sur  les  cAtés  op- 
posés et  p  leur  point  de  rcDcontre. 

Prenons  la  transformation  honiQihéiiqueî  aux  c6tés  ab, 
bc^  ac  répondent  dans  le  plan  XY,  trois  coniques  homotlié* 
tiques  passant  par  le  poînl  principal  X'et  se  coupant  deux  à 
deux,  aux  points  ?,  {3^7  correspondant  aux  sommets  a,b,c, 
aux  trois  hauteurs  aa\  bh\  ce  correspondent  respectivement 
trois  autres  coniques  homothédqueSf  passant  re^pectiTement 
parles  poiuts,  a^  ^,  7  et  coupaot  respectivement  les  trois  pré- 
cédentes coniques  sous  des  angles  droits  et  se  rencontrant  au 
même  point  y  eorrespondant  au  poiot/?;  on  a  donc  cette 
proposition  : 

Théorème.  Dam  un  plan  qti  donne  sept  points 

on  fait  passer  six  coniques  homothétiques  par  les  poinU 

X'ap,  X'«7,  X>ï  î  XV,  XW»  XW; 
si  tes  trois  dernières  coniques  coupent  respectivement  les  trois 

O  II  f«riit  |tcui-iire  |»li»i  ei*c(  de  dire  lignai  h«aiftihél«i.         :  ,44^ 


=0; 


Lhè- 


r. 
al 
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Cffcfes. 

^  f  X.  Si  dans  les  précédentes  formules  métamorphfqoes ,  on 

^  ^         suppose  les  axes  rectangulaires  et  a =6,  les  coniques  d«f  ien- 
nent  des  cercles. 

Soit  dans  le  plan  UT,  un  cercle  c  passant  par  le  point 
principal  X  ;  et  deux  sécantes  d^  d\  se  rencontrant  eu  p  et 
coupant  le  cercle  aux  points  a^  b\  a\  b\  et  soit  p' Tioter- 
sectjon  des  cordes  ab\  alh  que  nous  désignons  par  t  et  ^\ 
p'  est  sur  la  polaire  de  /?;  et  soit  t  le  pôle  d'une  troisième 
droite  r  passant  par  p  et  sur  laquelle  p  se  meut ,  et  1  les  di- 
yerses  polaires  des  points  de  r  ; 


au  point  p  correspond  un  point  «  dans  le  plan  xy, 

jBa  cercle  c  une  droite  7, 

à  ladrQite<<  un  cercle  ^  passant  par  ir  et  X'  et 

coupant  7  en  «et  p, 
iladroUa^^'  ^ passant  par  ?r  et  X' et 

coupant  7  en  «  et  p^, 
i  la  droites  f  passant  par  X'ya,p,s^, 

à  la  droite  «"  c'  XV,?^,»', 

Il'  est  le  point  correspondant  à  p'\ 

i  la  polaire  i  dc/i  correspond  le  cercle  <r  passant  par  X\ 

à  la  droite  r  décrit  par  p  correspond  un  cercle  p  passant 

parX'. 

Les  diyers  cercles  o  correspondant  aux  diverses  polaires 
sde  p  M  transportant  sur  r,  passent  par  X'  et  encore  par  un 
point  T  correspondant  à  ^  ;  de  là  ce  théorème  : 

Si  par  deiAX  points  donnés  ic  ^T,  ^  on  fait  passer  deux  cercles 
quelconques  J,  f.  coupant  une  droite  donnée  en  quatre  points 
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d,  p  i  ft',  p','  /«  dtfiw;  cfTcfoj  Tr,ap,  fr^a'p'  56  cou^mt  en  un  second 
point  t:\  dmi  le  Heu  est  un  certle  «r,  pansant  par  n^  ;  si  le 
point  TT  varie  et  se  meut  sur  un  cercle  passant  par  tt,  ,  le  cer- 
clée variera^  mais  passera  constamment  par  un  même pointr. 

XI.  tn  invoquant  In  théorie  des  polaires  réciproques ,  en 
obtient  h>  Ihëorème  suivant  : 

Soient  deux  coniques  J,  r)'^  ayant  un  même  forcer  fixe  et  dont 
chacune  touche  deux  droites  fixes  tt,  tt,^  51,  d'un  point  donné'^^ 
on  mène  à  chacune  de  ces  coniques  deux  tangentes  ^ ,  p  «/  a',  p'  ; 
déplus^  Si  dam  les  deux  triangies  formés  respectxmment  par 
les  droites  ït,  ^  « ,  o'  ;  i?, ,  p ,  p'  ;  on  inscrit  deux  nouvelles  coni- 
ques t ,  £  de  même  foyer  que  les  premières  ;  ces  coniques  «,  •'  au- 
ront une  seconde  tangente  commune  k  qui  touchera  une  seule 
et  même  conique  c  ayant  le  même  foyer  et  la  même  tangente  jt,. 
Si  la  droite  1:  change  de  situalioti^  mais  de  manière  a  rester 
tangente  à  une  même  conique  cou  focale  ^  qui  louche  la  droite  ir,  j 
les  diverses  coniques  u  qui  en  naissent ,  toucheront  une  seule  eê 
même  droite  t. 

XII.  Trois  coniques,  passant  par  les  points  principaux  X\ 
X\  X'"  du  plan  XY,  deviennent  des  droites  et  une  droite 
devient  une  conique  dans  le  plan  UT  j  de  là  et  de  la  théorie 
des  polaires  réciproques,  on  déduit  le  moyen  de  sextupler ^  le 
théorème  de  PascaL 

1.  Théorème  de  Pascal  sur  Theiagoue  inscrit. 

2.  Théorème  do  Brianchon  sur  rhexagone  circonscrit 
(par  les  polaires  réciproques). 

3.  Soiint  sii  points  a^^  a^,  a^^  ^i^^h>  ^t  sur  uue  même 
droite  el  X',  X'\  X'",  trois  points  quelconques,  tous  dans  le 
même  plan;  soient  décrites  les  six  coniques:  X^X'X'"a,a.j 
X'X^'X''^.«„  X'\"X^'a.a,,  \'\"X'"a,a,,  X'X'^r^'^^, 
X'X'-X"'rf(^,  ;  le  quatrième  point  d Intersection  de  la  première 
conique  et  de  la  quatrième  ;  de  la  deuxième  et  de  ta  cin- 
quième }  de  la  troisième  et  de  la  sixième  ;  sont  tous  situés  snr 
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une  mtaie  conique  passant  par  les  (rois  points  X',X'',  X"'  : 
déduit  do  théorème  1  par  la  méthode  métamorphique. 

4.  Soient  décrites  six.  coniques  passant  par  trois  points 
Gxes  X',  X",  X'"  et  touchant  une  même  droite,  et  soient  dé- 
signes les  quatrièmes  points  d'intersection  de  ces  coniques 
par  <2„  a,,  tf,^  a^,  ag^  ac  ;  si  l'on  décrit  les  trois  coniques 
XTH'X'^afi, ,  X'X"X"'a.a5 ,  X'X"X'"a^, ,  elles  se  coupent  en 
on  même  quatrième  point  :  déduit  du  théorème  2  par  le 
procédé  métamorphique. 

5.  Soient  tirées  arbitrairement  d*un  même  point,  six  droites 
^o  ^.9  ^3  1  ^4)  ^S9  '<6,  et  soient  encore  dans  le  même  plan 
trois  droites  fixes  X\X",X'"  ;  si  dans  les  six  pentagones  formés 
par  ces  trois  droites  et  deux  droites  consécutiTcs ,  a,a. , 
a,a,....â^, ,  on  inscrit  six  coniques ,  les  quatrièmes  tan- 
gentes communes  à  la  première  et  à  la  quatrième  conique, 
à  la  deuxième  et  à  la  cinquième  conique  ,  à  la  troisième  et  à 
k  sixième  conique ,  formeront ,  avec  les  trois  droites  X', 
X",  X'",  un  hexagone  dans  lequel  on  peut  inscrire  une  coni- 
que :  déduit  par  les  polaires  réciproques  du  théorème  3. 

6.  Soient  décrites  six  coniques  touchant  trois  droites  fixes 
X',  X",  X'"  et  passant  par  un  même  point ,  et  soient  désignées 
les  quatrième  tangentes  communes  à  deux  coniques  consécu- 
tives par  a, ,  a^  ....  ae,  si  dans  les  trois  pentagones  formés 
respectivement  par  les  droites  X',  X",  X'"  et  les  systèmes  de 
droites  a,a^ ,  a^a^ ,  a^ ,  on  inscrit  trois  coniques ,  elles  au- 
rcNit  une  même  quatrième  tangente  commune  :  déduit  du 
théorème  4  par  les  polaires  réciproques. 

Il  est  bon  d'observer  que  les  constructions  contenues  dans 
les  énoncés  de  ces  six  théorèmes  peuvent  être  variées  de 
soixante  manières. 
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Méthode  simple  ou  per$pectiv$, 
XIL  Prenez  pour  formule  métamorphique  : 

Alors  à  une  droite  du  plan  UT ^  u—gr-{- A ^  correspond 
dans  le  plan  Xjr  Ja  droile 

^V+  ^"^  +  ^"-S^  C«>  +  f^  +  O  +  4  (oy + £.x  +  e)=0. 

Par  un  chaD^ement  de  coordonnées,  les  deux  formules 
métamorphiques  peuvent  être  ramenées  à  celles-ci  : 

Et  supposant  que  let  axes  x,J^^  elles  axes  li,  i  forment 
le  même  an^le;  soit  M  un  point  du  plan  XY  et  M'  son  cor- 
rcspondant  sur  UT  5  si  Ton  applique  le  plan  XY  sur  le  plan 
UT,  de  manière  que  Taxe  x  concorde  avec  Taxe  T  el  l'axe 
Y  avec  Taxe  U  î  alors  la  droile  MW  passe  par  l'origine ^  car 

U         Y 

—1==^.  Pour  avoir  les  points  M  qui  tombent  sur  leur  cor- 

i         JC 

respondant  M',  il  suffit  de  faire^=iiï  x^=t\  d'où 
{ay-\-b:r-\-C'^\)y  =0, 

deux  équations  qui  sont  satisfaites  par  x=r^^0;  ce  qui 
donne  Torigine,  cl  ensuite  par  ay'\'bx^û — ^i  ^0,  Donc, 
cette  droite  coïncide  avec  sa  corrospondaDtc  ;  on  peut  l'ap- 
peler aore  de  coUinéation.  Il  est  évident  que  le  point  de  con- 
cours des  deux  droites  correspondantes  est  sur  l'axe  de  coUi- 
Déation. 
Par  le  moyen  de  ces  dernières  formules  métamorphiques  1 
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00  peut  donc  démontrer  une  foole  de  Ibéorèpnes  de  la  géomé- 
trie  de  ntoation. 

Méthode  métamorphique  indéterminée, 

Xni.  Ne  prenons  qn'ane  seule  équation  métamorphique, 

(ay+bx+c)u+{ay  +  b'x'\'C)t+ay'\-b"x-\-cf'=zO. 

AlcNn,  à  un  point  M  (x^^y)  du  plan  XY,  correspond,  dans 
le  plan  UT,  une  droite  exprimée  par  l'éqaation 

{qy'+bx'-hc)u+{ay  +  b'x'+(/)i  +  ay+b"x'+&'  =  0. 

Par  un  changement  de  coordonnées,  on  peut  donner  à  cette 
équation  la  forme  (^j^-f-^J:+^)'*+(^^+^-^+^)^+^+ 
ex-(-/=0(1),  et  faire  que  les  angles  des  nouyeaax.  axes 
soient  égaux. 

Si  on  pose  le  plan  XY  sur  le  plan  UT  de  manière  que  les 
axes  ço'uicident,  le  point  M  tombera  quelque  part  en  M' sur 
le  plan  UT;  si  on  cherche  la  droite  qui  sur  le  plan  répond  à 
M' en  appliquant  le  plan  XY  sur  le  plan  UT ,  cette  droite  est 
la  même  qui  correspond  à  M  ;  car,  Téquation  de  cette  droite 
a  ce(te  forme  symétrique  : 

ajru+b(xu+yi)+cxt+d(u+jr)+e(x+i)+f=^0. 

Pour  trouver  les  points  qui ,  dans  les  plans  ainsi  super- 
posés, tombent  sur  lenrs  droites  correspondantes,  il  suflBt  de 
faire ,  dans  cette  dernière  équation ,  u s=^  et  /  =  x,  et  Ton 
trouYC  l'équation  d'une  conique  : 

ay+^y'\'Cx*+2dy'{-2ex+/sm  0. 

On  YOit  que  la  polaire  du  point  M  {x\  y),  par  rapport  & 
cette  conique,  est  précisément  l'équation  de  la  droite  corres- 
pondante. 

XIY.Cequi  précède  suffit  pour  faire  connaître  l'origine 
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de  cet  océan  de  théorèines  que  nous  devons  aux  docirines 
métamorphiques i  source  intarissable;  il  est  extrémemexit 
utile  d'en  propager  le  principe*  Nous  avoos  déjà  ea  oc- 
casion de  dire ,  et  H  n'est  pas  superflu  de  le  redire,  que  le 
procédé  métamorphique  a  été  indiqué  par  Kewlou  et  géné- 
ralisé quant  à  la  méthode  perspective  par  Waring  (/^.  l.  IJl , 
p.  417). 

Observation.  Nous  reviendrons  sur  celle  malière  en  ren- 
dant compte  d'un  mémoire  de  M.  Lalanne  [Ix'on],  sur  la 
géométrie  anamorphiqm  {défonnative}. 


NOTE  SUR  LES  TABLES  DE  CALLET, 


On  lit  :  logaril.  hyperbolique  f  099— 7,002i  [î)595> 

le  chiffre  entre  parenthèse  est  à  effacer ,  il  faut  7^0021595 

Cette  erreur  a  été  découverte  par  M.  le  professeur  Guder- 
mann  en  calculant  ses  précieuses  tables  de  rouctions  poten- 
tielles {Ctelle,  t  IX,  p.  362). 

Nous  signalerons  dans  les  tables  de  Caîlet  Fabsence  incon- 
cevable de  loule  table  de  matières,  et  de  toute  pagination ,  et 
que  j  ai  faites  dans  mon  exemplaire ,  on  désirerait  la  table  des 
sinus  verses  si  utile  eu  mécanique*  Pourquoi  n^indique-t-on 
pas  par  un  point  placé  sur  le  dernier  chilTre  à  droite  comme 
dans  les  tables  de  M,  Bahbage^  si  les  nombres  sont  par  excès 
ou  par  défauts,  indication  indispensable,  pour  juger  de  TesLac- 
tituile  des  résultats?  M.  Levesque  (F.  L  IV ,  p,  310)  a  cal- 
culé les  logariL  des  six  tables  suivantes  : 
l*sincos^2''stntang,  3^  coscol,  4^  séccoséc,  5^cotcoséc,  6°séctanf 
dont  a  souvent  besoin  ^  la  publication  de  ces  tables  serait 
fort  utile.  ,.^^^  .iiki^-4^^. 
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SUR  L'EQUATION  DIFFÉRENTIELLE  de  la  page  396. 

PA&  M.  JUZJB8  VZSnxS, 

Professeur  à  l'École  normile. 


Le  dernier  numéro  de  Fulilc  recueil  que  vous  rédigez, 
renferme  un  article  de  M.  Turquan  (p.  396) ,  dans  lequel  ce 
professeur  se  propose  d'intégrer  l'équation  : 

(i)....g-i-<P(^).  (£)'=*(.-). 

L'int^rale  qac  donne  l'auteur,  n'est  pas  exacte ,  au  lien 
delà  formule: 


li+^{y)é^'"^"' 


jqui  termine  Varticlc  en  question ,  il  faut  écrire  : 

'î^'^'*'* .+c. 


Wï. 


Peut-être  n'est-ce  qu'une  faute  d'impression  (*).  Au  reste  Tin- 
légrale  de  l'équation  (1)  est  connue  depuis  longtemps.  Ainsi , 
dans  la  mécanique  de  Poisson  (!*'  vol.  p.  353),  on  trouve 
l'intégrale  de  l'équation  à  laquelle  conduit  l'étude  du  mouve- 
ment du  pendule  simple  dans  un  milieu  résistant.  Cette 
équation  différentielle  est  de  même  forme  que  l'équation  (1), 


n  C'est  une  faute,  mais  non  pas  typographique;  elle  m'a  échappé. 

Tm. 
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et  le  proaide  d'iûlégration  que  donne  Poisson,  est  applicable 
de  toot  point  au  cas  acluei. 

Si  main  tenant,  on  exanainw  le  procédé  einplojé  parM  ,1*11?- 
quan,  on  trouve  qu'il  peut  être  notablement  abrégé.  En 
effet,  après  avoir  cbangé  la  variable  indépendante  a:,  dam 
la  variable^,  ce  qui  donne  Féquation  (2)  de  l'auteur  : 

il  est  inutile  de  recourir  à  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires. N'est-il  pas  évident  que  si  l'on  prend  pour  inconnue 
la  fonction  p',  Téquation  cî-desius  que  Ton  peut  écrire  sous 
la  for 010 1 

d.p* 


dy 


+2T(r)*/''=2^Lr), 


d 


.+,„,(♦)■-,„(£)■. 


n'est  antre  qu'une  équation  linéaire  du  premier  ordres  entre 
la  ronctîon  />*  et  la  variable  y ,  qui  s'intèg^re  immédiatement  ? 
£o  terminant ,  je  ferai  observer  que  Téquation  (1)  ^  objet 
de  ces  recherches ,  n'est  elle-même  qu'un  cas  particulier  di 
réquation  bien  connue  : 

dy 

laquelle,  par  le  chaDgemeot  de  variable  indépendante  indique 
plus  haut ,  se  ramène  k  -. 

C'est  Véquation  de  Jacques  Bernoulii. 

Note.  Cette  dernière  solution  est  aussi  îndîquéc  par  Euler. 
{Cal,  inL,  L  II ,  prob.  96  ,  p.  40).  Tm, 
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ANNONCES. 


TaioaiMBS  de  Géométrie  ,  réduits  à  kar  plas  simple  expres- 
sion par  le  chevalier  Yasse  de  Saint-Ooen ,  inspecteur  re- 
trmîté  de  l'Université;  etc.  4  pages,  format  Atlantique. 
Pferis,  Hachette,  libraire.  Prix  :  1  fr.  (sans  date). 

C'est  une  exhibUion  systématique  des  théorèmes  et  des 
figures  de  Legendre ,  avec  des  démonstrations  succinctement 
formulées  ;  pour  servir  aux  élèves  à  repasser  la  géométrie, 
n  est  fâcheux  que  l'auteur  ait  fait  quelques  réflexions,  étran- 
gères au  sujet,  peu  propres  à  faire  agréer  son  ouvrage  par  les 
hommes  d'enseignement. 

On  rendra  compte  des  ouvrages  suivants  : 

AiAooB  ou  Compteur  universel ,  par  Léon  Lalanne,  ancieii 
élève  de  TÉcole  polytechnique,  ingénieur  des  ponts  et 
chaussées ,  secrétaire  de  la  section  des  chemins  de  fer  au 
Conseil  général  des  ponts  et  chaussées.  Paris ,  1845,  petit 
in-8''de64  pages.  J.-J.  Dubochet  et  C*«,  éditeurs,  rue 
Richelieu ,  60. 

Mémoire  sor  les  tables  graphiques,  et  sur  la  Géométrie 
anamorphique  appliquées  à  diverses  questions  qui  se  rat- 
tachent à  l'art  de  riogénieur,  par  Léon  Lalanne»  ingénieur 
des  ponts  et  chaussées.  {Extrait  des  Annales  des  ponts  et 
ekauêtées).  Paris,  1846,  in-8*  de  72  pages,  3  planches; 
Carillian-Gœury  et  Victor  Dalmonk ,  libraires. 

titttwim  d'algébrb  ,  par  P.-J.-E.  Finck ,  docteur  es  sciences , 
officier  de  lUnivcrsilc ,  professeur  de  mathématiques  spé^ 


ciales  dans  les  collèges  royaux ,  professeur  de  mathéma- 
tiques aox  Écoles  royales  d'arlilleTie,  chargé  du  cours 
d'aDalyse  ÎDllnitêsimale  è  T Académie  de  Strasbourg.  Se- 
conde êdilion.  Strasbourg ,  1816  ,  in-8"  de  543  pages. 

Théorie  ou  nodvement  elliptiqcb  urs  plakètes.  Recherches 
sur  les  aUéralioDS  que  la  résislauce  de  lelher  peuL  produire 
dans  le  mouvement  des  planètes  et  des  comèles.  Thèses 
d'astronomie  et  de  mécaniqQe,qui  ont  été  soutenues  devant 
la  Faculté  des  sciences  de  Paris,  le  24  décembre  1845, 
par  M.  E.-Aug,  Tarnier,  ancien  maître  de  conférence» 
au  collège  royal  de  Louis  le  Grand ,  pour  obtenir  le  gradt^ 
de  docteur  es  sciences  mathématiques*  Paris,  1845,  in- 4' 
de 50  pages;  Bachelier,  libraire. 

Notice  scr  l'astronomie,  par  E.  A,  Tarnier,  licencié  es 
sciences ,  ancien  répétiteur  de  mathéma tiques  spéciales  aa 
collège  royal  de  Louis  le  Grand.  Paris,  1845,  în-l"^  de  16 
pages.  Bachelier. 

Mémoire  sur  li  b^listiqub  ,  par  Is.  Bidion ,  chef  d'escadron 
d'artilleriCf  professeur  à  TËcole  d'application  do  rartîlleric 
et  du  génie  à  Metz.  Melz ,  1 846,in-8^de  47  pag.  1  pL  lithogr; 
(Extrait  des  mémoires  de  TAcadémie  royale  de  Mcti. 
1845-18460 


QUESTION. 


130.  Trouver  le  lieu  géométrique  d'un  point  situé  dans  le 
plan  d'un  polygone  régulier  j  et  tel  que  k  produit  des  dis- 
tances de  ce  point  aux  sommets  du  polygone  soit  une  quantité 
constante.  tSerret] 
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CONCOURS  D'AGREGATION  EN   1846  (voir  tome  lY, 

p.  461). 


COMPOSITIO?!  DR  MATHEMATIQUES.  22  AOUT. 

Composition  d'analyse, 

r  Qa'cst-ce  qu'on  cnteud  par  uae  iatégralc  définie  simple 
on  mallîple? 

2°  Sous  qucUr.B  conditions  uno  intégrale  définie  peut-elle 
se  déiuiro  d''  l'intégrale  indéfinie  ? 

3*  Peut-on,  dans  tous  les  cas,  dîfférentier  ou  intégrer 
sons  le  signe  /? 

4''  Peut-on  intervertir  l'ordre  des  intégrations  d'une  inté- 
grale définie  multiple? 

5®  Donner  quelques  exemples  de  détermination  d'inté- 
grales définies. 

&*  Démontrer  le  théorème  suÎTant  : 

Si  dans  l'intégrale  double 

on  substitue  aux  limites  —  œ  et  +  ao  de  1  intégration  rela- 
tive à  X  des  limites  infiniment  peu  diCTérentes  l'une  de  l'an- 
tre, pourvu  qu'elles  comprennent  j:,  l'intégrale  double  ainsi 
restreinte  convergera  viTs/(x},  et  la  partie  négligée  conver- 
gera vers  zéro. 

Composition  de  mécanique. 

1"*  Si  l'on  considère  un  point  matériel  pesant  en  mouve- 
ment dans  l'atmosphère ,  on  peut  se  proposer  de  déterminer 

ARK.  dbMatbAii.  v.  3^ 


—  Mk  — 


$oîi  mauremeot  absolu  dans  respace,  oq  son  nioQTemenl  re- 
latif» à  Irois  axes  reclangulaires  menés  par  un  point  de  la 
surface  lerrestre,  doot  l'un  est  dirifçé  suivant  la  verlicale, 
et  un  autre  suivant  (a  méridienne;  cela  posé,  et  en  faisant 
abslraclitm  du  mouvement  de  iranstation  de  la  terre  pour 
n'avoir  égard  qu'à  sou  mouvement  de  rotation  diurne  com- 
mun à  ralmosphêrecl  a  la  terre ^  en  la  supposant  sphérlque 
et  homogène ,  et  en  admettant  que  la  résistance  de  Tair  est 
eonslammenl  proportionnelle  hu  carré  de  la  vitesi»e  relative 
de  l'air  et  du  mobile  ,  on  demande  de  déterminer  les  équa- 
tions diflférentietles  du  mouvement  relatif  du  point  matériel  : 
2^  Pour  arriver  à  des  intégrales  sous  forme  finie ,  on  sup- 
posera que  le  mouvement  a  lieu  dans  le  vide,  et  que  la  tra- 
jectoire s'éfarle  peu  de  la  verticale  ;  on  négligera  le  carré  de 
la  vitesse  angulaire  de  la  terre,  et  l'on  regardera  le  dépla- 
cement vertical  du  mobile  comme  très-petit  par  rapport  au 
THyon  de  la  terre. 


Compontion  du  jury  d'examen. 


MM.  Cournot,  inspecteur  général  de  TUniversité; 

Chenou,   professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de 

Rennes  ; 
Sonnet,  doclearès  sciences,  agrégé  es  sciences i 
Vernier^  professeur  de  matbcmatiques  spéciales  au 

collège  royal  Henri  IV  ; 
fikncbet,  professeur  de  physique  au  collège  royal 

Henri  !V. 


fl 
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EXAMEN  MATHÉMATIQUE 

pour  obtenir  le  titre  de  fcUow  (foetus)  à  VUnivertUé  éê 
Dublin  y  en  184S. 

Ce  titre  correspood  à  p<u  près  à  celui  d'agrégé. 


1.  Étant  donoée  la  base  d'un  triangle ,  le  pn>duit  de  deux 
côtés  étant  égal  au  carré  de  la  moitié  de  la  base,  le  lieu  du 
sommet  est  une  lemniscatede  Bernoulli. 

â.  L*arc  d'une  lemniscatc  vulgaire  s'exprime  en  fonction 
dlipiique  de  première  espèce. 

3.  Soient  données  deux  courbes  dans  le  même  plan,  et 
telles  que  si  d'un  point  P,  situé  sur  la  courbe  extérieure, 
menant  deux  tangentes  touchant  la  courbe  intérieure  en  A 
et  B,  b  normale  en  P  divise  constamment  en  parties  égales 
l'angle  formé  par  les  tangentes;  alors  la  différence  entre  là 
somme  des  tangentes  PA  -f-  PB  et  l'arc  AB  intercepté  est  une 
quantité  constante. 

4.  Le  même  théorème  subsiste  lorsque  I«'s  deux  courbes 
sont  sur  une  surface  quelconque,  les  deux  tangentes  étant 
des  lignes  géodésiques. 

5.  Si  la  C4iurbe  intérieure  est  une  ellipse  plane,  l'autre 
sera  une  ellipse  confocale. 

6.  Si  la  courbe  inléripure  est  une  ellipse  sphérique,  quelle 
sera  l'autre  courbe? 

7.  Quel  est  le  plus  grand  nombre  de  tangentes  qu'on  peut 
maier  à  une  ligne  de  l'ordre  n  ? 

8.  Si  deux  courbes  se  coupent  mutuelloment ,  il  existe  des 
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èquilions  de  condiliou  eotre  k'S  coordonn(*»es  des  points  d'in- 
tersection. 

9.  Si  deux  courbes  du  Iroisiérae  ordre  se  coupeni  en  neuf 

poinls,  par  huli  quclconqurs  Jl*  ces  poiiils^le  neuvième  est 
déterminé, 

10.  Il  c\iste  une  relatiofi  didentîte  remarquabk*  tu  ire  les 
différences  de  quatre  quantités  ;  savoir  : 

(a  —ù)  {c^d)-\-  (a^c)  {d  —  b)  +  (a  —  <^}  (6  —  c)  =^ 0. 

il.  Otlef/lal ion  subsiste,  çî  ou  remplace  les  dîffércDces 
par  les  sinus  des  différences 

1-2  Trois  droites  ae  se  coupiint  pas  déteruiineut  un  paral- 
|èlij.iipédc  unique. 

13.  £tâDt  donné  un  point  P  extérieur  à  uo  ellipsoïde, 
trouver  un  point  intérieur  Q  tel  qu'eu  menant  par  ce  point 
un  plan  quelconque  coupant  ta  surface  .«suivant  une  ellipse, 
la  droite  PQ  soil  un  a\e  principal  du  cône  ayant  cette  ellipse 
fK>ur  base  cl  le  point  P  pour  somtnel. 

H.  Une  courbe  quelconque  tourne  dans  un  plan  sur  une 
autre  ciïurbe  fixe  ;  un  poini  quelcouqtie  pris  dans  le  plan  de  la 
première  décrira  une  troisième  courba-. 

15,  Une  courbe  finie  étant  dimnée,  on  cherche  le  lieu  des 
interbcciionîj  d.^s  langeutes  rectangulaires  ;  on  fait  de  même 
pour  cette  sec  mde  dmrbe  ,  et  ainsi  de  suite  ^  la  forme  de  la 
dernière  CiUrbe  à  tlntiui  e::^i  une  cjcloïde. 

i6<  Troi<^  plans  rectangulaires  touchant  trois  surfaces  con- 
toc.»les  du  :e'ond  ordre,  ïe  hea  d'mlorfieetion  est  une 
sphère 

17.  (Jommenl  trouver  rèqualionqui  a  pour  racines  les  va- 
leurs maxfuia  ou  itituima  d'une  fonction  donnée? 

18.  Une  funetion  ration liclle  de  de^ré  pair  a  on  minimum 
absolu  ;  queltis  sont  les  Umiies  de  ce  minimum  ? 


-j 
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19.  Si  <p  (x+j' k-Tî y  =  U  +  V  J/ITi }  alors^  =f  J. 

21.JLa  vAiPur  minimum  d'uno  fonction,  pour  iinr>  valeur 
réelle  de  la  variable,  pput  or.core  être  diminuée  en  augmen- 
tant la  variable  d'une  quantité  imaginaire. 

22.  Les  fondions  ré(*]los  de  quantités  îma^naires  n'ont 
ni  maximum  ni  minim^n:). 

23.  Une  fonction  nielle  imi>aire  n  a  ni  maximum  ni  mini- 
mum absolu. 

24.  Condition  du  maximum  ou  du  minimum  pour  une 
fonction  à  deux  variabkvs. 

•25.  Qu'arrive-l  il  !OrM|ue,  dans  ce  cas,  la  quantité  qui 
doit  conserver  li*  ni^mv  -.ignt;  vA  un  Ciirré  pat  fait  ? 

26.  Eclaircir  ce  qui  précède  par  la  llirorii»  des  surfaces. 

27.  Tn^uver  les  conditions  d:i  maximum  ou  du  minimum 
s'il  y  a  trois  v;^riables  ou  dav  r.t»ge. 

28.  Inté^çrer  Téqualion 

(a  +  nix  +  ny)  dy  4-  [a  +  m^JC  +  n'y)  dy=zO. 

29.  Critérium  d'intégrabilité  d'une  équation  diOerentiello 
entre  trois  variables. 

30.  Si  réquatirn  ne  satisfait  pas  a  ce  critérium,  quelle  est 
la  nature  de  la  relation  «'ntre  les  trois  variables  ? 

31.  Comment  alors  faut  il  intégrer  Téquatinn  ? 

32.  Crilérinm  d'inlègrabilité  pour  quatre  vsiriable?. 

33.  Quelles  simt  les  équatio*)»  de  condition  pour  ce<t  va- 
riables? 
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M*  SI  Ton  a  quatre  ?anables ,  ti  qu'aocone  équation  dt 
condition  ne  soiUatisraîte,  quelle  sera  Tinié^ale  ? 

35.  L'intégrale  pi'ut.  dans  ce  cas,  être  ramenée  au  sys- 
tème de  deux  t'quatianR. 

36.  Est-il  nécessaire  qu'une  équation  différentielle  du  se- 
cond ordre  entre  plusieurs  variables  ail  une  équatiou  primi- 
live? 

37.  L'équaliïjïi  dz'  =  m'  {cLt*  +  dy*}  a-l-elle  une  équation 
primitive?  Pourquoi  pas? 

38.  Commonl  intégrer  celle  équation  ? 

39.  Intégrer /îx  +  <y s +>  =0. 

40.  iTïiégreT pqz  +  qxz  =^  .ry. 

it    Intéfçrer  cette  équation  entre  quatre  variables 


+  (tt+x+ =)  —  =  «+ x-h^. 


42.  Intégrer 


dz 


dz   ,       ifz    ,       dz    ^      „^ 

43.  Comment  faut-il  en  général  intégrer  les  équations  aus 
différences  partielles  qui  paissent  le  premier  degré? 

44.  MélbodedeCharpit. 

%5.  Par  quelle  subtititutiou  peut-on  réduire  à  une  fonctioo 

C  dx 

elliptique  l'intégrale  I — ^ 


un 


-|-  2abx*  cos  ^  4"  6';r* 

rd^  . ^ 

46.  L'intégrale  V  -  ou  à  =  t/ 1  —  c*  sin'  ù    exprime 

arc  ddlipse;  6  est  Taogle  de  la  normale  et  d'un  aie  fîie; 
comment  cela  résuUe-t-il  géométriquement  ? 

47,  Comment  faut-il  chercher  la  formule  de  rédactiOD 


jâ 
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?  en  diflérentiant  quelle  certaine 

fonction  ? 

quand  R  est  fraction- 
naire. 

49.  Formule  qui  sert  à  opérer  l'addition  et  la  soustrac- 
tion des  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  espèce  ;  comment 
la  déduire  de  la  trigonométrie  sphérique  ? 

50.  Formule  analogue  pour  les  fondions  de  la  premié|re 
espèce  ;  comment  la  déduire  de  la  première  ? 

51.  L'amplitude  de  la  somme  ou  de  la  différence  des  deux 
fonctions  F  est  la  somme  on  la  diCTérence  de  deus  certains 
arcs. 

52.  De  quelle  courbe  la  fonction  F  exprime-t-elle  l'arc? 

53.  Quand  le  module  diffère  très-peu  de  l'unité ,  comment 
troa?er  la  valeur  de  la  fonction  complète  F  ? 

54.  Dans  le  même  cas,  on  dem;inde  la  valeur  de  la  fonction 
complète  £. 

55.  Ramener  aux  fonctions  elliptiques  Tinlégrale 


11 


56.  Ramener  aux  fonctions  elliptiques 
r  ]}dx 


]ya'\-bx'  +  cx^+dx'^ 

57.  Transformation  de  Lagrange  pour  le  calcul  des  fonc- 
tions elliptiqu(*s. 

58.  Relation  qu'on  <*n  déduit  entre  la  fonction  F. 

59.  Cette  relation  peut  se  démontrer  facilement  par  la 
géométrie. 
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4S0,   La  ronctioD  F  peut  s'exprimer  par  Tare  de  deux 
lipses. 

61.  Ud  arc  d'hjperboli^  pt'ut  sVxprimer  par  les  foncliQDftJ 
J  '  et  E. 

62.  Au  moyen  de  quelle  formuîp  ajoale-t-on  el  retranche*^ 
î-oo  les  ari's  d' hyper bule  ? 

tï3.  Comment  tlémontre-t-on  géomélriquemenl  le  théo- 
rème (îe  Landen  sur  k  relatioQ  eolre  les  arcs  d'ellipse  el  les 
arcs  d'hyperbole? 

64.  Tliéorème  remarquable  de  Jacobi  pour  la  transforma- 
lion  de  la  Ion  et  ion  F* 

b5  La  démon^tralion  de  ce  Ihcorème  peut-être  suggérée] 
par  un  ihinirème  analogue  sur  le  cercle. 

66.  La  valeur  de  la  fraction  déduite  de  cette  analogie  m 
surpasse  jamais  Tunilé  (abstraction  faite  des  signes). 

67.  Commtnten  dédnit-on  une  relation  entre  les  ampli* 
tudes  ? 

68.  On  peut  découvrir  la  relation  entre  les  ampliitides 
par  une  certaine  propriété  de  réquation  didèrentielle. 

69.  Donner  la  démonstration  du  théorème  de  Jacobi. 

70.  La  relation  entre  les  ampliiudes  devient  plus  simple  à 
l'aide  d'une  certaine  transformation. 

71 .  Relation  remarquable  entre  les  fondions  complètet  F^U 
et  E ,  lorsque  les  modules  sont  complémentaires.  ^B 

72.  Bissectcr  la  fonction  elliptique  n;  quels  sont  les  carao 
tèrcs  analytiques  ?  ■■ 

73.  Quels  sont  les  problèmes  de  la  géométrie  et  de  îa  mé- 
canique où  Ton  rencontre  la  fond  ion  n  avec  un  paramètre  ma 
Circulaire.  ^M 

(La  mécanique  et  ta  phjnque  prochainement.} 


œMPOSITION  ECRITE 

fropotée  d  Paris  aux  examens  pour  l*École  polytechnique 
fnl846. 


PAA  M.  MSWTIOltv 

élève  en  spécialei. 


Lieu  des  point:!!  tels  que  leurs  polaires  relatifs  h  trois  cercles 
donnés  conco:irent  en  uu  même  point  (voir  t.  IV,  p.  665). 

Je  prends  pour  a\c  des  x  la  ligne  joignant  les  centres  des 
deux  cercles  (R,r) ,  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  troi- 
liëme  cen  rc  ^ur  celte  ligne  pour  axe  des^  Ifig,  53).  Alors 
les  équations  des  trois  cercles  sont  : 

x'  -\-y  —  22a:  +  a'  —  R*  =  0, 

Les  équations  des  polaires  d'un  point  x^,y\  par  rapport  k 
chacun  de  ces  cercles,  sont  : 

jry+J^-r'— »)-.a:'  +  a'— R*  =  0;  (a,ft), 
^y4-a:(j:'_a)-aV  +  a'^-r'=0;  (a\b'). 
r{y-^)+^^'~?y  +  ?'-r''  =  Oi  {a\b"). 

On  a  la  relation  (a  —  a'  {b  —  b")  -^(1)  —  V)  (a— a")=0 
J^—x        ,        ox '+  R'—  «' 

.  y  y 


y-p'     ~    y-p 
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remplaçant  a,  a\a!\  b.  b\  &"  par  leurs  valeurs,  il  Yteiïl 
réqualioii 

=  (x' («—«')  +R^  —  r'+./^_a')  («y +  ^  —  4)  j 

en  suppritDaut  les  accents ,    il    vient  F  équation  du  liea 
cherché  : 


(a— ^')  [(«:f  +  R'— /)  (j.— p)_  (PJ.+  r^'— nr]  — 
—  (jr(a— a')  +  R'— r'-h^"  — fl^  (^^  +  pa7-^aP)  =  0, 


^ 


Or  l'on  sait,  sans  effectuer,  que  les  tenues  en  jt^  se  détrui- 
sent, et  que  les  caelïicients  de  x*  et  de  y  mnX  égaux  et  de 
même  ^igne.  Donc  le  lieu  cherché  est  ua  cercle. 

Pour  avoir  la  position  du  centre»  je  vais  avoir  recoure 
aux  dérivées  par  rapport  à  x  et  à  j^  de  TéquatioD. 

Dérivée  par  rapport  kj  :  ^H 

(K-^rJ^ â^r  —  r^' + P')  (a—  J)  —  «CR  —  ^  +  «"—  «•)  ==  0. 
Dérivée  par  rapport  à  j:  r 

—  âpcr (a  —  a')  _  p  (R»_  r^  -|_  a^  —  a^)  "  0. 


De  la  seconde  on  lire  a-  :=- 


Mais  si 


nous  retranchons  les  équations  des  deu%  premiers  cerclea, 
nous  obtenons  pour  équation  de  Taxe  radical 

Donc,  déjà  ce  centre  est  sur  Taxe  radical  des  cercles  R  et  r, 
Je  vais  chercher  son  y  pour  fixer  sa  positiou  ;  et  d'atMird 
la  dérivée  par  rapport  à  j-  devient  : 


— ^(R' — r'  +  «"  —  ti']  =  0  i 


d^où 


y  = 
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(R._  «•— W'+  p')  (a— «')—  a(.R'—  /'  +  .'•_,•) 


2P(a  — .') 

Mais  l'axe  radical  da  dernier  et  du  premier  cercle  a  poar 
éqaation  : 

2Rr  =  2«x  +  R'  —  /^  —  «•  +  p*, 

et  si  dans  cette  éqaation  on  remplace  x  par 

R'  —  r* +«"  —  '«• 

2(a-a') 

c'est-à-dire  si  on  fait  conconrir  les  deux  axes  radicaux ,  on 
obtient  : 

^  -,  (R'  -r'+  ,"  -  »')  +  (R'-  r"->'+P')  («-a'j^ 
a  —  a' 

c'est-A-dire  l'ordonnée  da  centre... 

Donc  ce  cercle  a  pour  centre  le  centre  radical  des  trois 
cercles  donnés. 

Pour  avoir  son  rayon ,  soient  A ,  B  les  coordonnées  du 
centre  radical  ;  alors  l'équation  du  cercle  sera  : 

ou  raisantr  =  0,  j:*— 2Aj:+A*+B'==X'î 

je  yais  alors  chercher  à  avoir  x" — >2Aj:;  pour  cela  je  fais 

^  =  0  dans  Téqualion  du  cercle  ,  et  j'observe  que 


(ot— x') 

alors  il  vient  : 

P  (aj:  -j-  R'  —  a') 


=  2Ai 


P(^  — «) 
=  J:(a— «0  +  R*— r*  +  g^'  — «'  _     _ 


x— 2A; 

a  —'  a' 


on  — R'  +  «'=:ar'  — 2Aj:+!2A3r5 

donc  a>  _  R«  _  2Aa  =  x'  —  2Ax , 

et  inr  suite         X'  =  A*  +  B'  +>*  -^  SA». 


—  52^  — 


Or  cette  Taleur  de  X  n'est  autre  que  la  loDgoeor  ér  h 
tangeiUc  aux  cercles  issue  du  cenlrc  radical .  car  T  élant 
cetle  taogente,  Ton  a  T'=^  (la  dislaoce  du  centre  radical  au 
CEQlre  du  cercle  R/  —  R'.  Or  l*  carré  de  celle  diiilauce  esl 


donc 


B'  +  (A  — *;"=  B*+/l  —  2.iPc^- 


Il  est  donc  enSn  «établi  que  le  lieu  cherché  est  la  circon- 
férence  orthogonale  aux  irols.  11  pcul  Hrc  construit  alors 
aisémeni  (le  ct^nlre  et  le  rajon  élant  déterminés^. 

Note,  Oo  peut  abréger.  Dès  qu'il  esl  démontré  que  le 
centre  cherché  est  sur  Taxe  radical  de  deux  quelrotïques  de 
cesccrclîs,  il  es»  évident  qu'il  se  confond  avec  le  centre  ra* 
dical  des  troiscerch  s;  et  les  calculs  se  siRipUrient  eu  prenant 
le  cenlre  radical  pour  origine  des  coordfjnnées.  Les  équa- 
tions drs  Irois  cercles  prenaoot  alors  la  forme 

et  Ton  IrouTc  pour  lieu  du  point ,  jc'  +  j^^  +  7'  =  0; 

or       ;=K'  ^  a'  -  p*=r'  -  V*  -  r=  r''— «^"  — p'^î 

donc  si  '/  esl  positif,  c*esl-à-dire  si  le  centre  radical  esl  dans 
l'intérieur  di^s  cercl»vs ,  le  problème  esl  impossible;  et  si  7' 
est  négatif  t  nu  si  le  cenlre  radical  est  extérieur  aux  cercles, 
alors  le  lieu  est  tel  qu  ou  Fa  trouvé  ci-dessus,  et  le  lieu  du 
point  d'tntersoclion  des  polaires  est  une  ligne  du  quatrième 
degré  donnée  par  l'équation 

Lr\?  'fï  +  ^x^-  "-')+x(.'p^«pn+7^P-p')]'  + 
+ 1  [xi-  -  «  )  +MP'  -  ?}  +  »'P  -  47  =  0  ;     M 

il  esl  à  remarquer  que  y  {3  —  :»')  +  ,v  !p'  —  p)  +  a^'p  —  ap'  ==  a 
est  l'équation  de  la  droite  qui  passe  par  les  centres  des  <^r- 


rka  R,r,*  en  prenanl  l'axe  des  j:  parallèle  à  celte  droite ,  Tou 
•  p^  p^,  €l  réqujttoiï  (le  la  courbe  se  réduit  à  celte  forme  : 

tx'  +  y)  {x^+  p'}  +  f{y-  p;=0, 

U^equi,  n'ayaol  pis  d'as> niptoles ,  est  fermée  ou  composée 
de  braochf^s  fermées.  Un  seul  cas  échappe  à  colle  mèihnde  : 
c'est  celui  où  les  trois  (  entres  sont  sur  une  même  druiic  ;  le 
ceutrc  radical  étant  à  TinGni ,  on  ne  peut  le  prendre  pour 
origine  ;  mais  alors  la  droite  des  centres  fSt  évidemmeut  le 
lica  cborchê.  Tm. 
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QUESTION  DE  MECAiMQUE 

proposée  au  concours  d'agrégation  fannéi^  1815,  tom.  IV, 
p.  46f). 

PAR  M.  TPRQUAlff  , 

prgfe«8eur  gu  collège  roy«l  de  Ponlivj, 


pROBLÉMK.  Un  point  msilériel  pesant  est  suspendu  k  un  fil 
Oexiblc,inexlfnsil>]e,  et  sans  mai^se,  dont  Tautre  cilrémilé 
est  Qxe;  ce  pendule  rst  mis  en  iiiuuvenienldaos  un  plan  ver- 
tical, et  le  ûl  s'enroule  sur  une  courbe  fixe  située  dans  cp 
plan  et  pa^sant  jiar  le  point  de  suspension  où  elle  a  pour 
lau*:enle  la  verliciile;  quelle  doit  être  cette  courbe  fixe, 
pour  que  la  tension  du  fil  soil  rons tinte  pmidant  un  certain 
lemps;  quelle^  seront  les  lois  du  mouvement .  el  pourra-l-il 
être  osfillalotr*"?  On  donne  ta  longueur  du  ûl  et  la  vilessedu 
pendule  au  prdnt  le  plus  bas. 

Solution.  Je  prendrai  pour  axe  des  j  la  verticale  pas- 
sant par  le  point  de  suspension ,  el  pour  axe  des  x   uni 


horizonlale  passant  par  lo  même  point ,  qui  dès  lors  deTient 

IL  est  évident  qu'à  mesure  que  le  lil  s'enroule  sur  la 
courbe ,  rextrémité  du  pnndule  décrit  la  développante  de 
cette  courbe  ;  et  que  cette  développante  a  pour  rayon  de 
courbure  à  un  instant  quelconque  i — ^5;  /  étant  la  longueur 
daniiêe  du  fil,  et  s  la  loogueur  de  Tare  embrassé  par  le  III  à 
cet  instant ,  cet  arc  étant  compté  à  partir  du  point  de  sus- 
peuMon.  Il  est  évident  encore  que  x,  x  étant  les  coor- 
donoéosdL'  rextrémité  de  Tare  5,  les  angles  que  le  rayon  de 

dz 
courbure  l  —  s  fait  avec  les  axes,  auront  pour  cosinus  — 

ds 


On  peut  supprimer  le  fît  auquel  est  suspendu  le  point 
matériel ,  pourvu  qu'on  remplace  sa  tension  par  une  tbroe 
égale  et  de  même  sens  ;  cette  force  sera  la  résista  née  de  la 
trajectoire,  résistance  qu'on  sait  élre  égale  et  directement 
opposée  à  la  pression  qu'elle  supporte.  Cette  pression  devant 
être  constante,  je  la  désignerai  par  a ,  et  j'aurai  : 


(t) 


djr 


Au  commencement  du  mouvement ,  s^ù  j  — -  =^1  et   la 

ds 

vitesse  ^  est  donnée;  représeûtons-la  pr  k^  il  viendra 


On  voit  par  là  que  a  ne  peut  être  plus  petit  que  g^  ni 
même  égal  à  g  -,  car^  dans  le  premier  cas  la  vitesse  k  sérail 
imaginaire,  et  dans  le  second  cas  elle  serait  nulle,  et  le  pen- 
dule resterait  au  repos. 

Gomme  le  point  matériel  en  mouvement  est  assujetti  a 
se  mouvoir  sur  une  certaine  courbe  (la  développante  de 
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hooarbe  demandée) ,  et  n'éproave  aucun  ftrottemenC»  au- 
cune résistance  de  milieu  ;  le  principe  des  forces  vives  a 
lieu ,  et  Ton  a  : 

p'  =  ^'+2^(„-/).  (2) 

En  désignant  par  Ç,  n  les  coordonnées  du  point  mobile  à 
on  instant  quelconque. 

Je  mets  cette  valeur  de  v  dans  Téquation  (1)  <  qui  de- 
tiendra  : 


a -^___+^_ 


dy 
ou  bien  en  observant  qu'on  a  r, — j  =  (  /— 5)  -J-  ,  d'où 

as 

-*= —. +^£' 

et  après  quelques  réd viciions , 

{2gjr+as-^3gl)d$  +  3g{l-s)dr=0,  (3) 

J'intégrerai  d'abord  cotte  équation  ;  je  la  rendrai  homogène 
«faisant  j^sy+w;  s=s/-{-n,  et  en  posant  : 

2gm'{-an  —  3gl=0  ;     l — «=0, 

(30.— fl)/ 
d'où  11==/ ,    /w=  — 2- .  Elle  se  changera  ainsi  dans  k 

suivante  : 

{ilgy-^as'  )  d^^3gs'dy=z0 , 

qui  pourra  s'intégrer  facilement ,  car  elle  est  homogène  et 
linéaire. 
Oq  aura  en  désignant  par  A  une  constante  arbitraire 


Je  délerminerai  i^nsuitc  la  valeur  de  j:  en  foncUon  de  t; 
mais  pour  cela  il  sera  jdus  cooiinotle  d'écrire  l'équatioD  (4) 


€t  comme  OD  a  dy^ii^dyi  ds  =:^  ds*  VéquBiiùn 

ds'=djr'-{-dy*  deviendra  ds'^:^dx''-hdy*, 
d'où 

Je  poserai  d'abord  /  -j  r=a,d*oùf  ^-j;  ds^^ 

1 1  est  facile  de  voir  que  le  second  îDembre  pourra  s'intégrer 
sous  forme  finie* 
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Je  fais  d  abord 

-A -*-a=i'.  d*ou5 =:«,   //a=  -^ , 

g        g  a—g  a— g 

€t  je  transformerai  par  là  la  valcar  de  djc  eu 


OU  f/Xz= 3/flr(rt— ^)' 


Ce  second  membre  deviendra  rationnel  par  une  transfor- 
mation connue.  On  posera 

et  Ton  aura  : 
EnGn  j'aurai  : 

et  en  faisant  : 

V    «+&' 

Ce  second  membre  est  maintenant  facile  à  intégrer,  et  Ton 
trouvera  fînalement  : 

" ,   ,  ,r3(/+/')^. 1(1+0*     3(1+0      t+f  *        ) 

Pour  la  Talear  de  <  en  «  on  a  : 

A«.  Dt  MATlIltU.  V,  35 
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On  déterminera  la  constâotc  A  par  la  condition  que  l'ib* 
cisso  X  soit  Fialle  pour  5=^0  ou  pour  f  =  oc ,  car  ^^0  rend 
f:=oc;  or  les  quatre  premiers  termes  de  la  valeur  de  a  s*é- 

vanouissent  pour  ?=oc,  le  suivant  se  réduit  à  -  ;  ce  qui 

donne  pour  la  valeur  de  la  constante  : 

2  1' 

s  augmentant,  ^  diminue,  el  la  valeur  de  x  augmente, 

dx 
ainsi  que  le  cosinus  -j-  jusqu'à  ce  qu'on  ait  : 


■='(-(?)')■ 


4 


Alors  la  tangente  à  la  courbe  est  parallèle  à  l'axe  des  x , 

etia  valeur  dex  a  atteini  son  maximum.  En  même  temps 

la  valeur  de  j-  décroît  constamment  ainsi  que  celle  du  cosinus 

dr 

-y-  qui  devient  alors  égal  à  zéro, 

5  continuant  à  croître  ^  continue  à  décroître  «  ainsi  que  le 

cosinus  —  ,  jusqu'à  ce  que  s  soit  égal  à  /  (  I  —  I  — -\    1, 

dr 
alors  -T-  = — t ,  mais  s  ne  peut  croître  au  delà  de  celle  valeur, 

as  '^ 

dr 
car  alors -^  deviendrait  oumériquement  plus  grand  que  f, 

ce  qui  serait  absurde.  Quant  à  la  valeur  de  x\  elle  décroîtra  < 
ci  —  repassera  par  les  mêmes  valeurs  absolues  que  pré- 
cédemment ,  mais  il  faudra  prendre  ces  valeurs  négative- 
ment ,  sans  quoi  y  ne  pourrait  pas  décroître. 
Ainsi  la  courbe  s'arrête  brusquement  au  point  où  sa  lou- 

gneurest  /  [l—  f^/    1    )i  ^^  alors  son  dernier  élément 
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est  vertical.  Elle  a  aussi  un  point  d  arrêt  à  Torigioe^  cai^  si 

dy 
on  prend  s  négativement ,  -  -  devient  numériquement  plus 

dx 
grand  que  1,  et  celle  de  -^  devient  imaginaire. 
an 

Pour  la  trajectoire  du  mobile ,  ou  la  développante  de  la 
courbe  que  nous  venons  de  déterminer,  elle  a  pour  équations 
en  désignant  par  \,  r^,  ses  coordonnées  : 

dx  dy 

Comme  les  valeurs  de  j:  et  de  r*  de  -r-  et  de  -^ ,  sont  con- 

ds  ds 

nues  en  fonction  de  5,  on  voit  qu'elles  font  connaître  S  et  y) 
au  moyen  du  paramètre  auxiliaire  5,  et  qu'ainsi  on  pourra 
la  construire  par  points  de  même  qu'on  a  construit  sa  dé- 
veloppée. 
Elle  a  aussi  deux  points  d'arrêt  qui  répondent  aux  va- 

lcur8s=0,  5  =  /  |l  —  / ^1  Y  Au  point  d'arrêt  qui  ré- 
pond à  5=0  son  élément  est  horizontal ,  à  l'autre  point  d'arrêt 
son  élément  est  vertical. 

dy 
En  remplaçant  -^  par  sa  valeur  dans  l'équation  (1) ,  et  r^ 

par  sa  valeur  en  fonction  de  5  dans  l'équation  (2),  on  aura  la 
valeur  de  la  vitesse  en  fonction  de  5,  savoir  : 

t'>=(a— ^)  l''  (l—s?  ou  vz=z\  [a'-g)V  (/— 5)\ 

Ainsi  la  vitesse  est  constamment  proportionnelle  à  la  racine 
cubique  du  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire.  Comme  au 
point  d'arrêt  de  cette  trajectoire,  le  paramètre  9  n'est  pas  en- 
core égal  à  /,  le  rayon  de  courbure,  ni  la  vitesse  du  mobile  ne 
seront  nuls;  comme  aussi  quand  le  mobile  sçra  arrivé  en  ce 
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polot ,  la  Ûl  auquel  il  esl  attaché  ne  pouTant  plus  s'enrouler 
sur  la  courbe  fixe ,  les  lois  du  mouveinenl  changeronl  ;  il  ne 
pourra  donc  pas  être  oscilla  (oire.  Ou  voi(  aussi  qu'à  partir  de 
cette  époque,  la  tension  du  ûl  cessera  d'être  constante. 

On  pourra  calculer  le  temps  que  le  fil  emploiera  à  s'enrouler 
sur  un  arc  donné  de  la  courbe  fixe ,  et  par  suite  ïe  temps  (|ue 
le  point  mobile  emploiera  à  parcourir  Tare  correspondant  de 
sa  Irajcctoire.  Eo  effet  si  on  differentie  les  équations  de  la 
trajectoire  f  on  aura  : 

di=(i-s)d~,    d^.=  (î-s)d^; 


d'où 


,'?+*="-')■  i(4y+(4yi 


Et  si  oti  remarque  que 


djo      %    /■         dy'  .       djc 

Ts=V  '-t;'^  d.u^-^ 


ds      ds 


V  "" 

que 


v/-r 


on  aura  facilement 


—  (a— g)  à    di 


«-"V.-{r^n7^.y) 


cl  enfin 


dtz 
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y/(a-g)i'ds 


Et  en  répélaDt  les  mêmes  transformations  qui  ont  déjà 
été  employées  dans  le  calcul  de  la  valeur  de  j:,  on  arri- 
yera  à  une  valeur  de  dt ,  qui  sera  intégrable ,  et  l'intégra- 
tion faite,  on  aura  : 

t= :  rrr. rarc/g^ç+B. 

Note.  L'Hôpital  qui  a  le  premier  traité  cette  question,  par- 
vient à  cette  équation  : 

X  est  horizontal ,  y  vertical  et  a  est  le  poids  du  point  maté- 
riel. {M,  de  VAcad,,  1700,  p.  15.) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  125  (p.  376). 

FAa  Bf.  BUEMTIOM, 

Élève  en  spéciales. 


Soient  les  équations  de  deux  ellipses  rapportées  aux  mêmes 
axes  ! 

(ax  +  &r)V  {a!x  +  ^y)*=  c"  ;  [ax  +  a'yy+  [bx  +  ^y)«=c\ 

Les  aires  des  ellipses  sont  égales,  et  si  les  axes  sont  rectan- 
gulaires ,  les  ellipses  sont  égales.  (Jacobij 
11  faut  prouver  que  les  produits  des  axes  sont  égaux. 
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Les  équâlioDS  pcuvenl  se  meUre  sous  la  forme  : 

D'après  les  relations  d'identité  (p.  489,  t.  i),  on  a  pour  le 

carré  du  premier  produit  : 

iL'sin'Y     ^          ,            ,        4L"8iDV 
I  — 7—  ,  et  pour  le  second, ,~ 

(y  angle  des  axes, 

m  =  B'  — 4AC,     Lr^  AF  —  BDE+ CD'  +  F (B' —  4AC) 
1  équation  de  la  courbe  étant  : 

i\y  +  Bx7  +  Cjt'  +  %  +  E^  +  F  =  0) . 
Or,  Y  =  i  :  donc  ilTaul  faire  voir  que  L  =  L'  ;  m  :=  m\ 

m  et  L  ne  variant  pas  avec  Torigine  (observation  1. 1, 
p,  489),  nous  pouvons  tirer  leurs  valeurs  des  éqaations  ac- 
tuelles, où  B=0;  E  =  0, 

m^^(a'b'-^2aa'bb'+a%")  —  ^n'b'  +  a-b'^-^^  a''b'  +  a''b'') 

=  ^2aa'bb'—  a^y  ^a'b^)  =  —  h(ab'^  baj  ; 
m'=  4(/i^a'^  +  2aa'bb'  +  b'b'']  —  4(a'«^'  +  a'b''  +  è'a"  -f 

=h[^adbb'  —  a' à''  —  6V')  :^  —  l(afr'-^  ôii')\ 
Ainsi  m  ==  /?*'. 

IVlais  L  ^  —  c^m,  ;  L'i=:  —  cW ;  donc  aussi  L^  L'. ...,*. 
Si  7=^90",  je  dis  que  les  ellipses  sont  égales. 
Les  conditions    d'égalité  de  deux  coniques   sont  (t.   I. 
p.  493)  sim^  m', 

N^Usin^Y'  =  ^"Lsin^Y  1  ou  puisque L=L',  sinv=siny, 
N  =  K',    mais  N=  A  +  C  — Bcos  f  (voir  notation  p.  489) 
=^A  +  C,  puisque  Y  =  90%    N'— A'+C. 

Vérifions  donc  si  A  -}-  C  =  A '  +  C  ;  en  effet, 

lk>nc.,..  i\  q.  f.  d, 
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ANALOGIES 
du  cercle  et  de  Vhyperbole  èquilatère, 

PAR  ABU.  TBAMSOM. 


La  perpeudiculairc  abaissée  d'an  point  quelconque  du 
cercle  sur  un  diamètre  est  moyenne  géométrique  entre  les 
deux  segments  de  ce  diamètre.  La  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  quelconque  de  I*hyperbole  èquilatère  sur  son  axe 
transverse  est  également  une  moyenne  géométrique  entre 
les  deux  segments  de  cet  axe.  Ainsi  les  deux  courbes  se  trou- 
vent réunies  dans  une  même  déûnition  ;  seulement  l'ordon- 
née du  cercle  est  moyenne  entre  deux  segments  additifs  ; 
celle  de  l'hyperbole  èquilatère  entre  deux  segments  5ou«- 
tractifs. 

De  là ,  entre  les  deux  courbes ,  de  nombreuses  analogies 
qui  ont  fait  proposer  quelquefois  de  substituer  à  la  dénomi- 
nation un  peu  longue  d'hyperbole  èquilatère  celle  d'hyper- 
cycle ^  ou,  par  contraction,  hypercle. 

L'hyperbole  èquilatère,  tournant  autour  de  Tun  ou  Tautrc 
de  ses  aies ,  engendre  un  solide  à  une  nappe  ou  à  deux 
nappes.  L'un  et  Tautre  de  ces  solides  ont  aussi  avec  la  sphère 
des  analogies  qui  autorisent  à  les  désigner  sous  les  noms 
i^hypenphéroïde  k  une  ou  à  deux  nappes.  Certaines  ques- 
tions sur  la  sphère  conduisent  à  des  circonstances  de  calcul 
dont  l'explication  exige  la  connaissance  de  ces  analogies.  J'en 
donnerai  un  exemple. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  j  ai  supprimé,  pour  abréger,  la 
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plupart  des  démonslrattons.  Je  me  borne  à  dire  qu'elles  dé- 
pendent exclusivement  des  méthodes  qoi  sotil  admises  dans 
l'enseignement  de  fa  géométrie  élémentaire. 

I.  La  détermina tioii  de  l'hyperbole ,  comme  celle  du  cer- 
cle ,  dépend  d'un  seul  paramètre.  C'est  le  demi-axe  traos- 
verse  que  j'appellerai  aussi  lem^on, 

H.  La  tangente  au  cercle  est  perpendiculaire  à  la  ligne  qui 
joint  le  centre  au  point  de  contact ,  et  la  tangente  à  l'hyper- 
cjcle  aune  direction  anliparallèle  a  celle  même  perpendicu- 
laire. Pour  constater  cette  anakigie ,  il  faut  rapporter  la  si- 
tuation de  ces  deux  lignes  (la  langente  à  rhypejbole  et  la 
perpendiculaire  à  h  ligne  centrale)  1»  !*un  des  deux  axes  de 
la  courhe. 

IIL  Dans  Tune  d  l'autre  courbe,  la  dislance  du  centre  à 
une  tangente  quelconque  multipliée  par  ta  distance  de  ce 
m^me  centre  au  point  de  contact  correspondant,  donne  un 
produit  constant  (égal  au  carré  du  rayon). 

IV.  Concevons  dans  Tune  ou  l'autre  C4)urbe  un  secteur 
central,  c'est-à-dire  un  secteur  formé  par  un  arc  de  courbe 
et  les  deux  lignes  centrales  aboutissant  aux  deux  extrémités 
de  cet  arc.  Soit  R  le  rayon  de  la  courbe  et  h  la  projection  de 
Tare  sur  Taxe  de  la  courbe.  Si  le  secteur  fait  une  révolution 
autour  de  l'axe,  il  engendrera  un  solide,  c>st-à^ire  on 
secteur  sphérique  ou  hypcrspbérique ,  ayant  pour  mesure 


V  =^  ^  TiR'A. 
3 

Celte  expression ,  bien  connue  pour  le  secleur  sphérique  ^ 
est  commune  aux  secteurs  de  Ibypersphéroide  à  une  ou  à 
deux  nappes.  Il  faut  seulement  bien  entendre  que  h  est  la 
projection  de  Tare  sur  Taxe  de  révolution.  D'ailleurs  la  dé- 
monslrallon  se  fera  à  Taide  des  propositions  H  e(  Ifl,  et 
précî<îément  comme  pour  la  sphère* 
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V.  De  Vexprcssion  ci-dessus  do  secteur  il  est  facile  de  dé- 
duire la  mesure  du  segment  à  deux  bases  parallèles,  c'est-à- 
dire  du  segment  limité  par  deux  plans  perpendiculaires  à 
Taxe  de  révolution. 

Je  vais  donner  le  calcul  de  cette  déduction  pour  le  solide 
spbérique. 

Soient  (x',y)  et  {J^',y')  les  coordonnées  des  points  ex- 
trêmes de  Tare  entre  les  deux  bases.  Le  volume  du  segment 
sera  : 

Je  remplace  ,  dans  celte  expression  , 

A.y_-:r'y'  par  IV7*  —  (x"*  +  x'j:"  +  x") /*  ; 
et  en  même  temps 

R'  par ^— L Z-^L-  ; 

et  n  vient  immédiatement  : 

y'*  +  y'"      i 

2        +6 

ce  qui  est  bien  l'expression  du  segment  spliérique ,  c'est-à- 
dire  la  demi-somme  de  ses  hases  multipliée  par  sa  hauteur j 
PLUS  la  solidité  de  la  sphère  dont  cette  même  hauteur  est  le  dia- 
mètre. 

En  appliquant  convenablement  le  même  calcul  au  segment 
de  rbypersphéroïdc  à  une  ou  à  deux  nappes,  on  trouve 
qu'un  tel  segmeut  a  }K>ur  mesure  la  demi-somme  de  ses  bases 
fhultipliée  par  sa  hauteur,  moins  la  solidité  de  la  sphère  dont 
cette  même  hauteur  est  le  diamètre, 

VI.  On  sait  transformer  une  sphère  eu  un  ellipsoïde  à  axes 
inégaux  en  faisant  croître  proportionnellement  les  dimen- 
sions dans  deux  directions  perpendiculaires.  Le  volume  ou 
les  portions  du  volume  transformé  croissent  dans  des  rap- 
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ports  faciles  ù  dèlermiuer  ;  de  sorle  que  le  volume  total  de 
rcUipS4jïde ,  ou  le  volume  d'un  se^^meot  d  ellipsoïde,  peu- 
vent être  calculés  facilement  sans  sorlir  des  méthodes  élé- 
mentaires; il  n'est  pas  même  nécessaire  que  les  deux  bases 
du  segment  soient  perpendiculaires  à  Fun  des  axe^dc  la  sur- 
face :  il  sufEt  qu'ils  soient  parallèles. 

Semblablement,  on  pourra,  sans  recourir  aux  métliodcs  du 
calcul  infini lésimat,  c^>nstruire  te  volume  d'un  segment  à 
deux  bases  parallèles  dans  ïkyperbohïde  quelconque  à  une 
ou  deux  nappes. 

VII.  Pour  montrer,  par  un  exemple  simple,  Tutililé  de 
ces  analogies,  je  supposerai  qu'on  ait  à  résoudre  ce  problème 
de  géométrie  élémentaire. 

Problème.  *^  Ectrancher  dune  sphère  donnée  an  segment 
»  à  une  seule  l)ase  qui  soit  au  cylindre  de  même  base  et  de 
»  même  hauteur  dans  le  rapport  de  m  à  1 .  » 

Si  R  est  le  rayon  de  la  sphère ,  ^r,  le  rayon  de  base  du  seg- 
ment cherché,  et  h  sa  hauteur^  l'équation  imniédiale  de  la 
question  est 


d  011  00  déduit  '. 


h^ 


^%m-^i) 


R. 


Zm—  1 

La  possibilité  de  la  question  semble  exiger  que  cette  va- 
leur de  h  soit  positive,  et  pour  cela  m  doit  être  moindre  qui^ 

-,  on  plus  grand  que  -. 

Cependant  si  le  rapport  m  recevait  une  valeur  intermé- 
diaire aux  fractions  -  el  - ,  la  valeur  négative  de  h  donnée 

par  la  formule  précédente  serait  la  hauteur  du  segmenl 

û'hyper<phmndc  (à  doux  aipj  es)  qui  satisferait  h  la  question. 
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Noie.  Les  fonctions  rclalives  à  V hyperbole  équilaiére  se  pré- 
sentent dans  beaucoup  de  questions  de  physique  et  d'astro- 
nomie, et  sont  devenues  d'une  application  numérique  facile, 
grâces  aux  récents  travaux  de  M.  Gudermann  sur  les  fonc- 
tions poienHelles,  C'est  le  nomque  cet  auteur  donne  aux  lignes 
trigonométriqucs  circulaires  et  hyperboliques.  Il  désigne  les 
premières  par  des  lettres  latines ,  et  les  dernières  par  des 
lettres  initiales  gothiques.  Soit  u'=V+Q;  u"*  =  P— Q; 
u  étant  une  base ,  alors  P  et  Q  sont  des  fonctions  potentielles 

de  a- ,  et  P  =  (^os  jr  j  Q  =  2in  jc;   -^  =  îang.  x.  Si  m=  c  , 

alors 

ISos  a:  =  — - —  ;  Sm  j:=  — ^ ;  et  si  x==xi=x  K  —  1 , 

alors  ($06  i\r  =  cos  j:  ,  et  réciproquement  cos  ix  =  6os  x, 
M.  Gudermann  a  calculé  des  tabler,  insérées  dans  le  Journal 
de  Crell  (du  tome  VII  au  tome  XI),  pour  toutes  les  fonc- 
tions trigonométriqucs  hypercirculaires.  Sans  doute  qu'on 
publiera  un  jour  ces  tables  à  part.  Huygbens  avait  proposé 
de  nommer  les  courbes  exponentielles  hypertranscendania  ^ 
et  Jean  BernouUi,  premier  auteur  de  tout  ce  que  nous  savons 
sur  les  exponentielles,  lui  demande  pourquoi  hyper  plutôt  que 
hypo(Op,  omnia^  t.I,  p.  180)?  de  même  pourquoi  Thyperbole 
cqnilatère  serait-elle  un  hypercycle  plutôt  qu'un  hypocyde  ? 
U  est  vrai  que  la  contraction  hypercle  convient  aux  deux 
locutions  ;  d'ailleurs  ces  courbes  appartiennent  à  la  grande 
famille  des  courbes  binômes  ^"^  ±  j:"*  =  a*",  que  M.  Lamé  a 
étudiées  dans  son  excellent  opuscule  sur  les  méthodes ,  et 
lorsque  m  est  pair ,  les  deux  signes  donnent ,  le  positif  une 
courbe  finie ,  et  le  négatif  une  courbe  infinie ,  entre  les- 
quelles existent  des  analogies  fondées  sur  la  théorie  des  ima- 
ginaires; lorsque  m  est  impair,  1rs  deux  signes  donnent  1» 
même  courbe ,  à  la  position  près.  Tm. 


des  perpendiculaires  aux  extrémités  des  diamètres  des  ellipies 
(roirp  365), 


PAR  K.  AYliAJU», 

Professeur  de  mathéEniitquei. 


Parmi  les  courbes  nombrfîuses  qae  Ton  peu!  déduire  de 
l'eUipso  par  des  conslruclions  fort  simples ,  il  eo  €st  quelques- 
unes  qui  méritenl  une  élude  spéciale ,  soit  pour  les  propnélés 
curieuses  dont  elles  jouissent  iiitrinscqaemenl ,  soil  pour  leur 
Qtllité  pratique  dans  la  solution  de  quelques  questions  impor- 
tantes.  Ceîia  remarque  s'applique  é»,Mlemeiit  bien  à  toute 
autre  courbe,  pourvu  q^i'elîe  soit  sufB&ammeot  connue;  et 
quoique  la  multiplicité  des  lieux  géométriques  que  Ton  peut 
tirer  d'une  même  courbe  primitive  soit  îndétînie,  une  cri- 
tique judicieuse  parvient  facilement  à  disceroer  ceux  qui 
peuvent  être  Tobjel  d'an  travail  utile. 

Si  Ton  considère  une  ellipse,  et  que  par  tous  les  polo I s  de 
cette  courbe  Ton  mène  des  perpendicnlaires  sur  les  diamètres 
correspondants,  les  intersections  successives  de  ces  perpen- 
diculaires déterminent  un  lieu  géométrique  qui  mérite  d'être 
étudié*  Les  ares  de  la  courbe  en  question  jouissent  de  la  pro- 
priété remarquable  de  pouvoir  représenter  des  fonctions  el- 
liptiques de  première  espèce,  à  module  quelconque.  Ce  ré- 
sultat, publié  par  Legendre  dans  son  Traité  des  fonctions  el- 
liptiques^ était  connu  antérieurement,  et  M.  Talbot,  membre 
de  la  Société  pbilosiipliiquc  de  Cambridge,  lavait  indiqué  dés 
182*  dans  les  anciennes  ^nnaie^de ÂiathémadquesiïeM,  Ger- 


j 
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gonne,  t.  XIV,  p.  380-381.  Uélade  des  diverses  formes  donc 
cette  courbe  est  susceptible  est  de  nature  à  mériter  quelque 
atCeutiOD. 

sou  -J  +  f  =  t 

riqnation  de  l'ellipse.  Si  l'on  observe  qu'en  vertu  de  la  rela- 
tion connue  cos'<p  -f-  sio'cpsl ,  Téquation  élant  vérifiée  d'elle- 
même  ^  lorsqu'on  remplace  x  par  acos^  et  j^  par  ^sin?,  on 
pourra  dire  que 

a:  =  ûC087,  ^  =  ^sin<p 

sont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M'  de  Tellipse 
[/E9.  50).  L'équalion  de  la  perpendiculaire  M'N  menée  sur  le 
rayon  OM'  sera  par  conséquent  : 

,    .  flCOS?  ,  . 

j'  — 6sm«p  = — ■■  .      (x  — acos»)» 

on ,  sous  une  forme  plus  sjmélrique , 

by  sin<p  -)-  ax  cosy  —  6'sîn'o  —  a'cosV  =  ^-      (*) 

D'après  la  théorie  connue  des  enveloppées  (*) ,  la  seconde 
équation  du  problème  s'obtiendra  en  formant  la  dérivée  de  la 
première  par  rapport  à  ?.  Ce  sera  donc  : 

6>-cosf  —  florsin*?— 2^'cos(?sin«p-}-2a'sinf cos<p  =  0.    (2) 

L'élimination  de  l'angle  ^  qui  figure  dans  les  équations  (1) 
et  (2]  comme  paramètre  variable,  conduirait  à  l'équation  du 
lieu.  Mais  comme  cette  opération  serait  laborieuse ,  et  que 
réquation  finale  en  x  et^r  serait  do  sixième  degré  (p.  367], 


{•)  Si  l'on  veut  ètiler  celte  considération  et  l'emploi  du  calcul  dilTérentiel ,  on 
ehabgera  9  en  9  +  A  dans  l'équation  rn.  on  reiranchera  Téqualion  U)  ^o  résul- 
Ut,et  Ton  passera  à  la  limite  apr-s  avoii  préalablement  divisé  par  *.  C'est  là 
un'ariifice  quo  l'nsage  des  cooi'données  polaires  rend  très-familier,  et  qui  est 
i  l'abri  de  toute  objection  logique. 
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et  par  conâèqueut  peu  coiumode  à  discuter,  il  sera  plus  sim- 
ple de  dégager  les  valeurs  des  deux  coordonnées  en  foncUoti 
de  rindèterminét»  auxiliaire  <?  prise  pour  variable  indépeu* 
daote.  Appliquons  donc  aux  équalions  dout  il  s'agit  la  mé- 
Ibode  des  myltiplicateurs ,  et  ajoutons  à  cet  effet  le  produit  de 
Féquation  (I)  par  $inyk  réqualiou  (2)  prcalablemeol  multi- 
pliée par  cos'f  ;  il  vieat 

ou ,  toute  réduction  faite,  en  posant  comme  on  le  faîl  souvent 


'^ya'-b\ 


y- 


c'sin^f  +  {26'  —  a')  sin  ï» 


('! 


Pour  dégager  x  on  multipliera  réquation  (1)  par  gos^  ^ttH 
seconde  par  —  sin^ ,  en  sorte  qu'il  vient  en  ajoutant  :       ^H 

ax  ^  b*sm\cQs^  +  ^'cos'^p  —  26*sin'f  cos ?  +  2a'sîn*f  cosf , 

d'où  enfin , 

X  = 1-^^ ^— I,  (p) 

a 

forniule  que  des  motifs  de  symétrie  eussent  suffisamment  in- 
diquée (*). 

H  sera  facile ,  à  Taide  des  expressions  {a)  et  (^) ,  de  discu- 
ter la  courbe  eu  suivant  les  variations  de  Tabscisse  et  de  Tor 
donnée  qui  répondent  aux  divers  états  de  grandeur  que  l'on 
peut  assigner  à  Fangie  f.  La  valeur  de  j  est  nulle  pour  ^  =  0 , 


(*)  Les  forutiles  que  Logendro  eociBidérf  Aonl  lc>s  caivaiites. 


sin^ 


Oq  voit  qu'elles  rentreat  dans  ks  c\pres9iDn&  des  eoordonti6c9  du  problème  »c- 
tuoL  Le  dcmigrftnd  axe  est  dirige  stir  J'axe  des  y»  cl  a  pour  valeur  r,  tandis  que 

0 

le  demi-pciilainctimpié  sur  l'aie  des  abscisses  est  é«al  à  Vmùié.  {Traité  ««#i 
fmcHont  tliiptiqufi,  eh.  VII.) 
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et  ea  même  temps  Ton  a  x  =  a  ,  en  sorte  qae  la  ooarbe  passe 
par  reztrémité  du  grand  axe  de  l'ellipse  sur  laquelles  les  cou- 
stroctions  s'opèrent.  On  ponvait  prévoir  cette  conclosion , 
puisque  la  rencontre  de  la  tangente  an  sommet  avec  la  par- 
pendicnlaire  menée  sur  un  rayon  fort  rapproché  deOA  [fig,  50) 
doit  nécessairement  déterminer  un  point  du  lieu  très-voisin 
du  sonmiet  \  l'équation ,  par  une  raison  de  continuité ,  devra 
donc  fournir  le  sommet  lui-même. 
On  ne  peut ,  lorsque  l'on  assigne  à  l'angle  r  des  valeurs 

croissantes  comprises  entre  zéro  et  -  ,  préciser  le  sens  dans 

lequel  varient  les  expressions  des  deux  coordonnées ,  qu'en 
tant  que  Ton  spécifiera  le  signe  de  la  quantité  (26*—  a*),  co- 
eflBcient  de  sin?  dans  la  valeur  de  Fordonnée.  Cette  distinc- 
tion nécessaire  donnera  évidemment  lieu  à  trois  hypothèses 

> 

diflërentes ,  suivant  que  l'on  aura  2Z»'— a'  =  0.    Ecartons 

< 
d'abord  les  deux  dernières  suppositions  :  nous  verrons  plus 

tard  les  modiGcations  qui  en  résultent  dans  la  configuration 

générale  de  la  courbe. 

En  supposant  donc  que  ?  augmente  depuis  zéro  jusqu'à  -, 

la  valeur  do^  composée  de  deux  quantités  qui  croissent  et 
s'ajoutent  va  sans  cesse  en  augmentant,  en  sorte  que  le  point 
décrivant  s'élève  constamment  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses. 
Mais  la  valeur  de  x  est  douteuse  :  les  deux  quantités  qni  la 
composent  sont  de  signe  contraire,  et  chacune  d'elles  dimi- 
nue ;  on  ne  peut  donc  décider  si  la  courbe  s'éloigne  ou  se  rap- 
proche de  l'axe  des  ordonnées.  Pour  obtenir  un  renseigne- 
ment précis,  je  cherche  quelle  est  la  valeur  de  <p  à  la- 
quelle répond  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  quantité 
cos<p  [(2a'—  b*)  —  c'cos'(p].  On  peut  multiplier  par  le  facteur 
constant  c  et  mettre  l'expression  sous  la  forme  équivalente 
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I 

(c'cos'<f}'[2a*— 6'— c'cos'ç].  Grâce  à  celte  prépara tioo ,  b 
somme  des  deux  facteurs  est  constaûte  dans  ce  prodail ,  el 
d'après  un  théorème  coimu  (*) ,  le  maitimum  ^  9*il  eiiste,  sera 
déterminé  par  l'équation 

2c'cos>=  2a'—  U"^  c'cos>  i 

d'où,  en  résolvant, 


COSf 


~  V         3c'     * 


Outre  la  condition  de  réalité  qui  est  toujours  remplie ,  pms 
que  Ton  a  dans  tous  les  cas  2a'—  i'>0 ,  on  doit  encore  aîoir 


3c' 


<C  I,  condition  qui  revient  à  2a' —  ^'<C3a* — Zb^^QM 


enfin  2^* — a'<;0.  Comme  nous  avons  supposé  le  contraire, 
il  n'j  a  pas  de  maximum ,  en  sorte  que  le  point  décrivant, 
fi'éleTant  au-dessns  de  Taxe  des  abscisses ,  se  rapproche  inces- 
samment de  Taxe  des  ordonnées.  Enfin  ,  lorsque  Ton  suppose 

f  =  -,  Von  a  x=^0  et^  =  fr,  cl  la  courbe  passe  à  Textrémité 

du  petit  axe. 

Pour  des  valeurs  de  l'angle  ^  comprises  entre  -  el  a: , 

rordonnée  repasse  par  les  mêmes  valeurs ,  et  l'abscisse  ne 
fait  que  changer  désigne  ;  dyù  il  suit  que  la  branche  de 
courbe  qui  s  étend  à  gauche  de  Taxe  des^  u'esl  que  la  répé- 
tition exacte  de  celte  qui  s'étend  de  AeiiB.  Be  plus,  comme 
le  changement  de  ^  en  iln  —  ^f  dans  les  équations  (a)  el  ((:) 


r)Si^  f^\t\  renoncé  t  m  Ud  produit  x"*|||"ïF^,..  (fan»  lequel  mjk.p..,*  sont  dei 

*  nombres  cniiers  ou  fractiDDnairf'fi,  et  dans  lequel  la  somme  des  facteurs  est 

X      y      i 
»t  constanlv  ,  atteint  son  maximum  lorsque  l'on  a  —  —  -  -*     ..,.  "  L'application 

dû  ce  tbèor^me  Fort  «im^ie,  est  sou  vent  plus  courte  que  la  méthode  genéraJo  qii 
etigela  formatmii  ei  rAnnulation  de  Li  dérivée  première,  rah*  que  l'on  poitie 
quelquefois  se  clifpcn»er  do  contulter  tes  dérivées  des  ordres  supérietirt.  [Tm 
t  l][,  p,  les,! 
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n'influe  pat  sur  la  taleur  de  x  el  fait  changer  le  signe  de  j" 
sans  en  modifier  la  valeur,  le  lieu  est  symétrique  par  rappcNrt 
à  l'axe  des  abscisses.  Celte  double  symétrie  Csîl  prévoir  que 
si  1*00  avait  éliminé  7  entre  les  équations  (a)  et  (^) ,  Téqua* 
tiozi  finale  y  (j:,^)  =  0  n'aurait  contenu  que  des  puissances 
paires  des  deux  variables.  D'après  Tensemble  de  cette  discus- 
sion sommaire,  si  Ton  attribue  à  la  courbe  la  forme  la  plus 
simple  compatible  avec  les  renseignements  obtenus,  elle  aura, 
comme  dans  la  fi^.  5t ,  beaucoup  de  ressemblance  avec  l'el- 
lipse \  mais  ce  tracé  grossier  a  besoin  d'être  justifié.  Consul- 
tons à  cet  effet  le  coefiScieni  angulaire  de  la  tangente,  dont  la 
formation  ne  saurait  offrir  aucune  difficulté.  Eu  diflérenliaut 
les  expressions  {^)  et  (P) ,  il  vient  : 

3c*si  n'«p  cos  ^-\-ylb" —  a* j  cos  9   , 
dy  = 1 ^—^ I|*p, 

ac*c<)s*Qsin«  —  (3a*— 6*^8in9  , 

dx  = : = "  09  ; 

a 

et  par  snite , 

dy  a[Zc'sin\'\'2b* — a*)cos<p 

5x""  b  {'ScrcOb\  +  6*—  '2a')  8in<p' 

11  est  aisé  de  omslatcr  que  les  points  A  et  A ,  B  et  R' 

sont  des  sommets,  puisque  les  hypoiîjèses  9  =  0  et  9  =  ic , 

If  3it        ,  .  ,   „  .       .  j 

^  =  -  et  <p  =  —  rendent  en  ces  pomts  lexpression  ci-des- 

SUS  désignée  infinie  ou  null^. 

Il  ne  reste  plus ,  ptmr  réduire  la  discussion  à  ce  qn*el1e  a 
vraiment  d'essentiel ,  que  de  préciser  si  la  courbe  est  inté» 
rieare  ou  extérieure  à  Tellipse,  ou  tantôt  l'un  tantôt  l'autre. 
Or,  on  sait  qu'une  courbe  de  l'ordre  m  ne  peut  avoir,  avec 
une  courbe  de  Tordre  n ,  plus  de  mn  points  communs  ;  et 
comme  dans  l'énumération  de  ces  points  les  points  de  tan- 
geoce  comptent  naturellement  poor  deox,  la  courbe,  si  elle 

Ânn,  »R  Matbbh.  v.  36 
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toupe  rcllipAC,  vù  peut  depuis  A  jusqu'en  B  la  rencontrer 
qu'une  seule  fois  ;  deux  points  d'inlerse«*Hon  dans  cet  inter- 
^Tallecrxi^eraterit ,  d'après  la  double  syniéirie  des  coorbeft, 
seize  points  communs ,  ce  qui  esl  incompatible  avec  leurs  de- 
grés respectifs.  11  suffira  donc  de  décider  quelle  est ,  en  dei 
point!»  fort  rapprot'bés  des  dcui  sommets  ^  la  position  relatîfe 
des  deux  courbes.  (Considérons  k  cet  eiTet  un  point  fort  voi- 
Mn  à(^  A  :  il  correspondra  à  une  valeur  de  o  que  Ton  pourra 
supposer  assez  petite  pour  négliger  les  puissances  de  tp  supé- 
rieures à  la  seconde.  D'après  celle  restriction  ,  les  séries  qui 
«erveril  à  développer  le  sinus  et  le  cosinus  suivant  les  pub- 
saiices  de  l'arc  fouruironl  immédiatement  : 


sin  <f  : 


cosç  =  1— -|, 


et  les  valeurs  des  coordimnées  de  la  courbe  qui  répondent  a 
ce  point  sont,  toute  réduction  faite  : 


{2b*^a']^ 


.(A 


2b') 


.(S), 


Mais  les  points  extérieurs  ou  intérieurs  à  Tellipse  sont,  dia- 
prés la  théorie  spéciale  de  cette  courbe ,  caractérisés  par  la 
condition 

qui  revient  dans  le  cas  actuel ,  ajïrès  avoir  formé,  d'après  tes 

^*     y* 
^valeurs  (7)  et  {S)  de  jc  et  éex^  les  quaulités  — ;el  y^,  à  Viné- 

'^lîlé  suivante  : 


>■( 


(2y-«')'  . 


Ma'—tùy 


b'\> 


)5«- 


tni*    ivn  né;;1(g<'ant  Ir  terme  en  f*  et  divisant  par  o* 

1»»  I 

> 


{a'  -  26*)  (a- 


af)'  ^  0. 
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Gomme  oq  a  supposé  en  oomoneoçanl  que  1«  quantité 
S&* — a*  était  positive ,  le  premier  membre  de  rinégalité  pré- 
cédente est  toujours  négatir,  ce  qui  montre  que,  dans  le  voi- 
sinage du  point  A ,  la  courbe  est  intérieure  à  l'ellipse  ;  on 
vérifierait  facilement  qu'il  en  est  de  même  dans  le  voisinage 
de  l'autre  sommet  B.  L'étude  du  rayon  de  courbure  eût  fourni 
les  mêmes  résultats  j  en  diflérentîant  une  fois  de^plus  les  va- 
leurs de  x  et  de  y^  on  l'aurait  obtenu  sans  peine  d'après  la 

formule  connue  r=  ^^  _         ;  mais  la  longueur  des 

calculs  rendait  préférable  ici  remploi  d'nn  artifice  peu  dé- 
tourné. Enfin ,  comme  de  A  jusqu'en  B,  c'est-à-dire  depuis 

7 s=sO  jusqu'à  f  =  xi  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

À 

va  sans  cesse  en  décroissant ,  la  courbe  est  exempte  de  sinuo- 
sités. Cl'!  qui  confirme  la  forme  du  quart  de  courbe  AKB 
{fiq  51). 

{La  fin  prochainêwient,) 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  100  (t.  IV,  p.  370), 
PABL  M.  BRomeri, 

Elève  au  Collège  royal  miliuire. 


Soit  un  arc  continu  sans  points  singuliers  et  sa  corde; 
si  l'on  joint  le  point  de  Taxe  où  la  tangente  est  parallèle  à  la 
corde  aux  deux  extrémités  de  la  corde ,  on  forme  un  triangle 
dont  l'aire  est  plus  grande  que  la  moitié  de  Taire  du  seg- 
ment (fig.  49). 

Je  prends  pour  axos  OA  et  OY  ;  »^MentjK  =  F(x)  l'éqaa- 
lion  de  la  courbe,  a  la  longueur  OA  ,  on  a  ¥{0)^0  ;  F{a)mU>, 
Soit^,  l'ordonnée  du  point  m' où  la  tangente  est  parallèle  à 
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1 
la  torde»  VMre  eu  triangle  sera  -ar».  Au  lien  de  lacompa- 

1  rer  au  demi-sogmeot,  je  comparerai  aj\  à  S  aire  du  segment 

Or  S  ^  jl^-rdar^  c'est-à-dire  la  somme  des  valeurs  du 

produit  ¥xdx  par  des  yaleurs  de  je-  infiniment  rapprochées 

entre  0  et  a,  SoiinL  a,  a,,  oc, ....  2^  les  accroissemefits  suc- 

ce^i^îfs  de  1  absciîî^e  depuis  0 ,  de  ai  a  ni  ère  que 

on  aura  pour  le  triangle , 

*r.  +  *,j^t  +  «.y  +    +««y î 

pour  le  segment  : 

«FtO)  +a.F^.  +  a/[a.  +  et,)  +      +  «^F(«  +  «.  +  +  «J- 
Ces  deux  expressions  ont  le  même  nombre  de  lermes  ;  toutea 

les  valeurs  Fat^,,.,F{5t-[-a'-|- )  sont  moindns  quej, ;  donc 

S  <  a)\ ,  c  esl-à-dire  que  le  triangle  est  plus  grand  que  la 
miiilié  du  segment* 

J'ai  dit  que  y,  était  la  plus  grande  valeur  dc^;  en  effets 
sil  j  avait  une  autre  valeur  mtiximum  pour  m!'  par  exem- 
ple ,  le  point  m  vn  est  un  par  hypothèse ,  la  courbe  auraîi 
deux  points  d'îiiilcxion  entre  m*  ti  m*\  ce  qui  eai  con- 
traire à  la  condition  que  la  courbe  n'a  pas  de  points  singu- 
liers. 


SOLUTIOJ!^  DU  PROBLÈME  1 15  ((.  V,  p.  167) , 

èliftt  du  e«llége  rajiL  mil  illire  de  L«  Flèchv, 


Ëtaal  duuoés  dans  le  même  plan  deux  cercles  et  un  point 
fixe,  mener  duux  tangentes  parallèles  telles  que  le  rapport 


-  »9  — 
des  distaneei  da  point  aax  deax  tangentes  soil  un  rapport 

donné  ~;^par  la  géométrie  élémentaire  et  par  l'analyto 

qnand  les  deux  cercles  sonl  remplacés  par  des  ooniqaes. 

Soient  G  ,  G'  les  deux  centres ,  R....  R'  les  rayons ,  A  le 
point  flxe,  /nT,  mT'  les  deax  tangentes.  Par  le  point  A  je 
conçois  une  parallèle  commune  qui  coupe  la  droite  mm!  des 
points  de  contact  en  O,  dans  le  rapport  donné;  puis  à  ce  point 
une  parallèle  aux  rayons  C/n,  Cm\  c'est-à-dire  une  perpen* 
diculaîre  à  AD  ;  elle  rencontre  CC  en  I ,  et  divise  cette  lon- 
gueur dans  le  rapport  donné  ;  ainsi  on  connaît  de  position  et 
de  grandeur  le  diamètre  AI  d'une  circonférence  qui  doit 
contenir  le  point  0;  mais  dans  le  trapèze  GmCW,  la  ligno 
IR,  parallèle  aux  bases ,  est  une  fonction  des  bases  R,  R' 
et  du  rapport  dans  lequel  le  point  I  divise  CG'  ; 

R/?»  +  R'/i 
In  ^ 1        s 

donc  10  est  connu,  et  par  suite  le  point  R  ;  IR  donne  la  di- 
rection des  rayons  de  contact  ;  il  existe  en  dehors  de  la  ligne 
GC  un  point  analogue  à  I ,  qui  donnera  aussi  doux  solutions 
de  la  question.  Gette  solution  est  particulière  au  cercle  ?  eu 
voici  une  plus  générale ,  facilemonl  applicable  aux  coniques. 
Je  conçois  le  point  A  comme  centre  de  similitude  de  la 
courbe  G  et  d'une  seconde  D ,  dont  le  rapport  de  »imilitude 

à  G  serait  le  rapport  donné  —  ^  ces  deux  courbes  auraient 

alors  les  tangentes  (correspondantes  à  un  même  rayon  vec- 
teur) parallèles  et  à  des  distances  du  centre  de  similitude 

dont  le  rapport  serait  —  ;  la  question  reviendrait  donc  à  me- 
ner une  tangente  aimmune  aux  courbes  D  et  G'. 
Gette  dernière  constraction  pourra  être  ramenée  à  Tinter- 
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iecUoa  de  deux  cliniques  au  oifjyeD  des  polaires  réciproques  ^ 
mais  le  cas  le  plus  favorablr  sérail  celui  où  les  coniques  D  et 
C  auraieolun  foyer  lomniuu  ;  alors  te  problème  Se  réduirait 
à  riutersectiou  de  deux  cercles ,  qui  seraient  les  polaires  ré- 
ciproques des  deux  coniques  par  rapport  à  uo  cercle  direc- 
leur  ajaut  pour  centre  le  foyer  commun. 

Par  rapport  au  point  Â ,  on  aura  deux  courbes  seioblabl€<i 
à  C  ;  chacune  d'elles  pourra  donner  quatre  tangeotes  coin- 
miiDes  sTecC  ;  il  y  aurait  alors  huit  soluLions. 

Analyse. 
Je  prends  pour  axes  de  c<ïoi  données  deux  droites  rectan- 
*gutaires  passant  par  le  point  A.  Soient 

Ay  +  Bxr+  G^'+  Dr  +  K^ + F  =  a, , 

ay  -|-  ba^jr  -f  cjc"  ^djr  -^ex  -\-/=  0^ 
les  équations  des  deux  coniques  i  y  ^=  mx  +  m  celles  des 

y  =  mj:  -\-  n' 
deux  tangentes  parallèles,  leurs  distances  au  point  A  sont  : 

n  tt* 

—  1  —  i    k  étant  leur  rapport,   il  faut  que 

1^1+ m'     Vi  +  m' 

n^^nk.  Je  vais  exprimer  que  y^mx-^n  touche  la  première 

conique,  ky  :^rîijc  -^  nk  louche  la  seconde;  j'aurai  deux 
équations  entre  m  et /i,  ce  qui  dètermiDera  ces  deux  incop- 
Bues.  Ces  équations  sont  (Voir  t.  II,  p.  108)  : 

(B'  — 4AC)  «■  +(D'  -  4AFjm*  +  (E'  —  4CF)  + 

+  2(2AE  — BD)/?m  — âCaCD— BE}/i+2(DE— 2BF)iiî  =0; 

(¥—iac)  n'ie  ^iit-^af)  m"  +  {e'  -  hcf)  + 

+  2(2ae— 6*/)  miik^'jl{2cd  —  Atf)  »it  +  2(dlé— 2^m=0. 

L'élimination  de  m  donnera  génératement  en  n  uneéquatioo 

du  quatrième  degré,  ce  qui  déterminera  les  poinls  B,  B'  où 

les  deux  tangentes  vont  couper  Taxe  é^y  \  or,  par  chacun 

de  ces  points  on  peut  mener  deux  tangentes  \  il  y  aura  dont 

penéralen^nt  finit  so)Qtioii9. 


-J 


-  su 


NOTE 


Sur  le$  éçuaiiom  du  premier  degré  m  nombre  pluê  grand  quê 
celui  de$  inconnues;  applicatiom  géoméirique$. 


Pkoilémm   1.    Soieot  n   équatioDt    entre   n  iooooDoet 


•I**'»»»*»' 


jc^'f  représentons  par  a^Cff)  le  coefficient  de  l'in- 
connue x^  dans  Téquatlon  de  qoentième  q  ;  de  sorte  que  {q) 
n'est  pas  ici  un  indice  exponentiel,  mais  un  indice  local ,  dé- 
signant le  nombre  d'accents  à  mettre  sur  la  lettre*  ;  c(9)  est  la 
quantité  toute  connue  placée  dans  le  second  membre  de 
l'équation  de  quantième^.  Toutes  ces  inconnues  ont  un  dé- 
nominateur commun  que  nous  désignerons  par  [a.a....  aj; 
cette  fonction  remarquable ,  dont  nous  devons  la  connais- 
sance à  Cramer,  nommée  rimltante  par  Laplace,  a  reçu, 
dans  ces  derniers  temps ,  le  nom  plus  expressif  de  détermi- 
nante ou  simplement  le  déterminant ,  parce  que  dans  une 
foule  de  circonstances ,  analytiques  el  géométriques ,  cette 
fonction  détermine  certaines  conditions.  Aucun  de  net 
traités  classiques  n'indique  la  formation  à  priori  de  cette 
fonction  qu'on  rencontre  à  chaque  instant  ;  négligence  ab- 
surde. Aussi  aucun  de  nos  élèves  ne  sait  développer  ni 
combinaison  ni  permutation.  Nous  avons  indiqué  cette  régie 
de  formation  (t.  1,  p.  127). 
PbobUme  II.  On  a ,  comme  Ton  sait  : 

ai  x^  doit  ôlre  nul ,  il  faut  que  l'on  ait  [a ^t^^j^^^]  =  ^  i 

telle  «t  donc  aussi  Téqiiatioïkde  condition  pour  que  n  ^ua- 


—  Kl  -  1 

tioQS  entre  n — 1  iu connues  puissi^ot  subsister  simolUmémeot 
Si  1^)11  doit  avoir  à  la  fois  ^^  =  j:^,  =  0 ,  îL  Taut  qu'on 

ait  [a;0^;a).  .a<^\^ cj  =  0  ; 

tf  tks  sont  donc  les  dyux  équations  de  condition  [K)ur  que  k 
équations  entre  /i— 2  incoonues  puissent  être  satisfaites  par 
lus  mêmes  valeurs ,  et  ainisi  tie  suite. 

PftOBLr.ME  II] .  Queik's  sont  les  runditions  pour  que  n 
droites  i>t tuées  dans  un  plan,  passent  p^r  te  même  point? 

Solution.  Soient  : 

tes  n  équa lions  dos  droit eî«  ;  jr, ,  x,  étant  les  coordonnées 
courantes^  oû  a  n  équations  entre  deux  inconnues;  il  faut 
doDc  «  —  2  équations  de  condition  ;  savoir  : 

[^,i«)...,a^J^;cJ  =  Oï  etc; 

et  dans  ces  équations  l«s  coefficients 

a;0,£t/i)....a;2  ,  ^;î),etc,, 

étant  arbitraires,  mai <«  pas  nuls,  après  la  formation  dé  ta 
déiermifiante.  on  égalera  ces  coefficients  à  l'unité. 
Exemple  :  w  ^  3  ^  on  a  : 

Lorsque  les  équations  ont  cette  forme  : 

il  faut  faire  a;=  £*;'=  ii,'' =  t  , 

et  l*on  a  pour  équation  de  condition  : 

[a¥]  +  [aV]  +  [a'' h]  ^  0    ou     [ab']  =  ah'  —  a'b,  etc. 


M 
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^BûÊiàuM  ly .  Quelles  sont  les  conditions  pour  que  n  droites 
sitnées  dans  l'espace  passent  par  le  même  point  ? 
Solution.  Soient  : 

les  équations  de  la  première  droite,  où  x,,  j:,,  j:,,  sont  les 
coordonnées  courantes,  et  l'on  a  encore  2 n— 2  équations 
analogues  pour  les  n  —  1  autres  droites  ;  ainsi  en  tout  2a 
équations  entre  3  inconnues  ;  ce  qui  exige  2/i— 3  équations 
de  conditions. 

Exemple:  /i=2;  on  formels  déterminante  [<ï/û,"'î|"'fl4'^], 
dans  laquelle  on  remplace  a/  par  c. ,  al*  par  c,,  aj^  par  c,  » 
et  a^''  par  c^,  et  on  égale  le  résultat,  contenant  vingt-quatre 
termes,  à  zéro. 

Ou: 

\alalal'^  désigne  une  déterminante ,  où  la  première  lettre 
de  chaque  terme  porte  on  accent,  la  seconde  deux  accents, 
la  troisième  trois  accents,  et  ainsi  des  autres. 

Observation,  Cette 'équation  de  condition  est  aussi  celle  qui 
existe  lorsque  quatre  plans  passent  par  le  même  point. 

Observation,  On  a  donné  ici  Téquation  d'une  droite  dans 
l'espace,  par  Tintersection  de  deux  plans  rencontrant 
chacun  les  axes  coordonnés  ;  mais  ordinairement  chacun  de 
ces  plans  est  parallèle  à  un  des  axes  ;  alors  plusieurs  coeffi- 
cients deyjennent  nuls  ;  ainsi  l'on  a  .- 

<=0;     <  =  0,     a."  =  Oi     a,iy  =  0; 

les  vingt-quatre  termes  se  réduisant  à  huit  termes ,  il  vient  : 

e,  t-  ^;«"  +  a: a;' an  -  c,  [/iX'^.«^  -  «X'^.'^  ] 

Si  Ton  fait  a/ =  â, '  =  a/ "  =  â.i^ ,  ce  qui  e^t  permis,  alors 
l'équation  de  condition  devient  : 


—  Kt  — 

Exemple:  n^ 3;  il  y  a  trois  équa lions  de  condilîon. 
Remarque.  Les  premiers  travaux  sur  les  déterminante 
soQl  de  VanderiDOEide ,  et  après  lui  pretM)tie  loos  les  grands 
analystes  s  eu  sont  occupés ,  et  M.  Caucby  considérablement 
et  à  diverses  reprises,  (ie  nos  jours.  M  serait  instructif  de 
réunir  tous  les  théorèmes  réeUemmt  différents  de  riUustre 
acaiièDiicieD.  Oo  lira  aussi  avt*€  fruit  ce  qiie  ÎVl.  Catatao  a  rè* 
cemmeot  publié  dans  les  mémoires  de  l'Acadéinie  de 
Bruxelles  :  aux  propriétés  anatyliquef)  des  délermioaotâ 
correspondent  des  théorèmes  géométriques  de  collimaiion , 
de  droites  qui  passent  par  le  même  point,  de  plans  qui 
passent  par  la  même  droite,  tl  aussi  par  le  même  point.  En 
général  la  geoo*élrie  est  dans  l'analyse  et  vice  versa  ,  et  c'est 
dans  la  science  du  nombre  qu'on  peut  dire  avec  Jacolot  : 
Tout  est  dans  tout 

Problème  V.  Si  l'on  a  n-\-m  équations  du  premier 
degré  entre  n  inconnues ,  il,  faul  m  équations  de  condition 
entre  les  coefficients,  et  si  elles  ne  sutisistent  pas, /m  ne 
pourra  par  aucun  sy?ilème  do  valeurs  des  inconnues  satis- 
faire aux  équations.  Siipposons  que  dans  chacune  de  ces 
équations  on  ail  fait  passer  la  quantité  connue  dans  le  premier 
membre  ;  prenons  n  quelconques  de  ces  équations  ;  elles  suf- 
Usent,  généralement  parlanl ,  pour  dékrmincr  les  «  incoo' 
nues  j  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  m  équattons  res- 
tantes, on  n'obtiendra  pas  de  résuhats  nuls,  résultats  qu'on 
nomme  les  erreurs.  Si  l'on  avait  pris  un  autre  système 
de  n  équations,  on  aurait  eu  d antres  erretirs*  La  question 
est  donc  de  trouver  pour  les  n  inconnues  dt  s  valeurs  telles 
que  la  somme  de^  erreurs  ^nU  la  m<»indre  possible;  et  comme 
Terreur  — edoil  être  réputée  aussi  grande  que  l'erreur  rj-t, 
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il  fiHrt  s'attacher  à  ce  qae  la  somme  d'ane  fonction  symétrique 
paire  des  erreurs  soit  au  minimum.  Par  le  calcul  des  proba- 
bilités ,  on  prouve  que  cette  fonction  est  la  somme  des  carrés  ; 
ainsi ,  considérant  les  premiers  membres  comme  représen- 
tant l'expression  analytique  des  erreurs,  on  fait  la  somme 
des  carrés  de  ces  premiers  membres  et  d'après  la  théorie  du 
maximum  ;  on  égale  à  zéro ,  les  dérivées  de  cette  somme , 
prises  successivement  par  rapport  aux  n  inconnues  ;  ce  qui 
fournit  n  équations  du  premier  degré  entre  ces  inconnues , 
qui  déterminent  ces  inconnues  ;  substituant  ces  valeurs  dans 
les  n+m  équations,  on  obtient  n+m  résultats,  dont  la  somme 
des  carrés  est  moindre  que  si  on  avait  adopté  un  autre  système. 

Problémk  Yl.  Mener  une  droite  par  trois  points  donnés. 

5*0/1111011.  11  s'agit  do  trouver  les  valeurs  de  a  et  de  6  qui 
satisfont  aux  trois  équations  : 

aa:'-.6-^'==0;    ax"—b^'=0,    aa/''—b-y;'=0; 

et  supposons  que  Téquation  de  condition  n'existe  pas;  alors 
pour  avoir  la  valeur  de  a  et  de  6 ,  on  forme  la  fonction  : 

et  égalant  k  zéro  les  dérivés  par  rapport  kaeib,  il  vient  : 

a{x''+Jt/''+a:^''y-b(jc'+a:''+x''')=xy^Jc'y'+afy''; 
a{x'+x"+a:^")-'U=y+y+y''x 

les  valeurs  de  a  et  6  mises  dans  l'équation 

y=:ax  +  b, 
donnent  la  droite  de  moindre  erreur. 

Il  en  est  de  même,  si  on  voulait  trouver  im  cercle  passant 
par  plus  de  trois  points;  mais  ce  problème  n'est  pas 
identique,  comme  on  pourrait  le  oroire,  avec  celui  que 
M.  Lionnet  a  résolu  (p.  149). 


7.  En  appliquant  la  mélhode  des  moindres  carrés  à  n  équi- 
^ lions  à  n  ii)amh\ii''à ,  on  doii  trouver  lesméme.s  valeurs  que 
f  doDoe  Ja  résolu Uoïi  directe.  Au  syslème  datiné,  on  peut  donc 

subiïtituer  à  priori  un  autre  système  de  fi  équations  â  n  m- 
connues  et  ayant  Les  mêmes  valeurs  ;  ce  qui  fournit  d  intéres- 
santes relations  d  identité  entre  les  déterminantes. 

8.  La  métbode  des  moindres  carrés ,  d'une  si  grande  im- 
pfirlance  en  physique  expérimentale,  a  été  découverte  et 
publiée  pour  la  première  fois  par  Legendre  en  1805. 

M,  Gauss  l'avait  trouvée  aussi  de  son  c6tè  en  1795. 

C'est  M.  Bienaymé  (Jules)  qui  en  a  donné  le  premier  une 
démonstration  rigoureuse.  {Savants élrangerSj  1.  V,  p.  $13^ 
1838.) 


QUESTIONS, 


lai.  O  étant  le  centre d'ane  ellipse,  OA ,  UB  deux  demi- 
diamètres  (onju^ué«ï  donnés  de  grandi'ur  et  de  direction, 
construiriez  le  parai lélo^ïram me  0A<  B. 

Si  du  centre  0  vous  menez  à  vol  an  lé  OA'  qui  rencontre  AC 
en  A';  par  le  point  A'  nne  parallèle  à  la  diagonale  €0  qui 
rencontre  0  A  en  C,  puis  par  ce  dernier  point  une  parallèle 
à  la  se&mde diagonale  AB^  le  point  B'  où  elle  rencontre  €B 
est  sur  la  direction  du  diamètre  conjugué  à  OA'. 

(Breton  de  Champ.) 

132.  Faire  passer^  par  cinq  points  donnés  dans  t'espace,  un 
cjlindre  droit  à  base  circulaire. 

133.  On  nomme  points  conjugués  dune  ellipse,  les  extré- 
mités de  deux  diamèlres  conjuiçuès:  V\b  somme  des  carrés 
des  normales  par  rapport  au  même  axe  de  deux  points  con- 
jnguéft  est  conMante  : 
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^  La  toaiiiie  des  earréi  des  qattre  rayons  f  eetenn  est 
oooaUatei 
3*  L'oQ  a     (fl— r)'+  (fl—  r')'  =  c"  j     r,  r'  rayons  Tecteors 

Donjngoés  issus  d'an  même  foyer;  a=  -  grand  axe;  c=r  ex- 

œntricité.  {G.  RiU.) 


ANNONCES. 

Éiitif  ENTS  d'aritbm^iqub  ,  suî vis  de  la  théorie  des  logarithmes  ; 
par  E.  Lionnet,  proressear  de  mathématiques  au  collège 
royal  de  Louis  le  Grand ,  1  vol.  io-S'',  chez  Desobry  ,  rue 
des  Maçons-Sorbonne,  n"l. 


Rectification  relative  d  la  strophaide  (p.  470]. 

M.  Ritt,  auquel  nous  devons  la  communication  de  ce  mé- 
moire y  nous  écrit  que  c'est  M.  Montucci ,  docteur  de  TAca- 
demie  de  Sienne,  qui  en  est  Fauteur. 


PARTIE  GÉOMÉTRIQUE  DE  L* ALGÈBRE  / 

DB 

jébau  jibdallah  Mohammed  ben  Moussa  (al KJunbarexmi)^ 

FAR  M.  AaiSTXHX  MâBB». 


L'on  vrage  de  Mohammed  hm  Moussa,  anqoel,  ne  f  At-ce  qnt 
par  reeoonaissanoe,  étaient  si  légitimement  dos  les  honneurs 
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(Je  rimprpssiaii  y  est  resté  manuscrit  H  di^poiii  trois  tiiècles 
dans  l oubli ,  quond  pour  la  première  fois^  en  1 831  ^  M.  Hûim 
la  publié  en  arabe  et  en  anglais.  M.  iJbri  vient  aussi  de  re- 
produire ,  dans  le  r'  volume  de  son  Ifintoire  des  sciencet  m 
Italie^  Tune  des  Iraduelions  lallnf*s  que  l'on  conservait  à  la 
hibliolbèque  royale.  Celle-ci  n'est  pas  aussi  complète  quole 
manuscrit  dont  s  est  servi  M.  Rosm,  La  partie  géométrique, 
entre  autres,  ne  s*y  trouve  pas.  [Chmles^  Aperçu  historique 
sur  l'origine  et  le  développemenl  des  méthodes  en  géométrie, 
p,  4900  C'esi  celle  lacune  dans  larepnvdurtinn  Ititinodel'aV 
pébre  de  Mohamed  hen  Afouasa ,  que  nous  voulons  ctjmbler 
par  une  traduclion  faite  sur  la  version  anglaise  du  manuscrit 
d'Oxford  i  là  ^e  bornera  notre  tâche.  Mais  il  ne  sera  peul- 
étre  pas  inutile  de  rappelt  r  succinciement  ce  quefut  Moham- 
med ben  Momsa^  et  quels  sont  ses  tiin^^sinipérissableià  notre 
reconnaissante. 

j4bou  Abdallah  Mohamed  ben  Mousta  ^  de  Khowarezm  sur 
rOxw5  (de  là  son  nom  de  Alkhowarezmi)  »  vécut  et  écrivit 
sous  te  khalife  Al  Mamoun^  qui  commença  à  régner  à 
Bagdad  en  Tan  814. 

Il  abrégea,  à  la  requête  de  rillusfre  Abbasside*  mais  avant 
racccssiou  de  ce  prince  au  kbalifat,  le  Sindhind  (tabk*s  as- 
tronomiques], traduit  par  Mohammed  ben  Ibrahim  ai  Fazâry 
d'après  Fouvrage  d'un  astronome  indien  qui  visita  la  cour 
é'Al  Mansour  dans  la  156*  année  de  T hégire  ou  77/1*  de 
notre  ère.  {Ebn  al  Adami^  préf,  à  ses  tabl.  astronomiq  ; 
Cmiri ,    I.  437-428.   Colehrooke.  Dissertation,  p.   tJLvr 

On  ne  doit  pas  le  confondre  avec  Ahou  Djafar  Mahummed 
ben  Moussa^  1  un  des  trois  ûhûid  Moussa  ben  Shaker.  En  effets 
Aboulfaradj  (  Histor.  Dyn. ,  p.  280)  et  Ccmri  (ï,  386-418) 
rappi^nnU  que  Mnuma  ben  Shaker^  dont  la  jeunesse  n'avait 
été  rien  moins  qu  honorable ,  car  il  avait  débuté  p^r  le  me- 
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lier  de  bandit ,  avait  ensuite  trouvé  moyen  de  s'attacher  à 
k  ooor  da  khalife  M  Mamoun ,  et  qu'après  sa  mort  ce 
grand  prince  prit  soin  de  Tédncation  de  ses  trois  Gk  Jlfo- 
kammed^  Ahmed  et  Al  Hassan ,  qui  plus  tard  s'illustrèrent 
comme  mathématiciens  et  astronomes  sous  le  khalife  Al 
Mohiaded.  On  sait  que  ce  dernier  régna  de  279  à  289  de 
l'hégire ,  ou  do  892  à  902  de  notre  ère.  (Rosen. ,  p.  xii.) 

Mohammed,  d%ns  sa  préface,  nous  apprend  que  ce  fut 
encore  Al  Mamoun^  devenu  khalife,  qui  Tencouragea  à 
écrire  un  ouvrage  pop^iilaire  sur  l'algèbre,  ou  plutôt,  sui- 
Tant  ses  propres  expressions  on  petit  ouvrage  sur  le  calcul 
par  Gebr  et  Mokahalah^  restreint  à  ce  qu'il  y  a  de  plus  aisé 
et  de  plus  utile  en  arilhmétiquo ,  c'est-^-dirc  aux  opérations 
dont  on  a  constamment  besoin  dans  les  cas  d'héritage ,  de  do- 
nations, de  procès,  de  négoce  et  aCbires  de  la  vie  pratique,  on 
nécessaires  pour  la  mesure  des  terres,  le  creusement  des  ca- 
naux ,  le  calcul  géométrique,  etc. 

Pour  comprendre  ce  que  nous  devons  à  Mohammed  hen 
Moussa  y  il  suffit  de  rappeler  que  c'est  dans  son  ouvrage  que 
nous  avons  puisé  nos  premières  connaissances  algébriques, 
qu'il  est  notre  véritable  instilutcur  dans  cette  branche  prin- 
cipale des  sciences  raathéfha tiques  ;  avant  de  juger  son 
œuvre,  il  faut  mûrement  réfléchir  sur  ce  fait ,  qu'un  traité 
d'algèbre,  regardé  comme  élémentaire  au  IX^  siècle  chez  les 
Arabes,  et  en  quelque  sorte  comme  manuel  pratique  à  l'u- 
sage du  peuple,  est  devenu  700  ans  après,  l'ars  magna  des 
Européens ,  la  base  et  l'origine  de  leurs  grandes  découvertes 
dans  les  sciences.  (Chasles^Aper,  Hist.,  p.  491).       A.  M. 
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Sachez  que  la  signîOcation  de*  IVx pression  «  un  par  un  ^ 
esl  nïcsure(l),  car  Von  entend  par  là  une  coudée  (;î)  (en  lon- 
gueur) par  une  coudée  (en  largeur)*  Toul  quadrangic  éqoi- 
latéral  el  êquîangle,  qui  a  une  coudée  |i(»ur  cbacun  de  ^es 
côtés,  a  aussi  un  poursou  aire,  Ln  lel  qiiadrangle  a-l  il  deiu 
couder  s  pour  son  c6té,  alors  Taire  du  quadrangic  l'sl  qualre 
fois  Faire  d'un  quadrangle ,  dont  le  €Ùié  esl  une  coudée.  Il 
eo  est  de  même  dé  trois  par  trois,  et  ainsi  de  suite,  en  mon- 
tant ou  en  descendant  :  par  exemple,  un  demi  par  un  demi  » 
qui  donoe  un  quart ,  ou  d'aulres  rractions,  toujours  suivant 
la  même  règle.  Un  carré,  dnnl  chaque  côté  est  une  demie 
coudée,  est  égal  à  un  quart  di*  la  figure  qui  a  une  coudée 
pour  st>D  c6lé.  De  la  même  manière,  uu  tiers  par  un  Iters^  ou 
un  quart  par  un  quart  ^  ou  un  cinquième  par  un  cinquième^ 
ou  deux  tiers  par  un  demi ,  ou  plus  ou  moins  que  ceci ,  ton* 
Jours  d'après  la  mémo  règle  (3), 

Un  côté  d'une  ûgure  quadrangulaîre  équilatérale,  pris 
une  fois,  est  la  racine  de  ce  carré  j  si  ce  même  côlé  est  mul- 
tiplié par  deux ,  alors  il  équivaulà  deux  des  racines  du  carré, 
qu'il  soit  petit  ou  grand. 

*  Si  vous  multipliez  la  hauteur  d'un  triangle  équi latéral  par 
la  nioiîié  de  la  base  sur  laquelle  la  ligne  marquant  la  hau- 
teur se  lient  perpendiculaire,  le  produit  donac  latre  de  ce 
triangle  (4). 

Dans  tout  quadrangle  équilatéral,  le  produit  d'un  dia- 
mètre multiplié  par  la  moitié  de  Tautre  sera  égal  à  son 
aire  (5). 

Dans  un  c  ercle,  le  produit  de  son  diamètre,  multiplié  par 
trois  et  un  septième,  sera  égal  à  la  périphérie.  CVst  là,  la 
règle  généralemeni  suivie ,  dans  la  vie  pratique,  quoiqu  elle 
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ne  soit  pas  tout  à  fait  exacte.  Los  géomètres  oot  deux  autres 
méthodes.  Une  d'elles  consiste  en  ceci ,  que  tous  multipliez 
lediamètre  par  lui-même,  puis  par  dix,  et  qu'enGn  tous  pre- 
nei  la  racine  du*produii;  la  racine  sera  la  périphérie.  Les 
astronomes  parmi  eux  se  servent  de  Tantro  méthode;  la 
vcHci  :  vous  multipliez  le  diamètre  par  soixante-deux  mille 
huit  cent  trente-deux,  et  divisez  le  produit  par  vingt  mille  ; 
le  quotient  est  la  périphérie  (6) . 

Les  deux  méthodes  conduisent  à  très -peu  près  au  même 
résultat. 

Si  vous  divisez  la  périphérie  par  trois  et  un  septième ,  le 
quotient  est  le  diamètre. 

L'aire  du  cercle  sera  trouvée  si  Ton  multiplie  la  moitié  de 
la  circonférence  par  la  moitié  du  diamètre  ;  puisque  dans 
tout  polygone  dont  Ids  côtés  et  les  angles  sont  égaux ,  tels 
que  triangles,  quadrangles,  pentagones  et  ainsi  de  suite, 
Taire  est  trouvée  en  multipliant  la  moitié  de  la  périphérie 
par  la  moitié  du  diamètre  du  cercle  moyen  qui  peut  être  tracé 
au  travers. 

Si  vous  multipliez  le  diamètre  d*un  cercle  par  lui-même, 
et  que  vous  retranchiez  du  produit  un  septième  et  un  demi- 
septième  de  ce  même  produit ,  alors  le  reste  est  égal  à  l'aire 
du  cercle.  Ceci  conduit  à  très-peu  près  au  même  résultat  que 
la  méthode  donnée  ci-dessus  (7). 

Toute  portion  d'un  cercle  peut  être  comparée  à  un  arc. 
Cet  arc  sera  ou  exactement  égal  à  la  demi-circonférence , 
ou  plus  petit  ou  plus  grand  qu'elle.  Ceci  peut  être  fixé  par 
la  flèche  (8)  de  Tare.  Quaud  il  arrive  qu'elle  est  égale  à  la 
moitié  de  la  corde,  c'est  qu'alors  Tare  est  exactement  la 
moitié  de  la  circonférence  ;  est-elle  plus  petite  que  la  moi- 
tié de  la  corde,  alors  l'arc  est  moindre  que  la  demi-cir- 
conférence; la  flèche  est -elle  plus  longue  que  la  demi- 
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corde,  alors  Tare  romprcotl  p\m  de  la  moitié  de  la  circon- 
ffcrcnce. 

Si  vous  avez  besoin  de  détcritiinor  le  corde  auquel  il  ap- 
IparlicDt,  Diultjplicz  la  moitié  de  la  corde  piirellc^méroe, 
[divisez  pnr  la  flèche  et  ajoutez  le  quolieiU  a  la  flèche,  h 
[feomnic  est  le  diamètre  du  cercle  auquel  cet  arc  appar- 
( tient  (9). 

S'il  vous  faut  calculer  Taire  de  lare,  multipliez  la  moitié 
du  diamèlre  du  cercle  par  la  moitié  de  l'arc  el  conservez 
le  produit  dans  voire  pensée.  Alors  retranchez  la  flèche  de 
Tare,  de  la  moitié  du  diamètre  du  cercle,  si  lare  est  plus 
petit  que  le  dcmi-ccrclc ,  ou  s'il  est  plus  grand  que  le  demi* 
cercle,  retranchez  la  moitié  du  diamètre  du  cercle,  de  la  flè* 
che  de  Tare.  Multipliez  le  reste  par  la  moi  lie  de  la  corde  de 
Tare ,  et  retranchez  le  produit  de  celui  que  vous  avez  retenu 
dans  votre  pensée  si  l'arc  est  moindre  que  la  moitié  du  cercle, 
ou  ajontez-le  à  ce  même  produit  si  Tare  est  plus  grand  que  le 
demi-cercle.  La  somme  après  Taddition ,  ou  le  reste  après  la 
soustraction,  est  Taire  de  Tare  (10). 

On  trouve  le  volume  d'un  corps  quadran^laire  en  mul- 
(  tipliant  la  longueur  par  la  largeur»  et  alors  par  la  hauteur. 
S11  est  d'autre  forme  que  la  quadr.mgulaire  (circulaire ou 
Uriangubire  par  exemple)^  maïs  telle  cependant  qu^une  ligne 
l représentant  sa  hauteur  puîîssc  se  tenir  perpendîculairemeol 
sur  la  base,  et  être  encore  parallèle  aux  côtés ,  il  faut  le  cal- 
culer en  déterminant  d'ahord  l'aire  de  sa  hase.  Celle-cî,  mul- 
tipliée par  la  hauteur,  donne  le  volume  du  corps. 

Les  cônes  et  les  pyramides  triangulaires  ou  quadrangu- 
laîres  sont  calculés  en  mullîplîant  on  tiers  de  faire  de  la  base 
par  la  hauleur  (11). 

Observez  que  dans  tout  triangle  rectangle,  les  ûeux 
petits  eùi es  étant  multipliés  chacun  partui  m^hne,  les  pro- 
duits, additionnés  ensemble ,  égalent  le  prodnîl  du  long  côté 
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mtdtiplié  par  lui-même.  La  preuve  en  est  ci-dessous  (IS). 

Nous  traçoos  un  quadrangle  ABCD,  avec  ses  côtés  égaux 
et  ses  angles  égaux.  Nous  partageons  la  ligne  AC  en  deux 
moitiés  au  point  K,  et  de  ce  point  nous  tirons  une  parallèle 
jusqu'au  point  R.  Puis  nous  partageons  aussi  la  ligne  AB  en 
deux  moitiés  au  point  T,  et  tirons  une  parallèle  jusqu'au 
pcHut  G.  Alors  le  carré  ABCD  est  divisé  en  quatre  qua- 
drangles  qui  ont  côtés  égaux  cl  angles  égaux ,  et  sont  de 
même  aire  ;  savoir,  les  carrés  AK ,  CK ,  BK  et  DK.  Mainte- 
nant, nous  tirons  du  point  H  au  point  T  une  ligne  qui  divise 
le  quadrangic  AK  en  deux  parties  égales  :  il  se  forme  ainsi 
deux  triangles  dans  lequadrangle ,  sa  voir  les  triangles  ATH 
et*HKT.  Nous  savons  que  AT  est  la  moitié  de  AB,  et  que 
AH  lui  est  égal,  comme  moitié  de  AC;  et  la  ligne  TU  qui  les 
joint  est  opposée  à  langlc  droit.  Nous  tirons  de  la  même  ma- 
nière des  lignes  de  T  à  R ,  de  R  à  G ,  et  de  G  à  H.  Ainsi  tous 
les  carrés  donnent  naissance  à  huit  triangles  égaux ,  et  quatre 
d'entre  eux,  conséquemment ,  valent  la  moitié  du  grand 
carré  AD.  Nous  savons  que  la  ligne^AT  multipliée  par  elle- 
même  est  égale  à  Taire  de  deux  triangles,  et  AH  donne  Taire 
de  deux  triangles  qui  leur  sont  égaux  ;  Icor  somme  est  en 
conséquence  quatre  triangles.  Mais  la  ligne  HT  multipliée 
par  elle-même  donne  pareillement  Taire  de  quatre  de  ces 
triangles.  Nous  apercevons  donc  que  la  somiac  de  AT  mul- 
tipliée par  elle-même  et  de  AH  multipliée  par  elle-même ,  est 
égale  à  TH  multipliée  par  elle-même.  C'est  là  l'observation 
que  nous  étions  désireux  d'éclaircir.  Voici  la  figure  y  re- 
lative {fig.  1). 

Les  qfiadrangles  sont  de  cinq  espèces  :  premièrement  avec 
les  angles  droits  et  les  côtés  égaux;  secondement,  avec  les 
angles  droits  et  les  côtés  inégaux  ;  troisièmement ,  le  rhombe 
avec  des  côtés  égaux  et  des  angles  inégaux  ;  quatrièmement, 
le  rhomboïde,  dont  la  longueur  diSère  de  la  largeur  et  dont 


les  angles  sont  inégaux  ;  seulemetit  les  deux  grands côlés  et  tf*ii 
deux  petits  sont  respectivemcot  d'égale  longueur  ;  cioquîè- 
memeot^  les  quadrangles  avec  angles  et  côtés  inégaux  (13). 

Première  espèce.  —  L'aire  d'un  quadrangle  dont  les  côtés 
sont  égaux  et  les  angles  droits,  ou  les  eôlés  inégaux  et  les 
angles  droits ,  peut  être  trouTée  en  multipliant  la  longueur 
par  la  largeur.  Le  produit  est  Taire.  Par  exemple  :  une  pièce 
de  terre  quadrangulaire  ♦  dont  chaque  côté  a  cinq  coudées  « 
a  une  aire  de  vingt-cinq  coudées  carrées.  Yoici  quelle  est 
!a  (igure  (fig.  2).  ■    % 

Deuxième  e,^pêce,  —  Une  pièce  de  terre  quadrangulaire  ; 
ses  deux  grands  côlés  sont  de  huit  coudées  chacun  ^  tandis 
que  la  largeur  est  six»  Vous  trouvez  Taire  en  multipliant 
six  par  huit,  ce  qui  donne  quarante-huit  coudées.  Voici  pour 
ce  cas  la  figure  [fig-'i]. 

Troisième  espèce  (14).— Le  rhombe  :  ses  côtés  sont  égaux; 
que  chacun  d'eux  soit  cinq  et  que  ses  diagonales  soient  t  une 
huit  et  Taulre  six  coudées.  Vous  pouvez  alors  calculer  Taire, 
soit  par  Tuue  des  diagonales ,  soit  par  les  deux.  Comme  ?ous 
les  connaissez  toutes  deux,  tous  multipliez  Tune  par  la 
moitié  de  Tautre^  le  produit  est  Taire  j  c  est-à-dire  que  vous 
multipliez  huit  par  trois»  ou  six  par  quatre;  cela  donne 
vingl-quatre  coudées,  el  cVst  Taire.  Si  vous  ne  connaissez 
qu'une  des  diagonales  f  alors  vous  faites  attention  qu'il  y  a 
deux  triangles  pour  chacun  desquels  deux  côtés  ont  respec- 
tivement cinq  coudées,  tandis  que  le  troisième  côté  est  h 
diagonale.  Dès  lors  vous  pouvez  faire  le  calcul  d'après  le:» 
règles  pour  le  triangle.  Voici  la  figure  (fig.  4). 

Laquatrième  espèce,  ou  rhomboïde,  est  calculée  de  la  même 
manière  que  le  rhomhe(t5).  Voici  quelle  est  la  figure  (fig,  51. 

On  calcule  les  autres  quadrangles  en  tiraol  une  diagonale 
et  en  les  évaluant  comme  triangles  (16). 
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Leé  Iriaoglei  sodI  de  trois  sorles  :  acutaugles  ,  obtusan- 
gles  ou  rectangles  (17). 

La  propriété  du  triangle  rectangle  est  que  si  vous  multi- 
pliez chacun  de  ses  deux  petits  côtés  par  lui-même ,  qu'alors 
vous  les  ajoutiez  ensemble ,  leur  somme  sera  égale  au  long 
cMé  multiplié  (Air  lui-même.  Le  caractère  du  triangle  acutan- 
gle est  celui-ci  :  Si  vous  multipliez  chacun  de  ses  deux  pe^ 
tits  côtés  par  lui-même ,  et  si  vous  additionnez  les  pro- 
duits 9  leur  somme  est  plus  grande  que  le  long  côté  seul 
multiplie  par  lui-même.  La  déûnition  du  triangle  obtusaogle 
est  celleH^i  :  si  vous  multipliez  ses  deux  petits  côtés  chacun 
par  lui-même,  et  si  vous  additionnez  les  produits,  leur 
somme  est  moindre  que  le  produit  du  long  côté  multiplié 
par  lui-même. 

Le  triangle  rectangle  a  deux  cathètes  et  une  hypotéuuse. 
Il  peut  être  considéré  comme  la  moitié  d'un  quadrangle.  Vous 
trouvez  son  aire  en  multipliant  une  de  ses  catliétes  par  la 
moitié  de  l'autre.  Le  produit  est  Faire 

Exempleê.  Un  triangle  rectangle ,  une  cathéle  étant  six 
coudées,  Tautre  huit,  et  l'hypoténuse  dix.  Vous  l'évaluez 
en  multipliant  six  par  quatre,  ce  qui  donne  vingt-quatre: 
c'est  là  Taire.  Ou  si  vous  le  préférez ,  vous  pouvez  aussi  le 
calculer  par  la  hauteur  qui  s'élève  perpendiculairement  du 
plus  long  côté  ;  car  les  deux  plus  potits  côtés  peuvent  eux- 
méoies  être  considérés  comme  deux  hauteurs.  Si  vous  pré- 
férez cela ,  vous  multipliez  la  hauteur  par  la  moitié  de  la 
base.  Le  produit  est  l'aire  (18).  Yoiti  la  flgure  (/ij.O). 

Seconde  espèce.  —  Un  triangle  équiiatéral  avec  ses  angles 
aigus ,  dont  chaque  côté  a  dix  coudées  de  long.  Son  aire  peut 
être  déterminée  par  la  ligne  représentant  sa  hauteur  et  le 
point  d'où  eUe  émerge.  Observez  que  dans  tout  triangle  iso- 
cèle, une  ligne  tirée  ju^u'à  la  base  pour  représenter  la  hau- 
teur émerge  de  la  baselî  angle  droit ,  et  que  le  point  d'où  elle 
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a'éRwesl  toujours  situé  au  milieu  de  la  basej  si ,  au  con- 
traire ,  ks  deux  côtés  ne  sont  pas  éj^aux ,  alors  ce  point  ne  se 
[irouire  jamais  au  milieu  de  la  base  (19).  Dans  le  cas  actuelle* 
ment  sous  nos  yeux  ,  nous  apercevons  que,  quel  que  soit  le 
côlé  vers  lequel  nous  lirions  la  ligne  qui  doit  représenter  la 
hauteur,  ce  sera  toujours  nécessairement  en  son  aiilien  que 
celte  ligue  tombera  ,  là  où  la  longueur  de  la  base  est  cinq. 
Maiulenant  la  hauteur  sera  ainsi  obtenue  :  vous  multiftliet 
cinq  par  lui-méoie  j  alors  multipliez  un  des  côtés,  c'est-à-dire 
dix  par  lui-même»  ce  qui  donne  cent,  MainteuaiU  vous  relrao- 
chez  de  ce  produit  celui  de  cinq  multiplié  par  lui-même,  ce 
qui  est  vingt-cinq  ;  le  reste  est  soixante-quinze ,  dont  la  ra- 
cine est  la  hauteur.  Celle-ci  est  une  ligne  commune  aux  deux 
triangles  rectangles  (20), 

Si  vous  avez  besoin  de  trouver  Taire,  multipliez  la  racine 
de  soixante-quinze  par  la  moitié  de  la  base,  qui  esl  cinq. 
Vous  effectuez  ceci ,  en  niullipliant  d'abord  cinq  par  lui- 
même  ;  alors  vous  pouvez  dire ,  que  la  racine  de  soixante* 
quinze  est  à  multiplier  par  la  racine  de  vingt-cinq.  Le  pro- 
duit est  mille  huit  cent  soiiante-quinze*,  prenez  sa  racine, 
c'est  Taire  ^  c'est  quarante-trois  et  une  petite  quantité  (21). 
Voici  la  figure  [fig,  7). 

Il  y  a  aussi  des  triangles  acutangles  avec  des  côtés  dif- 
fèrenls.  Leur  aire  sera  trouvée  par  îe  moyen  de  la  ligue  re- 
présentant !a  hauteur,  et  du  point  d'où  s'élève  celte  dernière- 
Prenez ,  par  exemple ,  un  triangle ,  dont  un  des  côtés  est 
quinze  coudées,  un  autre  quatorze  et  le  troisième  treize  cou- 
dées. Afin  de  Irouver  le  point  d'où  s'élève  la  ligne  marquant 
la  hauteur,  vous  pouvez  prendre  pour  base  tel  côlé  qu*il  vous 
plaira  choisir,  par  exemple  :  celui  qui  est  long  de  quatorze 
ctmdées.  Le  point  d'où  s  élève  la  ligne  reprèsejitanl  la 
hauteur,  est  situé  sur  cette  base  à  une  dislance  inconnue 
de  chacun  des  deux  autres  côtés.  Essayons  de  trouver  sa  di- 


à 


-  567  — 

slaoce  incoDQUc  du  c61c  qui  est  long  de  treize  coudées  (22). 

Multipliez  cette  distance  par  elle-même  -,  il  en  résulte  Mal. 
Rctrauchei-le  de  treize  multiplié  par  lui-même,  c'est-à-dire 
cent  soixante-aeuf .  Le  reste  est  cent  soixante-neuf  moins  Mal . 
La  racine  de  ceci  est  la  hauteur.  Le  reste  de  la  base  est  qua- 
torze moins  ShaSi.  Nous  multiplions  ce  reste  par  lui-même  ; 
il  en  résulte  cent  quatre  vingt-seize  et  Mdl  moins  yingt«huit 
Shaï.  Nous  retranchons  ceci  de  quinze  multiplié  par  lui- 
même  ;  le  reste  est  vingt-neuf,  et  vingt-^uitjftaï  moins  Mai 
La  racine  de  ceci  est  la  hauteur.  Attendu  que  la  racine  de 
ceci  est  la  hauteur,  et  que  la  racine  de  cent  soixante-neuf 
moins  Mal  est  pareillement  la  hauteur,  nous  savons  qu'elles 
sont  toutes  deux  identiques.  Rcduisez^es,  en  transpor- 
tant Mal  contre  Màl^  puisque  tous  deux  sont  négatifs.  Il 
reste  vingt-neuf  plus  vingt-huit  JbU',  qui  sont  égaux  à  cent 
soixante -neuf.  Retranchez  mainteuant  vingt-neuf  de  cent 
soixante-neuf.  Le  reste  est  cent<|uarante,  égal  à  vingt-huit 
Shaï.  Shaï  est  conscquemroent  cinq.  Telle  est  la  distance  du 
point  susdit ,  du  côté  de  treize  coudées.  Le  complément  de  la 
base  vers  Tautre  côté  est  neuf.  Maintenant  pour  trouver  la 
hauteur,  vous  multipliez  cinq  par  lui-même  et  retranchez  ce 
produit,  du  côté  contigu ,  qui  est  treize,  muUiplié  par  lui- 
même.  Le  reste  est  cent  quarante-quatre.  Sa  racine  est  la 
hauteur.  C*est  douze  (23).  La  hauteur  forme  toujours  deux 
angles  droits  avec  la  base,  et  on  l'appelle  la  colonne  y  parce 
qu'elle  se  tient  perpendiculairement.  Multipliez  la  hauteur 
parla  moitié  de  la  base,  qui  est  sept.  Le  produit  est  quatre 
vingt  quatre,  ce  qui  est  Taire  (24).  Voici  la  figure  (fig  8). 

La  troisième  espèce  est  Ci.  Ile  du  triangle  obtusangle  avec  un 
angle  obtus  et  des  côtés  de  longueurs  différentes.  Far  exem- 
ple, un  côté  étant  six ,  un  autre  cinq ,  et  le  troisième  neuf. 
L'aire  d'un  tel  triangle  sera  trouvée  par  le  moyen  de  la 
haateur  et  du  point  d'où  s'élève  une  ligne  représentant  cette 
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hauteur.  Ce  poîDJ ,  drnis  un  lel  triangle ,  peut  ôlre  sîlué  seu-_ 
lemcnt  sar  son  plus  grand  cô(é  (25).  Prenez  le  donc  coron 
hase  :  car  si  vous  préfériez  prendre  un  des  petits  côtés  comn 
base,  alors  ce  point  tomberait  par  delà  le  triangle.  Vous  pofl 
vez  trouver  la  distance  de  œ  point,  et  la  hauteur,  de  !a  nit*me 
manière  que  j 'aï  montrée  pour  le  triangle  acutangle;  le  calcul 
tout  entier  est  le  même  ;  voici  la  Ogure  (fig,  9]*  I^M 

Nous  avons  traité  précédemment  des  cercles  (26)^  deleni^^ 
propriétés  et  de  leur  évaUialion.  Ce  qui  suit  est  un  exemple  : 
si  un  cercle  a  sept  pour  son  diamètre,  alors  il  a  Yinglnieux 
pour  sa  circonrérence.  Vous  trouvez  son  aire  de  la  maniôMftJ 
«suivante    MulUplïez  la  moitié  du  diamètre  (27),  qui  est  troii 
et  un  demi ,  par  la  moitié  de  la  circonférence  qui  est  onze  Le 
produit  est  trente  huit  et  un  demi,  ce  qui  est  Tairo.  Ou  bien 
vous  pouvez  encore  multiplier  le  diamèlre  qui  est  sept,  par 
lui-même  ;  ceci  est  quarante-neuf  j  en  en  retranchant  unseilHI 
liéme  et  un  demi-septième,  ce  qui  est  dix  el  un  demi,  il  resl^' 
trente  huit  cl  un  demi,  ce  qui  est  Tciire.  Voici  la  figure  (fig. iO), 

Si  quolqu*un  s'enquiert  du  volume  d*un  pilier  pyramidal, 
sa  base  étant  quatre  coudées  par  quatre  coudées,  sa  ha u leur 
dix  coudées  ,  el  les  dimensions  à  son  extrémité  supérieure 
deux  coudées  par  deux  coudées  j  nous  savons  déjà  que  lout^^ 
pyramide  va  en  décroissant  vers  son  sommet ,  et  que  un  tîe^H 
de  Faire  de  sa  base ,  mulliplié  par  la  liauteur.  donne  son  vo- 
lume, La  présente  pyramide  n'a  pas  de  sommet.  Nous  de- 
vons en  conséquence  chercher  à  dètcrraîner  ce  qui  manque  a 
sa  hauteur  pour  rétablir  le  sommet  Nous  observons  que  le 
rapport  de  la  liauleur  totale  au  dix  que  nous  avons  mainM 
nant  devant  nous,  ej^t  éfral  au  rapport  de  quatre  à  deux  (28)' 
Or  comme  deux  est  la  moitié  deqoalre,  dix  doit  pareilteraf'nt 
être  la  moitié  de  la  hauteur  totale,  et  la  hauteur  entière  du 
[)ilier  doit  ^tre  vingt  coudées.  A  présent  nous  prenons  un 
^te^s  de  l'aire  de  la  basf^  ;  c'est  cinq  et  un  tiers ,  et  nous  le 
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maltiplionB  par  la  hauteur  qui  est  vingt.  Lo  produit  est 
oeot  six  coudées  et  deux  tiers ,  dont  nous  devons  alors  re- 
trancher le  fragment  que  nous  ayons  ajoulé  aOn  de  compléter 
k  pyramide.  C'est  ce  que  nous  exécutons  en  multipliant  un 
et  un  tiers,  ce  qui  est  un  tiers  du  produit  de  deux  par  deux , 
par  dix  ;  cela  donne  treize  et  un  tiers.  C'est  là  le  fragment 
que  nous  ayons  ajouté  aOn  de  compléter  la  pyramide.  Re- 
tranchant de  cent  six  coudées  et  deux  tiers,  il  reste  quatre- 
yingt-trois  coudées  et  un  tiers  ;  et  c'est  là  le  volume  de  la  pyra- 
mide tronquée.  Yoici  la  flgure  (/igf.  11). 

Si  le  pilier  a  une  base  circulaire  (29),  retranchez  un  septième 
et  un  demi-septième  du  produit  du  diamètre  multiplié  par  lui- 
mtoie,  le  reste  est  la  base. 

Si  quelqu'un  dit  :  «  11  y  a  une  pièce  de  terre  triangulaire, 
deux  de  ses  côtés  ont  dix  coudées  chacun ,  et  la  base  douze, 
quelle  doit  être  la  longueur  d*un  côté  d'un  carré  situé  dans 
un  tel  triangle?  »  La  solution  est  celle-ci  (30).  D'abord  vous 
déterminez  la  hauteur  du  triangle,  en  multipliant  la  moitié 
de  la  base,  par  elle-même,  et  retranchant  le  produit  qui  est 
trente-six ,  de  l'un  des  deux  petits  côtés  multiplié  par  lui- 
même,  ce  qui  est  cent  ;  le  reste  est  aoixante-qaatre  :  prenez- 
en  la  racine,  c'est  huit.  Voilà  la  hauteur  du  triangle.  Son 
aire  est  donc  quarante  huit  coudées  ;  puisque  tel  est  le  pro- 
duit de  la  hauteur  multipliée  par  la  moitié  de  la  base  qui  est 
six.  Maintenant  nous  (Tenons  pour  un  côté  du  carré  cherché  : 
ShàL  Nous  lo  multiplions  par  lui-même;  il  en  résulte  Mdl, 
que  nous  gardons  dans  notre  pensée.  Nous  savons  qn*il  doit 
rester  deux  triangles ,  aux  deux  côtes  du  carré ,  et  un  au- 
dessus.  Les  deux  triangles  aux  deux  côtés  du  carré  sont 
égaux  entre  eux  :  ils  ont  même  hauteur  et  sont  rectangu- 
laires. Vous  trouvez  leur  aire  en  multipliant  Shaï  par  six 
moins  tin  demi-Shaï,  ce  qui  donne  six  Shaï  moins  un  demi- 
Atdl,  Telle  est  l'aire  de  l'ensemble  des  deux  triangles  situer 
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des  deux  lolés  du  carré.  L*aîre  du  Iriangle  supérieur  sera 
trouvée  eu  muilipïianl  huH  moins  Shat^  qui  est  la  hauteur, 
par  lin  dtvun-JT/iaï.  Lo  produit  est  quatre  Shaï  moÎQS  an 
deuii'-J/à/.  Tout  ceci  réuiâ  est  égal  à  Faire  du  carre  plus 
celle  des  trois  triaiiglrs  :  ou,  û\%  Shafi  égalent  quarante- 
hiiil,  ce  qui  est  Faire  du  i;raîid  trinngle.  lïoù  Shaï  est 
quatre  coudées  et  quatre  cîïiquièmos  de  coudée  i  et  cV^l  là 
la  luugusur d*iiii  iùié  du  carré.  Voici  la  ligure  (fig,  Î2), 

NOTES. 


(1)  Le  savant,  arabisle  M.  Rosen  nesl  pas  certain  si  sa  tri 
lion  de  la  dérmition  que  Mohammed  donne  Je  U  mesure  est  cor 
recle.  Bien  que  les  points  diticrîtiqucs  manquent  en  piirtie  dinslc 
nianustTtt ,  il  ne  peut  cependant ,  ilitil ,  y  avoir  aucuo  doute  pouf 
ce  qui  est  de  la  lecture  du  passage. 

(2)  Le  mol  arabe  est  zara  ,  coudée,  avant-bras.  Dans  les  défini- 
tions des  termes  tccbuiqucs  données  par  BhdAcara-Acharya, 
page  2  du  Liiavaii,  on  rencontre  ccUe  m^mc  mesure*  Dans  la 
cinquième  sUnce»  il  dit  :  tiuit  largeurs  d'un  grain  d'orge  sont  ici 
un  doîj;;t;  quïilre  fois  six  doigts  ,  une  coudée  {cara ,  avant-bras); 
quatre  coudées,  un  bâton  ;  cte.  Suivant  le  commentateur  GanésQ, 
ceci  s'applique  à  la  coudée  praiique  adoptée  par  L-s  artisaai,et 
vulgairement  appelée  gadji  suivant  !e  même  ,  trois  longueurs d*un 
grain  de  riz  aussi  bien  que  huit  largeurs  d'un  grain  d'orge  consti* 
tuent  le  doigt.  Quant  au  bâton  {danda) ,  AJanou  2M,  dit  qujl 
doit  être  coupé  à  peu  près  de  la  hauteur  d'un  bommc. 

(3)  Le  début  de  Aïokammcd  hen  Mou$j<a  montre  sudijami 
que  c'était  vÉrîtaldemenl  bien  une  sorte  de  manuel ,  à  Tusage  du 
peuple,  qu'il  voulait  composer  ;  il  ne  donne  pas  les  définitions  de  li 
science,  il  enseigne  de  prime  abord  le  moyen  pratique  de  mesurfr 
tes  surfaces,  celle  du  carre  premièrement,  cl  cela  à  l'aide 
d'exemples  numériques.  On  peut  à  ce  passage  comparer  Tinlro- 
duction  à  la  géométrie  de  i/f  Art  edtfï'n. 

(i)  Mohammed  bcn  Moussa,  versé  dans  les  sciences  des  hindous, 
ne  donne  point  ici  la  formule  particulière  qui  convient  à  la  surface 
du  triangïe  équilaléral.  Il  donne  le  moyen  général  de  mesurer  un 
triangle  quel  qu'il  soil  (la  hauteur  par  la  moitié  de  la  base),  quoi- 
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qu'il  connut  !»on-seïdement  la  formule  î 
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,uî  donne  la  surface  d*un  Iriangle  quelconque  en  fonction  de 
is  côtés.  Mais  il  n'oublie  pas  qu*il  écrit  pour  le  vulgaire,  et 
lur  des  mathématiciens  ;  une  seule  règle ,  qui  convienne  à 
s  cas.  sufSt.  Biha-eddin  au  contraire  a  bien  soin  de  relater 
e  :  «  Ta  multiplies  par  3  )e  carré  de  la  quatrième  partie  du 
l'on  côté  indistinctement  ;  ensuite  c'est  la  racine  carrée  du 
t,  la  réponse.  » 

I  faut  observer  la  différence  de  signification  attachée  au  DM>t 
re  par  Mohammed  ben  Aîouua  et  par  Beha-eddin.  Ici ,  le 
re  est  la  diagonale  du  carré ,  ou  le  diamètre  du  cercle  cir* 
it.  Quand  Beha-eddin,  au  contraire,  donne  la  mesure  du 
ne  régulier  d'un  nombre  pair  de  côtés ,  il  dit  :  multiplie  le 
liamèlre ,  par  ]a  demi-somme  des  côtés,  et  il  ajoute  :  or,  le 
re  est  la  ligne  qui  joint  les  points  milieux  de  deux  côtés  op- 

i  •  pour  Mohammed  ben  Moussa ,  c'est  le  diamètre  du 
circonscrit ,  et  pour  Beha-eddin ,  c'est  le  diamètre  do  cercle 

nathématiciens  hindous  Souryadâsa  et  Banganàthay  disent 

onale  ou  diamètre  d*un  tétragone.  (LHavati ,  p.  59.) 

ci  nous  remarquons  trois  valeurs  distinctes  du  rapport  de 

>nférence  au  diamètre ,  trois  formules  différentes.  La  pre- 

22 
donne  ^"^  jy-  *  c'est  le  rapport  A*jirchiméde.  La  deuxième 

:  ^  =  K  10 ,  et  la  troisième ,  celle  en  usage  parmi  les  astro- 

.,1  .  62832 

cl  la  plus  exacte  en  même  temps ,  suppose  i:  =Sqqqq  5  ^^^ 

ileors  en  décimales,  sont  : 

3.1428 

3,16227 

3,14160 

'obtenir  une  plus  grande  approximation  que  cette  dernière, 

se  servir  du  rapport  3,1^5926 

remière  et  la  troisième  formule 

22^  62832^ 

circ  =  -D    et    cire  =  ^ôôôô "^ ' 

vent  dans  le  Lilavati  de  Bhascara ,  p.  87  de  l'introduction 
Golebrooke.  Seulement  cette  dernière  est  donnée  par  le 
re  hindou  sous  la  forme  plus  simple ,  à  laquelle  elle  est 
iMe ,  en  divisant  par  16  les  deux  termes  du  rapport 
3927 
^""^  =  1230*^- 
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Lîi  secoNile  forniule  cire  =-  \/  10  D'  se  trouve  dans  le  thmtia 
iiliyaya  de  Brahomgupîa ,  §  iO.  Nous  cr{>yons  devoir  rcciifier  I 
ic  sujet  terreur  que  M.  îiosen  a  laissée  ccha(>per.  Il  dît  que  cette 
sccuïide  rumiule  se  rencontre  dans  le  fija  GanHu  y  p^  308,  309, 
Pour  le  Iccleur  qui  n'aurait  pas  Touvrage  de  Cokbrookc  enlreles 
mùirjs ,  el  ne  pourrait  se  porter  aux  pages  désignées,  cette  crrctif 
ne  sérail  pas  ifidifTérente,  car  elle  ferait  supposer  que  c'est 
Bha»eara^  !*auteur  du  Fija  G  a  ni  ta  qui  emploie  celte  fariiiule. 
tandis  que  c'est  Brfthmagupta  ,  antérieur  de  près  de  six  cents  ans. 
el  qui  n*en  emploie  pas  de  plus  approchée.  On  lit  aussi  dans  le  sa- 
vant ouvrage  de  M.  Chaski  ,  p,  4i6.  «  Il  paraît,  d'après  le  teite 

anglais,  que  Brahmtgnpla  a  regardé  celle  expression  (k  Itijî 

comme  étant  le  rapport  exact  de  la  circonférence  au  diamètre* 

Chaîurvi'da^  dans  ses  noies  ,  semble  le  croire  ainsi.  Cela  ne  nous 

étonne  point  de  la  part  de  ce  scoliaste -,  mais  il  est  dillicilc  de 

[penser  qu*un  gèomclre  qui  a  été  capalde  décrire  sur  la  théorie  du 

I  quadrilatère  inscrit  au  cercle  ,  el  de  réiîoudre  les  questions  que 

,  nuus  avons  trouvées  dans  Touîrage  de  Urahmfgupta ^  ail  cummi» 

I  Cvltc  Taule.  Il  est  vrai  que  la  quadrature  du  cercle  a  été  aussi 

[recueil  d'un  grand  norahre  de  géomélre^  modernes^  qu'elle  a  en- 

'  Iralncs  dans  des  erreurs  semblables  ;  quoique  plusieurs  d  entre  eui 

[  eussent  donné  des  preuves  d'un  véritable  cl  profond  savoir  en  ma* 

thématiques.  Il  nous  suffira  de  citer  Oronce  Finéê  el  Grégoire  dt 

Saint- P^'ùicent.  L'expression  V  10  est  précisément  le  rapport 
que  /,  Scalîger  disait  avoir  trouvé  le  premier,  et  croyait  avuir 
démontré géoraétriqucmenl  •  maison  connaissait  depuis  longtemps 
en  Europe  celte  expression ,  qu'on  savait  n'èlre  qu'approchée.  On 
r*dtribuait  aux  arabes  ou  aux  indiens,  el  l'on  supposait  que  ces 
peuples  l'avaient  regardée  comme  exacte*  » 

La  piésence  simultanée  des  trois  valeurs  de  t,  cl  le  lan- 
gage de  Mohammed  ben  Moujisa,  devaient  prouver  sufllsam- 
nienl,  ce  me  semble^  aux  géomètres  européens  Ptirbach^  Re- 
gwmontanus ,  Buteon,eic.^  que  les  Arabes  ne  regardaient  poinl 

K  10*  comme  la  valeur  ea:ack' du  rapport.  Voici  une  note  mar- 
ginale du  manuscrit  d'Oxford  ,  fai-lc  sur  le  passage  qui  nous  oc* 
I  upe,  s*il  restait  quelques  doutes,  elîe  pourrait  les  dissiper  :  u  Ceci 
est  une  approximation  ,  non  pas  l'exacte  vérité;  personne  ne  peut 
lixer  Fexacte  vérité  de  ceci  «  et  trouver  la  circonférence  réelle , 
excepté  celui  qui  ^ait  tout  :  car  la  ligne  n'est  pas  droite  de  manière 
a  ce  que  son  exacte  longueur  puisse  être  trouvée.  Ceci  est  appelé 
une  approximation  »  de  la  même  manière  que  Ton  dit  des  racînei» 
c.irrécs  des  nombres  irrationnels,  qu'elles  sont  une  approximation, 
et  non  pas  Texacte  \éritéï  car  Dieu  seul  sait  quelle  est  la  racine 


Â 
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;acte.  La  meilleure  méthode  ici  donnée,  c*e8t  de  multiplier  le 
unètre  par  trois  et  un  septième  :  car  elle  est  la  plus  ai<(ée  et  la 
us  prompte.  Dieu  sait  mieux  !  »  (Bosen ,  p.  200.) 

Qoantanx  Hindous,  croyaient-ils  V^ÎO  le  rapport  exact?  Du 
nps  de  Bhascara ,  évidemment  non  ;  car  des  trois  valeurs  du 
pport,  celle-ci  seule  nest  pas  mentionnée  par  Bhascara,  et  au 
ntraire  c*cst  celle  de  Brahmagupta,  Ce  qui  a  fait  pencher  à 
dire  que  Brahmagupta  la  regardait  peut-être  comme  exacte . 
»t  simplement  Texpression  anglaise  neat  value  (*)  appliquée  k  ce 

pporl  I/^IO»  et  que  Ton  a  traduite  par  valeur  exacte  ^  vraie; 

j  de  Tavis  de  Johnson  et  de  Walker ,  ce  n*est  pas  là  la  signifi- 

tiondn  mot  neat»  Aryabhatta,  antérieur  à  Brahmagupta,  avait  pour 

22 
rapport ,  une  valeur  plus  approchée ,  -- ,  et  il  ne  la  croyait  pas 

acte! 

M.  Bosen  fait  observer  qu'il  a  simplement  traduit  les  mots 
mdasah  par  geometricians  (géomètres) ,  quoique  ,  d*après  la 
anière  dont  Mohammed  se  sert  ici  de  cette  expression ,  il  sèm- 
erait qu'il  la  prenait  dans  un  sens  plus  spécifique.  Il  cite  à  Tappui 
Irouzàbadi  [Kamu$y  p.  814,  éd.  Calcutt.],  qui  donne  au  mot 
mdoMah  une  origine  persane ,  et  prétend  qu'il  signifie  «  celui 
li  détermine  à  Taide  de  mesures  où  les  canaux  pour  Teau  seront 
eusés.  «  Les  Persans  eux-mêmes  assignent  une  autre  significa- 
m  ao  mot  hindisah ,  comme  ils  le  prononcent  ;  ils  remploient 
ns  le  sens  de  notation  décimale  des  nombres  {Burhani  Katt), 
nous  adoptions  cette  version ,  ajoute  M.  Bosen ,  le  passage  nous 
paraîtrait  sous  un  jour  entièrement  nouveau.  Les  handassi^ 
xquels  notre  auteur  attribue  les  deux  dernières  formules ,  se- 
nt alors  les  mathématiciens  Hindous  ,  qui  avaient  apporté  avec 
x  la  notation  décimale;  et  les  alhandasah,  auxquels  la  seconde 
la  plus  exacte  de  ces  méthodes  est  attribuée ,  seront  les  astro- 
tmes  parmi  ces  mathématiciens  Hindous.  Ce  qui  précède  donne 
Dt  lieu  de  croire  cette  dernière  version  préférable. 
(7)  L'ah'e  du  cercle  dont  le  diamètre  est  d  ,  est  : 

La  première  méthode  donne  aire  du  cercle 


cire      d  ^d      d  d* 

"â-Xg      ou     -^Xg       OU      -J, 


*)  Cesl  probablement  ane  erreur  lypographi'jue,  il  faut  lire  ii€cr,  approchée. 

Tm. 
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^ir-»  elle  conduit  idenLiqucmcnt  au  même  ré- 


sultai que  le  produit  ciïeclué  de  f  1  —  -  —  ^"^  j  par  rf* ,  c'est-à- 
dire  a  -rr  ^*  1  valeur  donnée  comme  bonne  dans  la  pralîqae,  quand 

on  n'a  pas  bei^oin  d'une  grande  approxîmalîon,  par  Bha*cara 
-^cArtrï/rt,  p.  89du  Li!aviîtt\  Ces  dilTrreiiB  moyens  d*otiienîr  U 
ôiirfarc  du  cercle,  sont  tous  énonces  par  Bvha  edd  n,  [Khelami 
a  l  Nuab .  G  mm  é  l , ,  2*  s  e  c  lio  n  « }  ^ 

(8)  Les  Hindous  avaient  aus^i  les  mot^  mra  ,  iVAou  ,  et  autres 
synonymes  qui  signifient  flèche,  pour  désigner  cette  même  droite. 
Bhiiaatra  et  Brahmagupfa  emploient  le  mot  neclic.  De  plus  ,  ïe 
commentateur  Chaiourveda  observe  dans  ses  notes  an  Ganita- 
d'hijatja^  41*  stance,  que  ce  qui  est  appelé  (Je  son  temps  (dia- 
mètre moins  la  Hccbe) ,  est  dénommé  par  Arya-Bkatta  la  grande 
flèche.  En  cïTct ,  Jryabhatta  dit  :  a  ïlîin^  un  cercle ,  le  produit  des 
flèches  est  égal  au  carré  di^  la  demi -corde  des  deux  ares,  u 

Arya-EhiiUa  est  le  plus  ancien  algébrif^te  Hindou  connu;  il 
fui  à  peu  près  conlemporain  de  Diophanln;  il  se  servait  de  la  valeur 

«  =^,  que  n'employa  pas  Brahmftgnpta  qui  vint  après  lui,  mais 

qui  fut  adoptée  plus  tard  par  Bhaâcara,  Pour  donner  une  idée  de 
ses  connaissances  algébriques,  il  sulîiide  dire  qu  il  donna  la  réso- 
lution de  l'équation  du  premier  degré  à  deux  inconnues,  en 
nombres  entiers ,  pnr  une  méthode  semlilable  à  celle  de  Bachet  de 
jlleziriac,  qui  a  paru  en  Kuropc,  pour  la  première  fois>  en  iù^%. 
{î>)  Dans  la  partiiî  géométrique  du  Ahelmot'dî-Hiêab  ^  ce  pas- 
sagL'  ou  son  analogui;  ne  se  rencontre  pas.  Bfha-Eddin  se  borne  à 
dortner,  dans  un  ordre  b>gique  »  les  dèJirfîLions  des  dilTérenles  li- 
gnes des  surfaces  et  des  curps,  puis  à  éntmcir  les  moyens  de  me- 
surer CCS  surfaces  et  les  volumes  et  {es  siirraces  de  ces  corps.  En 
revanelic,  nous  retrouvons  cet  énoncé  chcï  les  Hindous  dans  le 
Ganita  d'hyatja  de  Brahmaf^upta  .  stance  4i  :  «  Le  carré  de  ta 
corde,  divisé  par  quatre  fois  la  Élèchc,  et  ajoule  à  li  flèche  »  esl  le 
diamètre,  n  thaiourvcda  ,  dans  son  commentaire  ,  Tcxplique  par 
quatre  exeïn[des  ,  dont  les  trois  derniers  sont  imites  par  Bhmcara 
dans  son  Liiavati,  §  148-153,  et  dans  son  f^^ija'Ganiia,$i'i*à'\^>b 
ci  139.  Voici  l'un  de  ces  exemples  :  «  In  bamijou  haut  de  dix-huit 
coudées  était  bri^é  par  le  vent;  le  sommet  touchait  la  Icrre  à  six 
coudées  de  la  racine  :  dlle%  la  longueur  des  segments  du  bam- 
bou. (Ces  segments  sont  dix  et  huit,)  »  iiliaacarn  donne  renoncé 
de  Mfihammed  mot  à  inol;  ainsi  il  dit:  «  Le  carré  de  la  demi- 
corde  étant  divisé  par  la  (lèche ,  le  quotient  njmiié  à  la  flècbe  est 
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prononcé  le  diamètre  du  cercle.  Le  commenta  leur  Ganésa  ob- 
serve qne  prononcé  signifie  cela  a  été  déclaré  ainsi  par  la  an- 
cienâ.  Aryahhatla  et  Brahmagupia ,  sont  considérés  comme  des 
anciens  par  les  commentateurs  de  Bhascara,  Noos  rapporterons 
encore  ici  la  règle  suivante  pour  trouver  l'arc.  Elle  est  citée  par 
Ganeta  d'après  Arya-Dhatta  :  «  Six  fois  le  carré  de  la  flèche  étant 
ajouté  au  carré  de  la  corde,  la  racine  carrée  de  la  somme  est  Tare. 

(10)  Cest  ce  qu'exprime  plus  brièvement  Beha-Eddin  lorsqu'il 
dit  :  «  Quant  aux  deux  segments ,  marque  bien  le  centre ,  et  achève 
les  deux  secteurs,  alurs  il  se  forme  là  un  triangle;  retranche- le 
du  plus  petit  secteur,  il  en  résulte  le  plus  petit  segment,  ou  ajoute- 
le  au  plus  grand  ,  il  en  résulte  le  plas  grand  segment,  v 

Colebrooke^  dans  la  traduction  du  Lilavati^  p.  96,  donne  la 
note  suivante,  intéressante  en  elle-même,  et  qui  trouve  naturelle- 
ment ici  sa  place  : 

a  Pour  trouver  Taire  de  l'arc  ou  le  segment  d'un  cercle ,  la  règle 
stn? ante  est  donnée  dans  le  Ganita^dra  de  Fishnou ,  ainsi  que  le 
rapporte  Gangàdhara  ;  celte  nSème  règle  est  enseignée  par  Cé^ 
sava^  cité  par  son  fils  Ganésa  :  «  La  flèche  étant  multipliée  par 
la  demi-somme  de  la  corde  et  de  la  flèche ,  et  un  vingtième  du 
produit  étant  ajouté  à  ce  produit,  la  somme  est  Taire  du  segment.  » 

la  règle  de  Srid^hara ,  citée  par  Ganésa ,  est  :  «  le  carré  de  la 
flèche,  multiplié  par  la  demi-somme  de  la  corde  et  de  la  flèche, 
étant  multiplié  par  dix  et  divisé  par  neuf,  la  racine  carrée  du 
produit  est  Taire  de  Tare.  «  Ganésa  ajoute  :  «  la  corde  et  la  flèche 
étant  données ,  trouvez  le  diamètre,  puis  la  circonférence ,  et  par 
suite  Tare.  Alors,  des  extrémités  de  Tare,  tirez  des  lignes  au 
centre  du  cercle.  Trouvez  Taire  du  secteur  {Fritta-chanda,  por- 
tion d*on  cercle)  en  multipliant  la  moitié  de  Tare,  par  le  demi- 
diaraètre;  et  Taire  du  triangle ,  en  multipliant  la  moitié  de  la  corde 
par  le  demi -diamètre  diminué  de  la  flèche.  Retranchant  Taire  du 
triangle  de  Taire  du  secteur,  la  difTérence  est  Taire  du  segment.  » 
Le  Atanôrandjana  donne  une  semblable  règle;  mais  il  trouve 
Taire  du  secteur  par  la  proposition  :  comme  la  circonférence  en- 
tière est  à  Taire  entière,  de  même  Tare  proposé  est  à  Taire  du  sec- 
teur. 9 

Comme  on  le  voit,  les  derniers  moyens  employés  pour  trouver 
Taire  du  segment  ne  sont  autres  que  ceux  de  Mohammed-ben» 
Mowêa  et  de  Bêka-Eddin.  La  formule  rapportée  par  Ganga- 

d*Aara, etenseigncepar<7c^«at7(i,segment=-^f  -^  J,/* désignant 

la  flèche  et  c  h  corde,  donne  pour  le  cas  particulier  ^«»R,  où  le 

44t 
segment  égale  le  demi-cercle,  la  valeur  ^  R*,  et  si  Ton  emploie  la 
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formule habiluclle  -Jl*,  f  ^=      \ ,  on  trouve ,  pour  le  demi-cercle 

—  H*,  La  difTéreiice  est  do  oc  de  — , 

280  280 

(II)  Pour  lis  cylindres  cl  prismes  de  chaque  espèce ^  mtiUiplîe  li 
liauteur  par  la  surface  plane  de  la  base.  —  Pour  les  cùues  entiers 
et  les  pyramides  de  chaque  espèce,  multiplie  la  hauteur  par  an 
lïers  de  l'aire  de  la  base.  (Beha-Eddin  ,  Géotu,,  3=^  section.) 

Ainsi,  nos  deux  auteurs  arabes  regardent  le  cylindre  comme 
une  variété  du  prisme,  comme  un  prisme,  le  cùne  curame  une  py- 
ramide. Cette  assimilation  a  un  caractère  encore  plus  frappant  chcx 
les  Hindous,  qui  par  le  seul  mot  mma-chdta  (solide  de  figure  ré- 
gulière avec  des  côtes  égaux]  dêsignenl  le  parallèlipipcde,  le  Cf 
Itndre,  etc.;  pc»ur  les  pyramides  et  les  canes,  ils  emploient  Tex- 
pression  souchi-^châla  (joiide  aigu).  [Lilavati^  slancc  iil7.) 

(li)  La  preuve  qu*en  donne  Mohammed-ben-Moussa  ne  s'ap- 
plique qu'au  triangle  rectangle  isocèle.  La  vérité  géométrique 
énoncée  se  vérifie  pour  le  triangle  donné  en  eiemple.  £llc  parle 
aux  yeux,  et  son  but  est  d'aider  la  mùjnoire  plutôt  que  de  satis* 
faire  rigoureusement  fesprit*  Aussi  termine-t-il  en  disant  :  et  Ccst 
celte  observation  que  nous  étions  désireut  d' éclair cir,  t*  C'est  cette 
figure  relative  au  r^irré  de  rhypotènusequc  Beha-Eddin  appelle  la 
figure  de  ta  fiancée.  Jusqu'ici  on  n'a  pu  expliquer  d"i)ù  est  provenue 
cette  désignation.  Les  précieux  fragments  arabes  et  persans  iné- 
dits, relatifs  à  flnde,  antérieurement  au  oniième  siècle  de  fère 
chrétienne»  recueillis  et  publiés  récemment  par  M.  Reînaud,  jette- 
ront un  jour  nouveau  sur  cette  question.  L'auteur  des  deux  passa* 
ges  que  nous  allons  ra|iporter  d'après  le  savant  professeur  est  Bela- 
Ûori,  Son  léritable  nom  était  ^/imertl,  QIs  de  Yahrja;  il  vivait  à 
b  cour  du  khalife  de  Ba;çdad  Âimofacakkeî,*ei  tlirigea  l'éducalion 
d'un  prince  de  la  famille  du  Lbalife.  Il  mourut  l'an  '219  de  l'hégire 
(892  de  J»  C).  L'ouvrage  est  intilulé  :  Livre  dft:  ConquêUit  des 
pays;  il  appartient  à  la  riche  bihiioilièque  de  Leyde.  «  Moham- 
med, Gis  de  Cassem  .  quitta  j^rmaj//  ayant  avec  lui  Djehem^  Ûis 
de  Zakhar  Ahîjôfij;  il  arriva  un  vendredi  devant  Daybat  ;  des  na- 
vires lui  amenèrent  en  cet  endroit  des  hommes  ,  des  armes  et  des 
machines.  Aussitôt  îl  creusa  un  fossé  autour  de  son  camp.  Les 
approches  du  fossé  étaient  défendues  par  des  hommes  armés  de 
lances,  et  les  étendards  étaient  tenus  déployés.  Chaque  troupe  de 
guerriers  était  rangée  auprès  de  son  étendard;  en  même  temps, 
Mohammed  ûi  dre:âser  la  machine  de  guerre  nommée  la  fiancée^ 
laquelle  était  de  la  force  de  cinq  cents  hommes.  Or,  il  y  avait  à 
Pntjbaî  un  grand  bodd  surmonté  d'un  grand  mât;  sur  le  mât  était 
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un  drapeau  rouge  qui ,  lorsque  le  vent  soufflait,  se  déployait  sur  la 
ville.  » 

Le  bodd  est  un  temple  (probablement  consacre  à  Bouddha). 
[Reinaud.)  Le  second  passage  est  une  lettre  du  fameui  Iladjadjj 
gouverneur  musulman  de  Tlrac,  à  son  lieutenant  Mohammed  {celui 
dont  il  est  question  dans  le  premier  passage),  campé  aux  portes  de 
DayhaU  a  Dresse  la  fiancée  et  raccourcis-lui  une  des  jambes;  tu 
placeras  la  machine  du  côté  de  l'Orient  ;  ensuite  tu  appelleras 
i*homme  chargé  de  la  faire  mouvoir,  et  tu  lui  ordonneras  de  viser 
le  mât  dont  lu  m'as  fait  la  description.  »  Beladori  continue  son 
récit  :  a  On  lança  donc  des  projectiles  contre  le  mât,  qui  fut  brisé; 
cet  événement  aflligca  vivement  les  Infidèles.  » 

Les  Arabes,  aussi  bien  que  les  Hindous,  diseni  jam^f  ou  côté 
d'un  triangle;  ce  fut  probablement  celte  machine  de  guerre  qui 
donna  son  nom  à  la  figure  du  carré  de  Thypoténuse.  La  panoplie 
aura  fourni  cette  expression  à  la  géomclrie,  de  même  que  les  mots 
arc^  fiiChCy  etc.  (/îflf.  1  et  2). 

Nous  allons  rapporter  ici  la  d(!monslralion  (igurée  du  théorème 
du  carré  de  Thypolénuse  donnée  par  les  Hindous,  et  une  autre 
du  même  genre,  à  laquelle  la  connaissance  de  la  première  a  dA 
conduire  naturellement. 

(13)  Ce  sont  ces  quadrangles  avec  angles  el  côlés  inégaux  que 
Beha-Eddin  nomme  Iraprzes.  Le  célèbre  commentateur  (VEu- 
clide^  Naêf  Eddin  ,  parle  aussi  de  trapèzes,  et  ces  quadrilatères 
n'ont  pas  de  côtés  parallèles.  Le  mot  trapèze,  qui  répond  à  la  dé- 
nomination sanscrite  rishama-chatouragra ^  s'applique,  chez  les 
Hindous,  au  tétragone  qui  a  ses  quatre  côtés  inégaux.  Cest  la  si- 
gnification que  lui  donne  aussi  Euclide  (dénnition  3V  du  1** livre), 
r/cst  celle-là  que  lui  ont  toujours  conservée  les  Anglais.  Cest  vers 
la  6n  du  siècle  dernier  que  le  mot  trapèze  a  pris  la  .signiûcation 
qu'il  a  auji)urd  hui  en  France  ;  jusque  là  ,  parmi  nous ,  il  avait 
eu  celle  &  Euclide. 

Chatourveda^  le  commentateur  de  /?ra/(ma^up/a,  distingue 
aussi  cinq  espèces  de  létragones  ou  quadrilatères.  Le  tétragone  est 
(sama  - chatourasra)  équi latéral  ;  {dyata  - sama  -  chatourasra  ) 
oblong  avec  côtés  égaux  (doux  à  deux)  ;  {doui-sama'chatourasra) 
ayant  deux  côlés  égaux  ;  (tri-êama-chatourasra)  ayant  trois  côtés 
égaux  ;  {vUhama-chatourasra)  les  ayant  tous  inégaux. 

Ak?i.  ok  Mathi^ii.  V.  38 
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GanéâU  disli ligue  (e<»  quailrangles  eu  deux  classes  prîiicîpatêl* 
^Ils  ont  leurs  dixigpnajes  égaies  uu  inégales.  La  1*^*  classe  comprend 
f  4  es|>èces  :  carré,  trapèze,  parallèlogninime  oblique  *  rectangle. 
1  La  seconde  classe  renferme  6  espèces  :  losange,  trois  cutés  égaui  » 
^rliombolide,  deux  cùlés  égaux,  quatre  tôles  iiiègau»  ou  (rapcie: 
rpcrpendicolaires  égales  ou  trapézoïde. 

Outre  les  figures  planes  citées  par  MohûmTned-ben*MouÉsa^nQm 
flroufons encore  dans  Beha-Eddin  Jà  (ujifi^  le  fer  â  checat^  le  ita- 
^t?ff,  le  mt/rofrofrtn,  certains  Irapèzcs  qu'il  dcnorome  :  trapèze  à 
wne  pointe,  â  deux  pointes  et  eoncombre.  Puis,  parmi  les  f»oîy- 
tfoncs singuliers  d'un  plus  grand  nombre  de  côtés,  les  figures  sca- 
\ la rifo rme^  t y  titpan îftj rm e ,  ^}}  icu l ifo rm e . 

Nous  trouvons  de  même  chez  les  Hindous  les  figures  suivantes . 
feitéespar*yn(i'/i^(rfl,  SouryadameiGangad'haraOn  peut  en  faire 
'^'h  curieux  rapprochement  avec  les  (igurespïanes  de  Brha-Eddin. 
Le  gadja-danla  ou  dent  d'êlcphanl,  que  Ton  peut  traiter  comme 
un  triangle;  le  bàièndoii ,  ou  le  croissant,  qui  peut  être  considéré 
comme  composé  de  deux  triangles;  le  ya^m,  oo  grain  d'orge  (len* 
lille  conveie),  traité  comme  consistint  soit  en  deui  triangles ,  soit 
en  deut  segments  ;  le  némi ,  on  janle  de  roue  ,  considéré  comme 
un  quadrilatère-  La  vaâja^  ou  la  foudre  ,  traitée  comme  compre- 
nant deux  triangles,  suivant  Souvyadtua,  ou  uu  quadrilatère 
avec  deux  segments  ou  deux  trapèzes^  suivant  Gangad^hara^  ou 
bien  encore  deux  quadrilatères,  suivant  Sridliaru;  la  êancha  ou 
conque,  le  mridanga,  ou  grand  tambour»  et  beaucoup  d'autres, 

(14)  Soient  en  générai  d ,  d\  les  diagonales  d*un  losange,  c  son 

dd' 
eôlé.  Son  aire  sera  -  -  =  d 

On  peut  remarquer  eu  passatil  que  Alohammtd-befi*Mi/usm 
dans  tous  ses  exemples^  choisit  des  nombres  ralionnels  entiers;  de 
plus  ici  les  c<)tés  du  losange  sont  ceux  du  carré  précédi?mment  fi- 
guré ,  et  les  diagonales  sont  les  cotés  du  rectangle  qu'il  vient  de 
donner  pour  exemple, 

{15}  Les  deux  triangles  rectangles  qui  joints  au  rectangle  fornient 
le  rhomboïde,  ne  sont  autres  que  deux  des  quatre  triangles  rectan- 
gles qui  constituent  le  rhombe.  On  doit  remarquer  encore  que 
leurs  cotés  sont  trois  nombres  entiers  consécutifs  3,  4  et  5* 

(16)  «  Partage  les  autres  quadrilatères  en  ûqmx  triangles  .  alors 
la  somme  des  deux  aires  est  égale  à  l'aire  de  la  somme.  »  Beha^ 
Eddin, 

(17)  Mohammed-ben-IUouëna  et  Beha-Eddin  ne  définissent  ni 

Tun  ni  Tau  Ire  le  triangle  dont  ils  reconnaissent  trois  espèces;  \H 
éuuncent  l;t  propriété  caractéristique  qui  distingue  chacune  d'cltts. 


V--" 
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Ganéêa  dit  :  «  Le  triangle  est  une  figure  qui  contient  trois  angles  et 
consiste  en  autant  de  côtés.  »  Selon  lui ,  le  triangle  est  ou  rectan- 
gulaire {jatyo)  ou  trilatéral  et  (oblique)  ((rt6^tki/a)  comme  le  froit 
du  Sringata  (Trapa  natans].  On  le  distingue  encore  d*après  la  di- 
rection de  la  perpendiculaire  (lanibà) ,  c'est-à-dire  suivant  que  la 
perpendiculaire  tombe  en  dedans  ou  en  dehors  du  triangle,  en  an- 
tar-lamba  acutangle  et  bahir-lamba  obtusangle.  Chatourveda 
au  contraire,  le  commentateur  de  Brahmoffupta^  distingue  trois 
sortes  de  triangles  ;  ce  sont  le  (  sama-tribhoudja  )  équilatéral, 
(doui'Sama'iribhoudja)  isocèle»  et  (vishama'tribhoudja)  scalène. 

(18)  Cest  le  triangle  moitié  du  rectangle  déjà  donné  comme 
exemple,  et  en  même  temps  équivalent  au  losange  dont  on  a  donné 
la  figure.  Les  côtés  sont  les  trois  nombres  pairs  consécutifs  :  6, 8»  10 
donbles  des  trois  côtés  3,4,5,  nombres  impairs  consécutifs  des 
triangles  rectangles  qui  constituent  le  susdit  losange. 

(19)  Pour  trouver  dans  un  triangle  quelconque,  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire, on  a  d'après  Beha-Eddin^  en  appelant  a  la  base,  ô  le 
côté  naoyen,  c  le  plus  petit  côté,  la  formule  suivante  : 

a      (b+e){b^e) 

Si  dans  cette  formule,  on  fait  b-^c^  on  voit  immédiatement  que 

a 

(20)  H  —  V/l0*-5*«  1/^100  —  25  —  ^75. 

(21)  S- H  X  |«  K75X5=K75XKS-  ï/ï575-43,30. 

(22)  15  '  —  (14— «)•  — 13«—  or* 

I5«—  1%  —  jT»+2to— 160  -  X*  ^ 

29  +  280?— 169 
28a;»- 140 
iT  =-5. 


Beha-Eddin  emploie  la  formule 


a     (b+c)(b^e}  _^_Q».2_^_.y_^ 


2  ita  2.14 

il  arrive  à  cette  formule  en  appliquant  le  théorème  qui  donne  la 
valeur  du  carré  fait  sur  un  côté  opposé  à  un  angle  aigu. 

(23)  H  =  \/l3*-5'«  yûi  =  12. 

(24)  La  hauteur  et  les  trois  côtés  sont  les  quatre  nombres  entiers 
consécutifs  :  12,  13,  14,  15.  Mohammed  ben  Moussa  a  choisi  le 
triangle  le  plus  propre  à  servir  d'exemple.  Nous  résumerons  ici  les 
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L  ubseri;iliort3  auxquelles  ces  nombres  unt  conduit  M*  Chaslei  ûêm 
rsoii  Aperçu  liistorique.  «Ces  nombres  sunt  Irès- remarquables  en  ce 
qu'ils  sont  ceux  choisis  ii  plusieurs  siècles  d'inlervalle,  non-seule- 
mcot  par  les  Ilîiiddus,  mais  aussi  par  Héron  d'Alexandrie  y  ifénm 
h  Jeune,  Tes  Irgis  Ois  de  AJousm  ben  Shaker,  Léonard  de  Pm, 
Jordan^  Lucaxde  Bunjo,  Georges  raUa,  Tartaiea.elc,  »  L'usage 
,  général  de  ces  Irois  rioinbrcs  semblait  dire  qu'ils  avaient  une  origine 
*  commune;  mais  M.  Chasles  en  y  rèUcchîSsant  davanUge ,  ne  larda 
pas  à  reconnaître  que  ces  nombres  n'ôfîraîenl  probablement  pas  les 
secours  bisloriques  qu'il  avait  t^spérès  d'abord.  En  cffcl,  on  aura 
cherché  naturellenienl,  pour  les  trois  côtes  du  triangle  à  proposer 
en  exemple  ,  trois  nombres  pour  lesquels  l'aire  de  ce  triangle ,  et 
conséquemment  la  hauteur,  fussent  exprimées  en  nombres  ratitn- 
'  iiels*  Cette  question  se  réduit  à  construire  deux  Irianjîles  rectangles 
^en  nombres  rationnels^  ayant  un  coté  commun*  C'est  ainsi  que 
£rahmagupta  a  fait.  Maintenant  parmi  tous  les  systèmes  de  deui 
triangles  rectangles  exprimés  en  nombres  rationnels  entiers,  et 
ayant  un  côté  commun,  on  aura  pris  celui  où  ces  nombres  sont  ies 
plus  petits  ;  cif  sont  ceux  qui  ont  pour  cotés,  le  .premier  5. 12«  \Z^  et 
le  second  9*  12, 15.  Plaçant  ces  deux  triangles  de  manière  que  leurs 
deux  côtés  égaux  se  confondent  ei  que  les  autres  cùté.4  des  angles 
droits  soient  dans  le  proiongenient  Vun  de  lautre ,  on  forme  le 
triangle  acutangle  qui  a  sa  base  égale  à  14^  et  ses  deux  autres  cùlés 
égaux  à  13  et  à  15.  C'est  ainsi  quedilTcrents  géomètres,  chacun  de 
son  coté,  auront  pu  être  conduits  au  triangle  exprimé  par  les  nom- 
bres 13,  14,15. 

(25)  Dans  le  triangle  oblusangle  ,  mullipHc  la  perpendiculaire 
qui  tombe  de  Fangle  obtus  sur  le  cùté  opposé,  par  la  moitié  de  ce 
coté  opposé»  ou  inversement  (Beha-Iiddin.  —  hhdamt  al  Uhàb). 

Dans  un  triangle  obtu5angle,  la  base  multipliée  par  la  moitié  de 
la  perpendiculaire  ,  est  Taire  {Ganésa,  Commentaire  au  Lilavati), 
Ce  même  géomètre  liindoti  donne  une  dèmoitstralion  directe  et 
fnen  simple  du  théorème  qui  exprime  la  surface  du  triangle  en 
fonction  de  sa  base  et  de  sa  hauteur.  11  forme  un  rectangle  qui  a 
même  base  qoe  le  triangle  et  pour  hauteur  la  moitié  de  la  perpen- 
diculaire. L'inspection  de  la  figure  fait  reconnaître  â  priori  que  la 
surface  du  triangle  est  égale  à  celle  du  rectangle,  d'où  il  conclut 
que  l'aire  du  triangle  est  égale  au  produit  de  la  ba^e  par  la  moitié 
de  la  perpenrlieulaire. 

Daiislc  AVieffjîtil  al  fiimù^  nous  avions  répété  d*aprés  M.  Taylor 
de  Bombay,  qu'il  n'existait  aucun  exemple  de  la  multiplication  par 
le  Jlé:ifau  ou  Shutacah  dans  les  livres  sanscrits  ;  la  traduction  Ju 
Lilavali  par  1  illustre  Coiebrooke ^  nous  [trouve  le  contraire; 
Tcxemple  qui  se  rencontre  dans  le  commenlaire  est  ilcGaneMS, 
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(26)  Mohammed  bon  Mouisa  et  Beha-Eddin  ne  définissent 
point  ]a  circonférence;  Beha-Eddin  divise  la  ligne  courbe  en 
ligne  circulaire  qui  est  connue ,  et  en  courbe  non  circulaire , 
dont  il  n'a  point  à  s'occuper  dans  son  Khelasai  al  Hisàb. 

Dans  les  ouvrages  hindous,  dans  ceux  de  Brahmagupta  et  de 
Bhoêcara  «  on  ne  voit  pas  de  définition  du  cercle ,  et  Ganésa  ei- 
plique  cette  at>sence  de  définition ,  en  disant  que  le  cercle  et  l'arc 
n'ont  pas  besoin  d'être  définis. 

(27)  Il  est  à  remarquer  que  ni  Mohammed  ben  Moussa ,  ni 
Btka-Eddin  n'emploient  de  mot  unique  équivalent  au  nôtre  : 
rayon.  Ils  mentionnent  toujours  le  diamètre ,  et  pour  rayon,  ils 
disent  demi-diamètre.  Les  Hindous  ont  un  mot  carcata,  ouverture 
de  compas ,  littéralement  écrevisse ,  pour  désigner  le  rayon  (p.  90 
du  Lilavati). 

(iS}H:10::4:2    d'où    H=^20. 

1  2 

Pyramide  entière    =  5  ^  X  20=  106  -. 

4  1 

Fragment  ajouté      «=  -  x  10  =»  13  -. 
o  o 

pyramide  tronquée  =  106  -  — 13  -  «  83  -. 

O  d  ô 

Pour  la  pyramide  tronquée ,  multiplie  un  côté  de  la  plus  grande 
base  par  la  hauteur  ,  et  divise  le  produit  par  la  différence  entre  un 
côté  de  cette  base  et  un  de  la  petite  »  tu  as  alors  la  hauteur  de  la 
pyramide  entière  ;  mène  ensuite  Topération  à  fin  (Beha-Eddin), 

(297  C'est-à-dire  si  le  pilier  prend  la  forme  d'un  cône  tronqué. 
Alors  multiplie  le  diamètre  de  la  plus  grande  base  par  la  hauteur, 
et  divise  le  produit  par  la  différence  des  diamètres  des  deux  bases, 
il  en  résulte  la  hauteur  du  cône  comme  s'il  était  entier,  etc. 
(Beha-Eddin). 

(30)  Voici  la  marche  suivie  par  l'auteur  pour  résoudre  cette 
question  : 

n  =  \/lO»— 6»=ï/64  =  8 
S  =  8X6=48 

S  =  a:'  +  ^(6-^a;)  +  (8-a:)^a:; 

donc  jr'  +  6.c— ia;»  +  4a?  — ^a;*  =  48 

10,r==48 
hS_    .4 
'""lio""     5' 


Considérons  mainlenaDt  le  cas  où  In  quantité  2^*  —  «'  est 
négative.  Bn  se  reporlaot  toujours  aux  valeurs  primitives  de 
,r  et  éey^  on  constate  facilement  que  ta  courbe  passe  encore 
au^  extrémités  Â  et  A',  B  et  B'  des  deux  axes  de  l'ellipse  lors- 


que Ton  suppose  f  =  0  ,  et  çf  =2ir ,  ^  =  - ,  et  f  - 


— .  St  Ion 


donne  à  y  une  valeur  positive  très-peu  ditlèrcnte  de  zéro  ^==2, 
la  valeur  de  j^est  fort  peliCe  et  négative,  en  sorte  que  le 
poiol  décrivant  s'abaisse  au-dessous  de  raxe  des  abscisses  ; 
en  même  temps  la  valeur  de  ^^  est  plus  grande  que  a ,  ce  qui 
prouve  que  la  courbe  s  éloigne  à  la  fois  des  deux  axes  à  par- 
tir du  point  A  ;  <jii  peut  facîlemenl  vérifier  ce  résultat  en 
remplaçant ,  comme  on  Ta  déjà  fait  plus  haut ,  sin  a  par  &,  et 

cosapar  i^  —  ,  et  négligeant  les  puissances  de  a  supé 

rieures  à  la  seconde.  Un  calcul  précédent  nous  a  montré  que 
sil  existe  ud  maximum  pour  x  ^  \l  correspond  à  une  valeur 
de  f  5  dont  le  cosinus  est  : 


cos^»- 


■W 


I 


Cette  valeur,  inadmissible  dans  rhypoihésc  2^*  —  a' >  0^ 
est  au  contraire  parfaitement  admissible  dans  le  ras  achieh 
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et  détermine  pour  x  une  valeur  matima  que  Ton  peut  cal- 
culer. L'ordonnée  a  aussi  un  maximum  qu'il  est  utile  de 
trouver  pour  savoir  quelle  est  celle  des  deux  coordonnées 
qui  commence  le  plus  tôt  à  décroître  ;  cherchons  donc  le 
maximum  de  la  valeur  absolue  des  valeurs  négatives  de.r , 
c'est-à-dire  le  maximum  de  l'expression 

sin  f  [  (a*— 2Z>»)  —  c'sin'  rf. 

Après  avoir  multiplié  par  le  facteur  constant  c ,  on  met  ce 
produit  sous  la  forme  : 

(c'sinVr  [(C  —  W  —  e  sin» , 

et  comme  la  somme  des  facteurs  est  constante ,  l'équation 
qui  détermine  la  valeur  cherchée  est  : 

2c*sin>=  fl'— 2ft'— c*sin>; 


d'où: 


Il  est  important  de  remarquer  que  la  valeur  de  l'angle  f 
dont  on  vient  de  trouver  le  sinus  est  la  même  que  celle  qui 
rend  x  maximum  ;  la  somme  des  carrés  des  expressions  (fi) 
et  (v)  est  égale  à  l'unité.  Lors  donc  que  <p  crott  jusqu'à  cette 
limite,  la  courbe  s'éloigne  à  la  fois  des  deux  axes,  puis  elle 
se  rapproche  simultanément  de  l'un  et  de  l'autre,  lorsque 
o  reçoit  des  valeurs  plus  grandes.  Au  pointe,  où  x  et  ^  ont 
atteint  en  même  temps  leur  maximum ,  il  y  a  nécessairement 
rebroussement ,  puisqu'une  courbe  algébrique  ne  peut  avoir 
de  points  anguleux;  il  restera  seulement  à  décider  si  le  re- 
broussement est  de  première  ou  de  seconde  espèce.  Au  delà 
du  point  c,  la  courbe  rentre  dans  l'intérieur  de  l'ellipse 
ABA'B',  et  elle  coupe  Taxe  des  abscisses  une  seconde  fois  ;  car 
on  trouve  »  en  annulant  l'ordonnée  et  en  omettant  la  solution 
sin  f  =  0  déjà  connue  : 


La  valeur  de  x  correspondante  esl 

'2bc 


Enlin,  lorsque  f  =- ,  la  courbe  passe  en  B  à  l'extrémité  du 

petit  a\e ,  et  ponr  des  valeors  de  ^  plu^  grandes  ,  on  obtient 
quatre  autres  parties  de  courbes  exactement  semblables  au 
quart  de  courbe  ACMB  (fig.  52). 

Consultons  main  tenant  le  coeffieieut  angulaire  de  la  tan- 
gente 1  co  se  reportant  à  rexpression  prîmitivenient  trouvée, 
on  voit  qu'il  est  iofini  en  A  et  en  A\  ce  qui  cou  firme  qu'en 
CCS  pninls  comme  dans  le  premier  cas  ta  tang^ente  est  verti- 
cale; en  B  ei  en  B',  elle  esl  horizontale,  puisque  la  valeur  du 

coellicicnt  angulaire  s'anuule  pour  ?  —  51  ^'^'  ^^  P^'^* 

dr 
limité  dans  le  sens  des  j:  et  des  ^,  -—  se  présente  sous  la 

forme  -,  on  aura  sa  véritable  valeur  eu  preuaul  la  dérivée 

respective  des  deu\  termes,  ce  qui  donne  pour  le  point  C  ; 

dy  ^a  6c'sinycos'y  —  3c'sin*f  —  (26'  —  a*)sin^ 
dx^^  b'  —  fcc'costpsiii*t&  +3c'cos*'?  — (2a' — i'jcostf 
_ _^  ^sina  6c'  cos'  v  —  3c'  sin'  y  ~  {2,b^  —  a^) 
^      ^  cos  9  *  ^c"^  m\'  9 — 3c*  cas  *  «p.  -\-  (2^*  —  b^) 

^«^V    /^^— ^^'  ^l{'2a'^b')—(a'—^b'y~{itb\—à'} 
b  Y     2a''—  b'  2(a'—  2b*)  —  {Ûa^—b')  -K2a'—  b')  \ 

à' vu  linaiemeut 


~"        (^   \      2a' ^b'     a"  — iVï' 
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onnierona,  d\iprèsriiypolhë8C,  a' — :2&*>>0,  et  que 

-  V  est  toujours  une  quantité  positive,  l'expression  pré- 

Die  est  négative,  et  par  conséquent  la  tangente  forme  au 

l  G  un  angle  obtus  avec  la  partie  positive  de  l'ase  des 

isses. 

est  nécessaire,  pour  déterminer  si  la  courbe  offre  dans 

x>urs  des  points  d'inflexion ,  de  rechercher  si  -j^  peut 

dy 
laler.  Il  vient,  en  diflerentiant,  Texpression  do  -p-. 

dx 

=  TTvî  { [3c"  cos'  o  sin©  —  [2a* — ^•)sin  <pl  [6c' sin<pcos*o— 

—  3c*  sin*  s.  —(26*  —  a")  sin  ç]  —  [3c'  sin»  «p  coso-f 
-f  (2^'  —  a')  cos  o]  [—  6c' coso  sin'f  +  3c'  cos'  <?  — 
-(2a'— ^')cosç]  |, 

cssion  dans  laquelle  on  a  posé  : 

D=(3c'cos"cp4  ^'_2rt")sino. 

mr  savoir  si  -j^  pent  s'annuler,  il  suflBt  d'égaler  à  zéro 

lantité  comprise  entre  les  accolades,  et  de  voir  si  les  ra- 
\  de  l'équation  ainsi  formée  sont  imaginaires  ;  on  posera 


[3c'cos>—  (2a'— ^*)]  t6c'cos>  — 3c'sin>— (2^'— a')]— 
— cos>  [3c'sin''f + (2^' — a')\  [ — Cc^'sin>  +  3c' cos'?  — 

—  (2.z^-i;')=:0;        ' 

ien  : 

n'o[3c'  cos^  cp  -  {2a'-  b')][-  9c' sin' y  +  7a'— 8/>'J-f 
n\  [3c' sin'?  +  (2^^*- a')]  [—9c'  cos'  cp  —  W+  8a']  ==0. 

3duisons  la  tang^ente  à  Toffet  de  n'avoir  qu'une  seule  ligne 
inométriquo ,  il  vienl  : 
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+  (2/i— a')(8a*— 76') 

Celle  équation  revienl  Jinalemenl  en  réduisant  le  plas  pos- 
sible à  la  SUIVE  nie  : 

{2a'  —  by  tang^  ^  —  4[c*  -  a'^)  tang'  ^  +  {W  —  a*y^O; 

d'où  Ton  lire  : 

Pour  que  les  racines  soietit  réeTlts  ,  il  faut  en  premier  tien 
que  Ton  ait  : 

l[c^^aVY  —  {2a^—by{W'-ay>ù (r), 

condilion  qui  revient  à  : 

[  2(c*_a'/i')  +  (2a*  ^  6')  (2^'  —  a*)]  [2(c*  —  a'b^  — 
—  (2a' -^  ô')  (26'^—  a')  >  0. 

Le  premier  facteur  se  réduit  à  ^a*b\  donc  il  faut,  pour  qri« 
rinègalité précédente  puisse  avoir  lieu,  que  le  second  facteur 
ftoil  négatif f  c'est-à-dire  que  1  on  ait 


ou  bien  : 


ou  : 


ou  enÛD 


ai  -I-  £,*  —  y  a'b'  <  0  ; 
4" 


("-y '•)■-('• '^)'<- 


{■ 


,.,n  +  t^ 


)  («- 


.,11-t^57\ 


8      /  V-      '"-T^)<'- 


Il  résulte  de  cette  dernière  inéirnlîté  que  n  doit  loujoun 
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«  compns  entre  fc M I  cl  b*{  — '— I  ;  or, 

est  éTidemment  plus  p*and  que  la  première  quantité; 
ic  la  condition  (r)  reTient  définitiTement  à  la  suivante  : 

8a*<6'(ll+\/57). 

lia  il  ne  ralGt  pas  qac  la  quantité  soumise  au  second  radi- 
dans  l'expression  de  tang  «  soit  positive,  il  faut  encore 
î  la  quantité  soumise  an  premier  radical  le  soit  aussi ,  ce 
i  eiige  que  l'on  ait  r 

a\  +  b*  —  Za*b*  >  0. 
.le  condition  revient  à  : 


(-•-^'y-^*>o. 


bienà: 


(.._(î±W^-)(.._(iV|)*-)>.. 

>tle  dernière  inégalité  exige  que  la  valeur  de  a*  soit  so- 
*ieurc  on  inférieure  à  chacun  des  deux  facteurs  pour  qu'ils 
issent  être  de  même  signe,  et  comme  Ton  a  : 


1  devra  avoir  aussi  : 

.■>i±p--- ,.) 

3n  déduit  de  la  comparaison  des  inégalités  (t)  el  (0) 

12+4V/5<li  +  \/57, 
galitc  absurde,  qui  apprend  que  les  valeurs  de  tangr  sont 
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conslammpni  imaginaires»  Il  s'ensuit  que  —,  ne  peulsan- 

nyler  et  que  par  conséquent  la  cotirbe  est  exemple  rrio- 
flcxions.  Ce  dernier  résultdt  fait  connaître  que  le  rebrous* 
sèment  qui  existe  au  point  C  est  du  premier  genre,  car  il  t 
aurait  au  moins  une  inflexion  si  le  rebroussement  étail  de  se- 
conde espèce. 

Cberclions  maintenant  le  périractrc  de  la  courbe  :  endif- 
férentiaot  les  expressions  (I)  et  (2)  valeurs  primitives  do  xet 
de  y  on  trouve  après  quelques  réductions  faites  : 

b  sin  «p  dy-\-  a  cos  f  <f jr  =  0, 

£^  cos  ç  f/f — a  sin  f  (ir  =  [(2  6'— a*)  cos'ç-f  (2  a'— i*)  sin'ç]  <if  ; 

d*oùron  déduit  pour  la  diffèrenlieUe  de  l*arc  : 


ds^ 


K  â"COS'a>  +  i'*sîii*p 


ab 


[i:àb'''aym\-\-{%a'^b')ûn\]iU. 


Posons 


lang4'=^ 


flCÛS^ 


6  sin  f  ' 

f  étant  ainsi  l'angle  que  fait  avec  le  petit  axe  de  Tcllipsele 
diamètre  qui  aboutit  au  point  dont  les  coordonnées  sonl 

jc^atos^  et  r— ^sioçj 

il  viendra  par  une  substitution  qui  n'olTre  aucune  dilEcullé 

.  _  a/r  [  (2  b'—  a')  b^ùte  'i  +  (2^'—  b']  a'  cos'  f  ]  d} 


-\ 


(a^cos-^  +  i»'sîn'^)' 


d'où 


[{26'-  a')i.'sin'++(2a'— t>'C09>]rf>!- 

' 1 ' (,3ji 

en  désignant  j»ar  *(>'„  -J»,)  l'arc  de  la  courbe  compte  entre 
1rs  poinU  correspondanls  anx  valeurs  (j»,  et  î»,  de  l'angle '{'.•. 


-(,<^^A)= 


A 


igmcnlons  et  diiuîuuons  le  )iecoiiil  membre  do  Tôqua- 
(3)  de  l'expression 


s 


Kudra 


(/z•c0S'•>  +  ^'si0'^^)>■ 


k      ^ :+   \     —...(4). 

^ailleurs  réqualion  (4)  peut  s  écrire  de  la  manière  sui- 
te : 

'^   '■"'"         V  («•ços'>!.+*'sin'^H^ 

1/ yo 


î 


û*Z»'é/^^ 


(a'cos''V  +  ^''sin'«V)"' 
approclianl  la  dernière  égalité  de  1  égalité  (3)  il  vient  : 

%;  Y"  J  Y 


'\ 


—  590  — 


a*b'd^ 


'">o 


(^'cos'*H-Z''sia^'^)-* 


)^. 


(a^cos'^'H-i'siii'iî^)^ 


Donc 

ou  en  appelant e lexcentricité , 

a 

^  \    (1— e*sin'4f        \    (l-^'9în'^^)-' 

ConMdérons  mniatoDanl  Texpression 

(1— e^sitl^^J)' 

l>ifférentions-ia  par  rapport  à  ^ei  puis  intégrcm»  cntrcï 
Hmiles  ^^  et  ^.  Il  viendra  = 

e'sm|,cosK         e'siniofos'j^   _  [      2(2— e*)^^ 
(1-eftîn>,)^        (l_eVinHJ*        1  (I— e'sin*i^)^ 

On  tire  dp  cette  dernière  égalité  et  de  l'égalité  (4)  : 

\    (l^r'^infJT'    (i^e'.in^^jl      (i_e-iio|JT 

j 
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m  fait '{/«sr  0  et  que  l'on  appelle  sf^^)  ce  qnedevirnt 
ou  a  : 

le  résultat  d»  M.  Talbot.  Si  Ton  fait  en  outre  l.=  -, 

5  =  4ftF(c), 

anl  le  périmètre  total  de  la  courbe. 
:on8  en  dernier  lieu  que  l'expression 

(1— c'8in'+)i- 

ate  la  distance  de  rextrémité  du  diamètre  de  Tellipse 
un  angle  *>  avec  le  petit  axe  au  point  de  la  courbe 
3ndant  ;  c  est  ce  que  Ton  vérifie  aisément  en  élimi- 
-âcos^»  et.r  —  ^sin>p  entre  les  équations  (1)  et  (2)  et 
3n  suivante  : 

r'=:(j:— acos>î.)H-(r— ^8ÎnW\ 

remplaçant  dans  la  valeur  de  r tiréede  l'équation  finale 
eoa  ç  par  leurs  valeurs  en  sin  4^  et  oos  4^. 


DES  SYSTEMES  SIMULTANES 

ption  de  V ellipse  par  le  point  d'une  droite  de  longueur 
constante  inscrite  dans  un  angle  fixe  ^ 

PAa  as.  BASTOH  (OB  CBAMP) , 

Infsénieur  des  ponts  et  ch^usiées. 


une  noie  publiée  en  1844  (*},  j*ai  eu  l'occasion  i\e 


êiUt  Annales  de$  »lalhémûli*iuet  y  I.  III,  p  'iitt. 
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faire  remarquer  quecerlaines  jiroprièlés  de  IVllipse  ééfcv^ 
dcol  de  ce  que  celte  coorbc  est  iioe  épicydolde  allongée  ou 
raccourcie  décrite  par  le  poiiil  du  plan  d*un  cercle  roulant 
ialérieurement  sur  une  circonférence  d'un  diamèlrc  double 
du  sien .  En  se  plaçant  à  ce  point  de  ?uc .  on  csl  conduîl  à  des 
théorèmes  inlércssanls  ;  telle  esl  la  conslructioo  du  rayon  df 
courbure  deTellipse  donnée  par  M.  Tfinson  (').  Je  me  pro- 
pose actuelleraenl  d'y  mtmtror  quelques  unes  des  relatiooï 
par  lesqueltes  les  axes  principaux  de  relllpse  et  se?*  diamètres 
conjagoés  sont  liés  anx  divers  systèmes  de  gonéralîon  de 
cette  courbe ,  au  moyeu  du  point  d'une  droite  ile  longueur 
constante  inscrile  dans  un  angle  Oxe .  qui  ont  la  propnitéét 
décrire  simuîtanémcnl  Vcilipsc  par  un  même  point  mobile, 

i.  Je  rappolk-râi  d'abord  que  si  MN  est  uuc  droite  de  lou- 
gueur  constante  continuellement  iniïcritc  dans  l'angle  droit 
YOX^  le  point  i  de  cette  droite  décrit  une  ellipse  ayant  pour 
axes  les  côtés  de  cet  angle,  et  que  les  segmeols  ifi ,  iM  addi- 
HfêQu  souslractifsÇ*)  sont  égaux  en  longueur  aux  demi-axes 
OAj  OB  coraplés  suivant  OX,  OY  (le  lecteur  est  prié  de 
faire  les  fig-ures). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  ait  un  sysléme  ad 
dïlifî  pour  avoir  le  système  correspondant,  décrivex  du  point 
O ,  comme  centre  avec  le  rayon  0 A  ,  une  cîrconféreoee ,  el 
soit  I  celui  de  ses  poinls  qui  se  trouve  avec  i  sur  une  même 
perpendiculaire  IP  à  OX.  iMenez  ensuite  parallèleuienl  au 
rayon  01  la  droite  tM'N',  qui  rencontre  OX  en  W  et  OY  on 
N'  i  il  est  aisé  de  voir  que  iM\  iN\  el  par  suite  M'N',  sont 
des  longueurs  constantes,  quelle  que  soit  la  position  du  point 
décrivant,  Car,  à  cause  des  parallèles,  iT^'=OI  ^  par  consé- 
quent le  triangle  iNN'  est  isocèlCp  d'où  il  suit  que  iMM'  Test 


(')  Nfmvetfeu  Ânnahsde  Mathématiifuett  L  UU  p.  %y5^ei.J9urnûtdeMMou- 
t4ik,  1.  X,  p.  lùu 

D  Ces.cl(*rioii*inatiotis  sont  riues  A  M.  Trniufm.  V.  Manuel  de  Géoméfrit. 
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aussi  i  donc  iM'=  îM.  On  voit  par  là  que  le  point  i  peot  être 
regardé  à  volonté  comme  placé  sur  MM  ou  sur  le  prolonge- 
ment deM'N')  de  manière  à  déterminer  dans  le  premier  cas  des 
segments  additifs ,  et  dans  le  second,  des  segments  sottstrac^ 
tifs.  C'est  en  cela  que  consiste  le  type  le  plus  simple  de  deux 
systèmes  simultanés  de  description  de  Tellipse;  je  les  désigne- 
rai, comme  les  segments  eux-mêmes,  par  les  noms  d*addiiif 
et  de  sùustractif. 

Observation.  Rien  n'empêche  de  faire  la  recherche  do  se- 
cond système  au  moyen  de  la  circonrérence  décrite  du  centre 
O  avec  le  rayon  Ofi  ;  on  n'obtient  de  cette  manière  aucun 
nouveau  résultat,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  convaincre. 

2.  Lorsqu'on  prend ,  au  lieu  de  l'angle  droit  YOX,  un  angle 
quelconque ,  il  y  a  non  plus  deux  f  mais  quatre  systèmes  si- 
multanés,  ayant ,  comme  les  précédents,  des  segments  de 
même  longueur  -,  ce  qui  suit  a  pour  objet  leur  détermina- 
tion et  l'exposition  de  leurs  propriétés  les  plus  saillantes. 

Pour  bien  comprendre  l'existence  et  la  raison  d'être  de  ces 
systèmes,  il  faut  remonter  à  la  génération  des  épicycloïdcs. 
Lorsqu'une  courbe  roule  sur  une  autre  courbe ,  chaque  point 
attaché  invariablement  à  la  première  et  entraîné  avec  elle 
décrit  une  trajectoire  normale  à  la  droile  qui  le  joint  au  point 
de  contact,  principe  que  l'on  doit  à  Descartes.  Dans  le  cas 
particulier  d'un  cercle  qui  roule  intérieurement  sur  une  cir- 
conférence d'un  rayon  double  du  sien,  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire du  point  de  la  circonférence  mobile  passe  donc 
constamment  par  le  centre  du  cercle  flxe,  d'où  il  suit  évi- 
demment que  cette  trajectoire  est  un  de  ses  diamètres  ;  cette 
proposition  est  d'ailleurs  facile  à  démontrer  d'une  manière 
tout  à  fait  élémentaire. 

Concevons  présentement  que  par  le  centre  O  du  cercle 
fixe  on  ait  mené  deux  droites  OX,  OY,  et  que  dans  une  de 
ses  positions  la  circonférence  mobile  les  coupe  en  M  et  N,  si 
A?f?f.  DR  MathAm.  y.  «39 
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l'on  regarde  la  corde  MN  œmtne  attachée  inrariablemenli 
cette  circonférence ,  ses  ciLlrémités ,  d'après  ce  qtii  ^ient  d'ê- 
tre dit,  demeuremnt  respectîvemeDt  sur  les  c6tés  de  l*angTe 
YOX  ,  et  si  ce  dernier  est  droit,  toot  point  t  de  MN  décrira 
une  ellipse. 

Quand  au  Ireti  de  l'angle  droit  on  a  un  angle  ^Oxatgu  ou 
ûbtDS ,  et  «ne  corde  mn ,  la  oonclQsion  est  la  même  ;  seule- 
ment les  côtés  Ojt,  Or  ne  sont  plus  les  axes  de  la  courbe. 
Pour  les  trouver,  il  faut  mener  par  îc  point  décrivant  i  le 
diamètre  MN  du  cercle  mobOe^,  et  tirer  les  droites  indéfinies 
OWX,OMY,  lesquelles  seront  visiblement  les  axes  cherchéi, 
Tangle  YOX  élant  droit  par  consiraction.  Tout  point  i  at- 
taché invariablement  au  plan  du  cercle  qui  roule  décrit  donc 
une  ellipse,  et  oo  peut  le  regarder  comme  lié  à  une  corde 
quelconque^  conlinuellemenl  inscrite  dans  un  angle  fixe.  De 
là  une  infinité  de  systèmes,  additifs  ou  soustractlfs  ^  suivant 
que  le  point  i  est  intérieur  ou  extérieur  au  cercle  mobile.  Il 
n'est  même  pas  nécessaire  que  ce  point  soit  sur  la  corde  mn 
ou  sur  son  prolongement  ;  le  sommet  d'un  triangle  quel- 
conque imn  construit  sur  /rin  décrit  une  ellipse  comme  tout 
point  de  cette  corde  (*}- 

Si  l'on  appelle  a^  b  les  demi-axes,  a,  C,  les  segments,  et 
o,  Fangle  du  système^  on  a  éviderament  les  relations a€==a^^ 


et  sÎQf  = 


a±b 


,  selon  que  le  système  est  additif  ou  tout- 


tractif, 

3.  Je  vais  chercher  maintenant  parmi  tous  ces  systèmes 
ceux  où  les  segments ,  soil  additifs^  soit  soustractifi  ^  comptés 
sur  une  corde  ou  sur  son  prolongement ,  entre  le  point  i  et 
les  côtés  d*un  angle  fixe,  sont  de  mfïme  longuenr ,  comme 


(*)  Voir  NuutetirM  Ânnatet  de  Uëthimaiiquett  i  V,  p  191  ^  la  iuliâtbvo  ani^ 
t3iU«|U0  de  M.  Terruifliu, 
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il  arrive  dans  le  cas  d'un  angle  droit.  Sapposont  on  ays- 
tèfloe  additif,  composé  de  la  corde  mn  inscrite  dans  l'angle 
jrOx.  Après  aToir  tracé  la  circonférence  Omit  et  déter- 
miné les  points  M ,  N,  où  elle  est  rencontrée  par  les  axes 
OX,  OY,  je  prends  les  arcs  Mm,  =  Mii»,  N/i,  sNm; 
de  cette  manière ,  on  a  la  corde  m,ii,  =mn,  et  elle  passe 
visiblement  en  i.  Cette  corde  et  l'angle  jrflx, ,  dont  les 
côtés  passent  en  m, ,  n, ,  forment  donc  un  deuxième  sys- 
tème addiiif  qui  satisfait  à  la  condition  d'avoir  des  segmenta 
éganx  en  loogaear  à  ceux  du  système  donné.  Il  y  a  plos  : 
que  l'on  décrive  da  centre  i  avec  l'un  des  segments  im  par 
exemple  comme  rayon ,  une  circonférence  qui  coupe  Our , 
Ox.  en  m\  //i/,  on  verra  avec  un  peu  d'attention  que  les 
droites  im\  im,'  rencontrent  Qr,,  Oy'  en  des  points  n/ ,  n', 
sitoés  sur  la  circonférence  décrite  du  même  centre  i  avec 
le  second  segment  m,  d'où  il  suit  que  le  quadrilatère 
wlm^n'n!  est  un  trapèze  isocèle,  et  par  conséquent  în- 
scriptibU.  La  circonférence  déterminée  par  ses  sommets 
passe  nécessairement  aussi  par  le  point  O,  car  on  aperçoit 
sans  peine  que  les  angles  m'On!,  m!m,'n!  du  quadrilatdrc 
On! m 'm',  qui  a  trois  sommets  de  conununs  avec  m!m;n!n,\ 
sont  supplémentaires  l'un  de  l'autre  :  cela  résulte  simplement 
des  constructions  indiquées. 

Si  donc  on  imagine  que  cette  circonférence  roule  à  l'inté- 
rieur d'un  cercle  de  rayon  double ,  les  cordes  m'n,' ,  nt/i»', 
que  le  point  i  partage  en  deux  segments  wusiroctift  éganx 
à  i'm,  in^  demeureront  inscrites  dans  les  angles  yfixy  yOx^  ; 
en  d'autres  termes,  on  a  deux  nouveaux  systèmes,  nécessaire- 
ment soustractifsy  et  il  est  facile  de  s'assurer  qu'il  n'y  en  a 
aucun  autre  où  les  segments  soient  de  même  longueur. 

4.  De  ce  que  Ton  a  pris  Mm,  =  Mm ,  lin,  =  N/i ,  je  conclus 
que  Taxe  OX  est  la  bissectrice  des  angles  xOx, ,  yOy, ,  et 
Taxe  OY  la  bissectrice  de  leurs  suppléments. 
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Une  semblable  relalîoa  eitisle  entre  les  axes  et  les  droites» 
qui  vont  du  centre  O  de  la  courbe  ou  des  circonférenceâ  fixes 
aux  centres  des  cercles  mobiles;  il  suffit,  pour  le  voir,  de 
construire  les  deux  sysième»  addUif  H  somiraciif^  rel^lïts 
aux  axes ,  comme  au  a*'  t . 

Ceci  compris ,  je  nommerei  correspondants  parmi  les  sys- 
tèmes qui  viennent  d\Hre  définis  par  Fégati lé  des  segments , 
ceux  dont  les  angles  ont  un  côté  commun.  lU  sont  nécessai- 
rement d'espèce  dilTérente,  c'est-à-tlire  queTun  est  additif  et 
Tautrc  soustractir  L'angle  formé  par  les  deux  côtés  non 
commuas  et  son  supplément  oui  pour  bissectrices  les  axes  de 
rellipse. 

5.  Lorsque  la  corde  mobile  ma  du  système  additif  prend 
la  position  GH  perpendiculaire  h  Tun  des  côtés  Ox  de  Tanglc 
fixe,  de  manière  que  le  triangle  GOÏl  soit  rectangle  enH, 
celle  du  système  BùuslracHfvorrespondmU  relatif  à  Ox  devtenl 
aussi  perpendiculaire  sur  Ox  en  II,  c>st-à -dire  que  les  deux 
cordes  coïncident  alors  en  direction. 

Dans  ce  cas  ,  OG  est  un  diamètre  du  cercle  routant,  elle 
point  G  est  le  centre  instantané  de  rotation  C)i  donc  G  H 
n*est  autre  chose  que  la  normale  à  Tellipse  menée  par  le 
point  décrivant  e\  d où  je  conclus  que  la  droite  Ui  est,  eu 
direction ,  le  diamètre  conjugué  au  côté  Ox. 

Cela  se  démontre  d'ailleurs  directement  :  supposez  que  la 
corde  Gll  prenne  les  positions  LP,  LQ,  qui  ont  en  commun 
le  point  L  de  OG  -,  du  point  K'  où  Oicoupcla  perpendicalaîre 
LK,  abaissée  de  L  sur  Oxj  menez  à  cette  droite  une  parattéle 
qui  rencontre  LP,  LQ  en  p^  «y,  je  dis  que  ces  deux  potnls 
sont  sur  Tellipse ,  car  on  a  ■ 

P/;:LP::KK':LK,   et  KK^LK::Ht;GH; 
donc  :  P/7:lJl::lfÉ:Gll. 


n  V Qiï  ^ouv^iki  Annstit  de  Mnihèmatiquet^U  U,  ^.'mt 
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Or,  LP  =  GH  par  oonslmclion  ;  donc  Vp  =  Hi.  Par  un  rai- 
sonnemenl  semblable,  ontronverait  Q^sHi;  donc/ielf 
sont  bien  les  positions  qu'occupe  le  point  i  sur  LP,  LQ.  Re- 
marquez maintenant  que  le  triangle  LPQ  étant  isocèle  par 
construction ,  sa  base  PQ  est  partagée  en  deux  parties  égales 
par  la  perpendiculaire  LK  ;  par  conséquent ,  la  même  chose  a 
lien  dans  le  triangle  hpq^  et  Ton  a  JL*p  =  K'q,  c'est-à-dire 
que  la  corde  pq  parallèle  à  Ox  est  divisée  en  deox  parties 
égales  par  Oi,C.Q.  F.  D. 

6.  On  peut  même  démontrer,  sans  sortir  de  cet  ordre  de 
considérations,  que  si  Oi  divise  en  deux  parties  égales  tonte 
corde  menée  dans  l'ellipse  parallèlement  à  Ox ,  réciproque- 
ment Ox  divise  en  deux  parties  égales  toute  corde  paraît^  à 
Oi  ;  propriété  fondamentale  des  diamètres  conjugués ,  bien 
connue  d'ailleurs  par  la  théorie  des  sections  coniques. 

Suivez  en  effet  la  droite  mobile ,  à  partir  de  la  position  GH, 
jusqu'à  ce  qu'elle  vienne  se  coucher  sur  Ox.  A  ce  moment, 
G  tombe  en  O ,  i  en  i\  et  H  en  H'.  Pour  savoir  quelle  est  la 
position  correspondante  du  cercle  roulant,  il  suffit  de  remar^ 
qoer  que  les  extrémités  de  la  droite  mobile  sont  constant 
ment  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'extrémité 
du  diamètre  qui  passe  en  O  sur  les  côtés  de  l'angle  flxe.  Donc 
en  élevant  sur  les  droites  Ox,  Qx  des  perpendiculaires  aux 
points  H',  O,  leur  point  d'intersection  G'  sera  le  point  cherché, 
et  G'i'  la  normale  à  Tcllipse  en  i'.  Or,  il  résulte  de  cette  con- 
struction que  GV  est  perpendiculaire  à  Oi  :  donc  la  tangente 
en  i'  est  parallèle  à  Oi. 

EnGn  le  point  H",  où  la  normale  Gï'  rencontre  Oi,  étant 
sur  la  circonférence  décrite  par  le  diamètre  OG',  on  peut  re- 
garder l'ellipse  comme  engendrée  par  le  point  i'  de  la  droite 
G'H",  inscrite  continuellement  sans  changer  de  longueur 
dans  l'angle  G'OH"  considéré  comme  fixe,  auquel  cas  la  dé- 
monstration du  numéro  qui  précède  s'applique  mot  pour  mot. 


^V  7*  La  position  partictilière  où  la  droite  mobile  est  perpeo- 
W  dkElaire  à  l'un  des  côtés  de  Tangle  fixe ,  mérite  encore  d'élre 
remarquée  en  ce  qa'cllc  fournit  une  démonstration  fort 
simple  de  la  construction  donnée  par  M.  Chasles  {*},  pour 
déterminer,  tant  en  direction  qa  en  grandeur,  les  axes  d'une 
ellipse  dont  on  connaît  deux  diamètres  coniagués.  Il  ne  s'a- 
gît 4  au  fond,  que  de  trouver  an  système  de  génération  dê^^H 
rellipse  composé  d'une  droîlc  mobile  dans  un  angle  fixe.  Or,  ^^ 
d'après  ce  qui  a  clé  dit  plus  haut,  si  de  rextrémité  du  demi- 
diamètre  Oî  Ton  abaisse  une  perpendiculaire  (H  sur  Oi\  et 
que  Ton  porte  sur  celte  ligne ,  de  part  et  d'autre  du  point  i% 
iG  =  ig=  Oé  ,  la  droite  GH  et  l'angle  GOH  formeront  un 
système  addift/propreà  la  description  de  Tellipse;  et  eotiime 
d*autre  part  la  droite  ^H  et  l'angle  ^H  tonneront  le  système 
loiM^fich/ correspondant,  on  aura  pour  les  directions  cher- 
chées des  axes  les  bissectrices  de  l'angle  GO^  et  de  son  sup- 
plément* Déplus,  Tangle  en  H  des  triangles  G  HO  ^  jo-HO 
N  étant  droit ,  les  longueurs  OG ,  O^  seront  les  diamètres  d< 
cercles  roulants  de  L'un  et  de  l'autre  système,  d'où  il  suit  qu«: 
la  première  sera  égale  à  la  somme,  et  la  seconde  à  la 
rence  des  demi -axes. 

S.  On  pourrait  faire  beaucoup  d'autres  applications  des 
propriétés  qui  appartiennent  nnx  $^$ièmes  simukané$  ;  mais 
pour  éviter  d'être  trop  long ,  je  me  bornerai  à  signaler  dans 
la  construction  précècentc  les  moyens  qu'elle  offire  de  dé- 
montrer à  la  fois^  et  le  plus  brièvcmeot  possible,  les  deux 
relatiops  fameuses  qui  existent  entre  les  axes  principnx  cl 
les  diamètres  conjugués. 

t**  On  a  vu  que  M  ,  N,  étant  les  extrémités  du  diamètre 
déterminé  par  le  point  décrivant  i  dans  le  cercle  roulant  du 


C)  \mf  Ntmmltet  Annnht  fit  Mathémadquei,  t  111,  p.  U»,  Il  tcrilkalK 
iTiilarli<l«t  |Pir  M,  Tcrqu^m 
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qrfléme  addiUf  décrit  mr  OG,  »N ,  îM,  sont  les  longueurs 
des  demi-aieg.  Or,  par  les  propriétés  des  cordes  qui  se  ooa- 
peotdansleoercle,  ona  »Nx  «M  =îGx»H  =  Ot'  xîH, 
mais  (K  est  la  base ,  et  »U  la  hauteur  du  paralltiogramine 
OtDT  construit  sur  les  deux  demi-diamétres  coujogoés,  et 
Oi^  X  iH  en  mesure  la  surface  :  donc  MU  tyrfaee  t$ê 
conUanU  et  égale  au  rectangle  de$  demi-axee. 

S*  Oî  étant,  par  construction,  une  médians  du  triangle 
GQg»  on  a  la  relation  : 

ÔG'  +Q^'  =  2(Ôi'  +  GÏ")  =  2(0Î'  +  or)  ; 


OG=iTi+<M  et  0^={N  — ÎM; 
donc 

ÔG*+0^'  =  2(âî'+âi'); 
donc  aussi 

c'est-à-dire  que  la  somme  de$  carrée  de  deiix  demi-diaméire» 
cceguguée  est  constante  et  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
demiiroxes. 

Nota.  Ce  n'est  que  pour  fiier  tes  idées  qu'on  s'est  senri , 
pour  cette  démonstration ,  uniquement  du  système  additif  ; 
rien  n'empêche  d^y  substituer  le  système  sonstractif ,  et  en 
général  toutes  les  fois  que  l'on  n'a  besoin  d'en  considérer 
qu'un  seul,  on  peut  prendre  l'un  ou  l'antre  indifféremment. 


NOTE  SUR  LA  DIVISION  ABRÉGÉE 


4Mlev  «•  MieneM,  profeMear  à  rÉoole  d'artillerie  et  aa  collège  royal 
de  Strasbourg. 


Ce  que  j'ai  publié  à  ce  sujet  dans  les  Annales^  et  dans  mon 


Anlhmèliquc,  deuxième édiliou,  page  lU8(e[i  1843  j  comparez 
la  noie  de  la  page  467  dos  Annale»),  sur  la  mélhodede  Fou- 
rier,  fournil  deux  limites  du  dernier  diviseur,  outre  celle  que 
j'ai  énoncée;  ces  deux  autres  limites  soûl  :  9  fois  le  nombre 
des  chiffres  négligés  au  diviseur  ;  ce  qui  est  évident ,  et 
0  fois  le  nombre  des  chiffres  déterminés  au  quotient*  Cette 
dernière  est  énoncée  en  toutes  lettres  dans  mon  Arithmétique, 
et  n'oublions  pas  que  la  méthode  de  Fourier  n'est  qn^  la  mé- 
thode  ancienne  appliquée  à  tous  les  chiffres  du  quofienf ,  avec 
changement  dans  l'ordre  suivant  lequel  on  soustrait  les  pro- 
duits partiels.  Si  Ton  eu  doute,  on  n'a  qu'à  traiter  un  même 
exemple  par  les  deux.  Cette  même  dernière  règle  étant  indé- 
pendante du  nombre  des  chiffres  décimaux,  des  deux  nombres 
donnés ,  on  voit  que  Topératioa  si  effrayante,  consistant  dans 
Faddilion  des  chifTres  du  diviseur,  esl  écartée.  Je  vais  présenter 
la  démoDSlration  de  ladite  règle,  avec  quelques  moditicalîons, 
pour  mieux  ladapler  à  la  métliode  ancienne^  elle  ne  diffère 
guère  de  celle  qui  a  déjà  été  publiée  dans  les  Jmmks.  \oici 
comment  on  peut  la  formuler. 

Si  le  dernier  diviseur  est  ^=-  muttipUé  par  h  non%bre  des 

chiffres  du  quotient  traité  comme  un  nombre  entier,  ferreur 
du  dernier  chiffre  de  ce  quotient  est  comprise  entre  -^i  cl  —  o  ; 
te  nombre  n  eut  à  volonté  >  ou  <;  i. 

Soit  D  ie  diviseur  total ,  Di+i  le  dernier  diviseur , 
di  di^i,..  '^-cc  *^  partie  restante,  i  pouvant  élre  XO; 
j'entends  par  di  le  chiffre  qui  exprime  des  unités  égales  cba- 
cune  à  i0\  Je  suppose  que  le  quotient  doive  être  déterminé 
à  une  unité  près;  la  question  peut  toujours  se  ramener  à  ce 
cas.  Si  le  diviseur  est  composé  d'un  nombre  intini  de  chiffres 
(''-.00  )  tous  les  chiffres  du  quotient  seront  cherchés  par 
la  méthode  abrégée  ;  dans  le  cas  contraire  rien  n' empêche 
de  supposer  nul»  les  chiffres  du  diviseur  a  partir  du  dernier 


à 
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diiffresigDificaUrexdasivemeDt.Soille  quotient  C||.i..,ci  Cq; 
le  dernier  cbifiBre  co  estdéterminé  par  le  diviseur  Dt+i  ;  Ta- 
vantrdernier  Ct  par  D{+i  di ,  etc.  Le  premier  Cm^t  par 

D|+i  di  di^i,,,,di,^^2. 
Dans  le  dividende  on  prend  sur  la  gauche  ce  qu'il  faut  pour 
trouver  c^  au  moyen  du  diviseur  D,  le  reste  à  droite  n'entre 
pas  en  ligne  de  compte.  Soit  R,+i  le  reste  final^oumi  par 
cette  partie  de  gauche  ;  le  dernier  dividente  partiel  donnant 
au  quotient  des  unités  simples,  il  s'ensuit  que  R«+i  est  de 
même  espèce  que  D,>i,  ce  qu'on  reconnaît  d'ailleurs;  de 
plus  R<+i<D«4i;  si  donc  à  côté  de  Rj+t  on  descend  les 
chiffres  négligés  au  dividende ,  on  aura  un  nombre  <  D 
pour  reste  final  par  rapport  au  dividende  total.  Soit  R  ce 
reste ,  S  la  somme  des  produits  partiels  qui  n'ont  pas  été 
retranchés;  R — S  est  égal  an  dividende  moins  le  produit 
du  diviseur  total  par  le  quotient  ca-t...  cq.  Si  donc  S  <C  nD^ 
R— S  tombe  entre  D  ct  — /tD,  ct  l'erreur  du  quotient  est 
comprise  entre  1  et  —  n. 
RS  comprend  les  produits  suivants  : 

lequel 

=  C««,.  lO-'.rfi-a+i.  . .  .  ^-00  <  Cn-i.  10«-*  tO<-«+S 
=  c._|.10«+S 

^fl— aX^^orfî'...^— ooj.... 

=  Ca-2.  10*"\  ^»-a+2...  rf-oO  <^»-2-  **"*■'» 

Co  X  *  .  .  .   rf-  QO  .  .   .  <€o  .  lOH'. 

I>onc 

S<  (r«-,,  +  c««2 +....+  Co)  10<+*  ^9fl.  ia<+'. 

£t  pour  que  S  <  /i  D,  il  suffit  que 

9a.  10«+«=  /iDi+i.  tO*+S 
ouque  »a</iD<,i.    c.q./.d. 
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Ainsi  prenei  sur  la  gauche  Ûu  diviseur  une  (rancbe  plos 

9 
grande  que  -  multiplié  par  le  nombre  des  cbiflres  da  quo- 
tient; à  la  suite  couserirez  au  diviseur  autant  de  chiflres  plus 
UD,  que  le  quotient  doit  en  avoir,  et  au  difidende  oégligei 
sur  la  droite  tout  ce  qui  ne  sert  pas  à  faire  connaître  le  pre- 
mier chiffre  du  quotient,  au  moyen  des  deux  parties  conservée!» 
au  diviseur. 

Voilà  ma  théorie  :  elle  n'est  pas  longue;  est-eUe  confuse? 
Elle  donne  le  quotient  à  une  unité  près,  si  Ton  veut*  Il  est 
clair  du  reste  que  si  Ri+i  <  Cn^j  +  c^^î  -|-  . . .  +  c<>  ,  le 
quoUcnt  est  approché  en  moins. 

Remarque  1.  Si  le  diviseur  est  ^oi  quant  au  nombre  de 
ses  chiffres,  on  peut  prendre  pour  limite  de  Dt^i  la  somme 
des  chiilres  placés  à  sa  droite.  Car  soit  D=D»^.|  di*,,  di~^  ï 

S=€oXdi,  ,  .ift^  +  iO.c,  Xdi^i.  .  ,  rft--r+ 

+  10»  C2  *^2. . .  di^+ . . .  +  10"  Cr  di^, 

=  di^^  X  ^r  *  •  '  ^a  Cl  Co  -|-^i_^^_|,  10.  Cr—i*  *  .  Co  4*  •  *  • 

<  Cr^  J0^+*  (di-r  +1-^+1  ^+  .  ..+*). 

Cette  somme  exprimant  des  unités  dont  chacune  vaut  10*~^, 
de  sorte  que  unités  du  premier  ordre  : 

S<10»+'  (di^+...  +  di)i 
si  donc  di^+.  .,  +  eliK  Di+i , 

on  conclura  que  S<D,  etc. ,  R<D  et  >— D. 


Hemarque  2.  Dans  les  discussions  scientiOqueSi  il  me  semble 
bon  de  rester  à  la  température  0  ;  on  évite  ainsi  les  tempêtes 
dans  un  verre  d'ean.  J'admets  ce  qui  est  prouvé ,  rien  de 
plus. 

Voyez  à  ce  sujet  une  discussion  antérieure  (il  ne  s'agit 
pas  de  celle  de  1845) .  Du  reste  je  ne  parle  ici  que  pour  mai , 
je  ne  donne  de  conseils  à  personne  «  parce  que  la  plupart  du 


II 


À 


1 
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t«pt,  des  ooBittls  non  demandés  sont  estimés  moins  que 
ffiea  fur  ceux  à  qoi  on  les  donne.  C'est  le  parti  que  je  me 
yermeU  de  prendre  moi-même  quelquefois  ;  Tâge  m'a  donné 
SB  pea  d'expérience. 
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SlAHINTS  DB   GtoMftTRIB   BT   DB  TRIGONOMÉTRIB  ,     OUVrage  eX- 

darivement  adopté  par  M.  le  ministre  de  la  marine  pour 
les  écoles  royales  d'hydrographie,  par  C.  F.  Fournier, 
effider  de  la  Légion  d'honneur,  examinateur  de  la  marine. 
3^ édition,  revue,  corrigée  et  augmentée.  Paris,  1846, 
fn-A  de  568  pages  ;  8  planches  f). 

«  Hoc  enim  babet  ingenium  humanum  ut  eum  ad  solida 
non  suflBciat ,  in  supervacaneis  se  altérât  (De  digniUUe  et  aug- 
meiUis  seimtiarumj  lib.  III ,  cap.  6)  ;  »  l'esprit  humain  est 
ainsi  fait  :  ne  suffisant  déjà  plus  à  cultiver  les  connaissances 
atiles,  solides,  il  se  consume  entièrement  dans  des  recherches 
Tainement  superflues.  Cette  pensée  de  l'illustre  philosophe 
De  s'applique  pas  seulement  aux  déplorables  travaux  scolas- 
tiques,  qu'on  glorifie  derechef,  vers  lesquels  on  dirige  tant  de 
jeunes  intelligences,  qu'on  cherche  si  malheureusement  à  in- 
troduire dans  l'école;  invasion  barbare,  en  parfaite  harmonie 
avec  cette  profonde  corruption  du  goût  et  de  la  langue  litté- 
raires, si  manifestement  visible,  chez  nos  premiers  écrivains, 
même  diez  les  Quintiliens  de  l'époque.  Dans  les  mathéma- 
tiques aussi  nous  nous  plaisons  souvent  à  dissiper  le  temps 
m  tupervacaneis,  et  par  conséquent  à  ne  plus  en  conserver 

(*)  RoMqaet,  rue  Ptfét -Stint- Andrè-det-ÂrU ,  n*  3. 
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assez  |K)ur  les  choses  indispensables.  Toutefois,  il  8*e$l ren- 
contré dans  le  dernier  siècle  un  analyste  éminent,  aateor 
élémentaire,  qui  a  su  se  préserver  de  ce  défaut  el  écrire  pour 
former  des  citoyens  destinés  à  des  carrières  spéciales ,  et  non 
pour  plaire  à  des  savants  de  profession.  La  méthode  d'Eu- 
clide^  renouvelée  par  Legendre,  a  fait  oublier  celle  de  Bc- 
zout.  Ne  serai l-iL  pas  possible  de  réunir  les  avantages  des 
deux  mélhodes,  d'allier  la  sévérité  logique  de  Tune  à  rutilité 
immédiatement  pratique  de  Fautrc?  Un  essai  de  ce  georc 
mérite  des  encouragements ,  et  c'est  à  ce  titre  surtout  que 
nous  parait  rccommandable  cette  nouvelle  édition  dont  nous 
avons  à  parler,  La  géomélrie  est  divisée  en  trois  sectioDS  : 
l"*  les  préliminaires  f  2*  mesure  des  surfaces  ;  3*  les  solides. 

I"  Les  préliminaires  (9-14i),  Sous  celte  dénomination,  l'aa 
leur  range  toutes  les  définitions,  tous  les  théorèmes  relatifs 
à  l'égalité  el  h  la  similitude  des  figures,  nécessaires  pour  me- 
surer les  aires^  évaluer  les  volumes,  but  final  de  cette  partie 
de  la  science,  La  droite  et  la  circonférence  sont  considérées, 
comme  le  fait  Bezout^  avant  de  venir  à  Vangle;  mmê,  à  Tiii- 
star  du  même  auteur,  il  aurait  fallu  déûntr  Tangle  comme  le 
résultat  du  mouvement  d*une  droite  qui  s*e3t  écartée  d  oie 
autre  ;  car  c'est  là  la  notion  intime  que  nous  avons  de  cette 
quantité.  Ke  pas  vouloir  parler  du  mouvement  en  géomélrîey 
est  une  superstition  d'autant  moins  tolérable,  qu'Euclide 
lui-même  nous  en  donne  l'exemple  dans  ladéOnilion  des  trois 
corps  ronds. 

Des  perpendiculaires  et  des  obliques  (p.  32).  Nous  croyons 
que  ces  propositions,  que  donnent  tous  les  traités,  forment 
double  emploi  ;  ce  sont  de  simples  corollaires  de  théorèmes 
sur  les  relations  de  grandeurs]  dans  le  triangle,  entre  les 
côtés  et  les  angles. 

ParaUéhsi^.  40),  On  admet  trés-râisonnablcmeut,coinai^ 
aiiome,  régalitc  des  angles  correspondants. 
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La  proposition  sur  Téquidistauce  des  parallèles  (p.  42) 
Coraie  double  emploi  avec  le  Ibéorème  sur  Tégalité  des  côtés 
opposés  dans  le  parallélogramme. 

Les  positions  possibles  de  deux  circonférences  sont  soigneu- 
sement indiquées  (p.  53);  on  désirerait  plus  de  problèmes  sur 
les  contacts  des  cercles  ;  on  en  a  souvent  besoin  dans  les  ar(s. 

A  la  page  77,  on  lit  ce  théorème  assez  utile  : 

Si  deux  triangles  rectangles  ont  seulement  l'hypoténuse 
égale  j  le  côté  opposé  au  plus  grand  angle  aigu  est  aussi  le 
plus  grand. 

Les  inflnimenl  petits  sont  abordés  Tranchemcnt,  sans  am- 
bages, sans  ces  interminables  circonlocutions  qui  plâtrent  le 
saltum  mortale  du  rectiligne  au  curviligne,  mais  ne  révilent 
pas;  aussi,  selon  la  méthode  de  Cavalleri,  on  dit  que  le  cercle 
peut  être  considéré  comme  un  polygone  régulier  d'une  infinité 
de  côtés  dont  l'apothème  se  confond  avec  le  rayon  (p.  i  06) . 

Le  passage  du  commcnsurablc  à  Tincommensurable  est  in- 
diqué à  l'instar  de  Legcndre. 

Les  préliminaires  contiennent  toutes  les  propriétés  usuelles 
des  polygones  semblables,  des  polygones  réguliers ,  et  les 
problèmes  qui  s'y  rapportent. 

2®  Mesure  des  surfaces  (145-232).  L'auteur  nomme  dimen- 
sions la  hauteur  et  la  base  d'un  triangle,  d'un  rectangle,  etc., 
expression  commode  en  plusieurs  occasions.  Parlant  de  la 
quadrature  du  cercle ,  on  lit  (p.  158)  :  actuellement  on  a  ofr- 
tenu  le  nombre  77,  ou  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre^ 
d'une  manière  tellement  approchée  que  la  connaissance  du  rap- 
port exact  n'offrirait  aucun  avantage  réel.  Depuis  Lambert, 
il  est  rigoureusement  démontré  que  ce  rapport  n'existe  pas , 
c'est-à-dire  qu'il  est  impossible  de  l'indiquer  par  un  nombre 
fini  de  chiffires  dans  aucun  système  de  numération,  ni  mémo 
le  carré  de  ce  rapport  ;  mais  il  n'est  pas  prouvé  que  ce  rap- 
port ne  puisse  être  indiqué  par  des  radicaux,  par  des  expo- 
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ncnlienes,  etc.  ;  il  n*est  pas  même  démontré  qu'on  ne ptiisK 
a  raide  de  la  ri>gle  et  du  compai,  conslruireunc  droite  épie 
en  loïigueor  à  une  circonférence  donnée,  droite  dontrcxH- 
Icnce  est  certaine. 

Le  problème  sur  la  surface  dune  section  faite  dans  la  ca- 
rène d'an  vaisseau  (p.  166)  donne  une  formule  d'une  grande 
utiUlé  pour  d'autres  applicalions  do  même  genre. 

Le  théorème  de  Pjttiagore  est  démontré  à  Tatde  des  trian- 
gles semblables.  Les  plans  et  les  angles  polyèdres  soM  trai- 
tés avec  beaucoup  de  soins  ,  et  préparent  convenablement 
aux  théorèmes  de  la  trigonométrie  sphérique. 

>  Solides  (p.  233-257) .  Solides  est  synonyme  de  valumeê^  et 
tel  devrait  être  le  nom  de  cette  Iroisiéme  section  ;  celle  syno- 
nymie engage  Tauteur  à  distinguer  les  corps  solides  et  les 
corps  fluides,  distinclion  qui  semble  être  ici  pea  à  sa  place. 

Les  volumes  sont  évalués  d'après  la  méthode  deLegendrc 

L'auteur  consacre  un  chapitre  spécial  très-intéressaal 
aux  solides  tronqués.  Nous  signalons  ce  Ihcorème  :  le  volume 
<fun  paraUéUpîpède  tronqué  est  égal  au  produit  de  la  demi- 
somme  de  deux  faces  parallèles  multipliées  par  leur  distance 
(p.  281  ; ,  ce  qui  élablit  une  analogie  entre  ce  volume  et  Taire 
du  trapèze. 

On  donne  des  applications  ait  volume  de  la  carène  d'un 
vaisseau  \  pourquoi  ne  donne-t-on  pas ,  dans  les  traités  élé- 
mentaires, quelques  exemples  d'évaluation  de  volumes  dans 
les  problèmes  si  féconds  de  déblais  cl  remblaie? 

Cette  section  est  terminée  par  un  ensemble  de  théorèmes 
sur  la  sphère  et  le  triangle  sphérique^  théorèmes  très- 
développés j  comptétement  discutés,  et  préparant  ainsi  à 
letude  des  deux  trigouométries  placées  à  la  fin  de 
1  ouvrage  (359-512).  Toutes  les  formules  sont  édair- 
cies  par  des  exemples  numériques ,  et  les  cas  douteux  sont 
habilement   mnémonisés.    Li   dèmonslration  des  furmales 
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8iD(a±fr),  etc..  parait  longue,  embarrassée  et  pea  mnéflia- 
Bique.  On  désirerait  quelques  applications  soit  nautiques, 
soit  astronomiqttes  :  le  savant  auteur  les  a  sans  doute  réser- 
vées pour  son  Traité  de  navigation. 

Tout  candidat  qui  possédera  bien  le  contenu  de  cette  géo- 
métrie, est  capable  de  répondre  aux  examens  sur  cette  par- 
tie. En  Taut-il  davantage  ?  Tm. 


CONSIDERATIONS  ELEMENTAIRES 

Sur  les  nombres;  suite  naturelle  des  nombres  impairs;  crible 
pour  les  nombres  premiers  ;  table  relative  au  nombre  des 
nombres  premiers. 

i .  Toute  quantité  est  la  différence  de  deux  carrés ,  car 
Ton  a  identiquement  : 


-m-e-î^y 


2.  Tout  nombre  impair  est  la  différence  de  deux  carrés 
enHers,  car  on  a  l'identité  : 

3.  Tout  nombre  pairement  pair  est  la  différence  de  deux 
carrés  entiers,  à  cause  de  Videntîté  : 

4.  Un  nombre  simplement  pair  ne  peut  être  la  différence  de 
deux  carrés  entiers-,  car  ces  deux  carrés  sont  nécessairement 
ou  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs  ;  dès  lors  leur  diffé- 
rence est  divisible  par  4. 

5.  Une  puissance  entière  quelconque  d'un  nombre  entier  est 
la  différence  de  deux  carrés ,  car  une  telle  puissance  est  pai- 
rement paire  ou  impaire. 
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Ohervaiion.  Celle  jitofoshîon  élémentaire  ^  consignée  par 
M,  Rallier  de^  Ournies  dans  l'arlicle  impair  du  Dictionnaire 
de»  Mathématiques  de  i* encyclopédie  méthodique  semblait 
avoir  échappé  à  laltenlirm  des  arilhmo!ogiies  ;  son  exislerice 
£1  élé  réceraracnl  Rîgiialée  à  rAcadémie  des  sciences  (Compta 
rendus^  1846,  2*' seraestrc,  p.  151), 

6,  La  différence  de  deux  carrée  entiers  est  un  nombre  pre- 
mier^ lorsque  la  somme  des  racines  est  un  nombre  premier  et 
que  leur  différence  est  égaie  à  iunité^  et  lorsque  la  différence 
de  deux  carrés  entiers  est  un  nombre  premier^  cette  différent 
esi  nécessairement  égale  à  la  somme  des  racines. 

Remarque.  M,  Lescure  a  proposé  d'employer  la  table  des 
carrés  des  nombres  nalurels  ,  pour  opérer  des  mylliplica- 
Ikins^  cet  emploi  est  fondé  sur  Tidenliié 


m-c-î^y=- 


(Comptes  rendtis  de  l'Académie^  1835, 2^*semestre,  p.  151 .) 

7.  La  somme  des  n  premiers  ternws  de  la  miie  naturelle  des 
nombres  impairs  est  égale  à  n\ 

Observation.  CHie  proposilion,  déjà  énoncée  dans  le  Lila- 
vati  (chap*  V,  sect.  1  ) ,  so  démontre  intuitivement  en  ran- 
geant des  |M>itits  en  carrés, 

8.  Tout  nombre  pairement  pair  est  égal  à  la  somme  d'une 
suite  de  nombres  impairs  consécutifs,  en  nombre  pair  ;  c'est  une 
conséquence  de  (3)  et  de  (t) . 

9.  Tout  nombre  impair^  non  premier,  est  égal  à  la  somme 
d'une  mite  de  nombres  impairs  consécutifs^  en  nombre  impair, 
conséquence  de  (2)  et  de  (7), 

10.  La  puissance  entière  d'un  nombre  entier  est  toujours  égale 
à  la  somme  d'une  suite  de  nombres  impairs  consécutifs  ;  consé- 
quence de  (5) . 

i\.  Un  nombre  simplement   pair  ne  peut  être  égal  à  la 
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mmme  d'une  iuite  de  nombrei  impotn  comécuUfs;  car  ce 
nombre  serait  la  différence  de  deui  carrés,  ce  qui  est- im- 
possible (4). 

12.  Un  nombre  premier  ne  peut  être  égal  à  la  iomme 
éTune  suite  de  nombres  impairs  consécutifs  ;  conséqaence  de  (6). 

13.  Dans  la  suite  naturelle  des  nombres  impairs  j  faisant 
la  somme  de  d  termes  en  partant  du  premier  ;  la  même 
somme  en  partant  du  second;  puis  en  partant  du  frot- 
siime ,  etc.  ;  on  forme  une  progression  arithmétique  dont  la 
raison  est  2u. 

Soit  jc  un  terme  quelconque  de  la  suite;  le  n"*  terme  à 
partir  de  j:  est  :r  4-2/i  —  2  et  la  somme  de  ces  n  termes  est 
fuc + n*—  n  ;  si  Ton  part  do  terme  suivant  j:  -{-  2,  cette  somme 
devient  njr+ii'— ii+2/i;  donc,  etc. 

14.  Problême.  Trouver  tous  les  nombres  premiers  compris 
entre  1  et  n*  ; 

SoltUion,  Formez  successivement  les  progressions  arith- 
métiques suivantes  : 

9,15,21,27 

25,  35,  45,  55 

49,63,77,91.  ... 


7%^'+2g»^'+*^^^*+^--- 


En  poussant  chaque  progression  jusqu'au  terme  le  plus 
approché  de  n\ 

Les  nombres  impairs  non  renfermés  dans  ces  suites  sont  les 
nombres  premiers  cherchés. 

Observation.  Ce  crible  ne  diffère  pas  essentiellement  de 
celui  d'Ërathoslbène,  d'une  si  admirable  simplicité;  mais  il 
se  présente  sous  une  forme  un  peu  abrégée ,  puisqu'on  n'a 
pas  besoin  d'écrire  les  nombres  pairs. 

AUR.  dkMathém.V.  *0 


—  GIO  - 

15.  Ëuler  a  démontra  pour  les  riumbrcs  premiers  de  ta 
torme  4/i'-|-  f  ï  1^  'i  est  la  stinirne  de  deux  iiambrcs  triangQ- 
lafres.  2"  Ces  nombres  premiers  sont  la  somme  do  deui 
carré»  entiers  el  d'uoe  seule  manière  seulement  3^  Si  un 
nombre  de  la  forme  in  +  i  n*est  la  !»omiiie  de  deux  carrés 
que  d*une  seule  manière ,  il  est  nombre  premier.  A"  Tout 
nombre  qui  peut  être  la  somme  de  deux  carrés  de  plusieurs 
manières,  n>st  pas  uu  nombre  premier.  (M.  de  Pet.  17^- 
1761.)  H  semblerait  d'après  ces  restrictions,  qu'il  y  a  moiits 
de  nombres  premiers  de  la  forme  in+  f  que  de  la  forme 
4/1  —  1  ;  on  verra  ci-dessous  qu'il  û*eu  est  pas  ainsi-  Euler 
s* est  servi  decespropriélcs  comme  critérium  de  nombre  pre- 
mier y  lorsqu'il  s'agit  de  très-grands  nombres. 

16.  La  somme  des  cubes  des  nombres  tiatureh  eU  h  carrée 
du  fwmbre  iriangulaire  marqué  par  h  nombre  des  termes, 
Obserialion  ;  cette  proposition  se  trouve  aussi  dans  le  Lila- 
vaUsiU  chapitre  ci-dessus  cité. 

17,  En  prenant  dam  ta  suite  des  nombres  impairs  ^  une 
suite  de  termes  dont  le  pretnkr  soU  le  double  d'un  nombre 
triangulaire  plus  un  ci  dont  le  dernier  soit  le  double  du  nombre 
triangulaire  consécutif  mi)ins  un ,  la  iomme  de  cette  suite  est 
un  cuk  ;  conséquence  de  (7,  8,  16). 

Cette  observation  élémentaire  a  été  l'objet  d'une  com- 
munication à  rAcadémie  {Comptes  rendîts^  1846,  2*™»  semes- 
tre, p.  501  ). 

18,  Kous  donnons  ici  d'après  M-  Sclierk,  professeur  à 
Halle ,  le  nombre  des  numbres  premiers  des  deux  formes 
Iftdil  renfermés  entre  1  cl  1000;  1  et  âOOOi  i  et  3000,  etc, 
ICYeile,  I.  X,  p.  208,  !833J, 
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Id^OOO 

4fi+i 
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55,000 

4II  +  Ï 
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1,023 

1,041 

1,8&5 

3,000 
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10,000 

1,074 
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3.000 
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20,000 
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37,000 
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31,000 

1,070 
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48,000 
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15,000 
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1,718 

49,000 
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10.000 
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33,000 

1,760 
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17,000 
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t,aeT 

l,01i 
1,904 
2,01« 
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2,107 
2,15:1 
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2,377 
2,325 
2«470 
2,515 
2,507 


Oo  Toit  qu'il  y  a  à  peu  près  autant  de  nombres  premiers 
d'une  forme  que  d'une  autre  au  moins,  dans  cet  interTalle. 


NOTE 

sur  les  plans  tangents  aune  surfaces  du  second  degré. 
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Ancien!  élèves  de  PÉcoie  polytechnique. 


I.   L'éqoation  du  plan  tangent  aux  surfaces  du  aeoemd 
ordre  de  la  forme  généralo 


dF  dF 


dF 


0, 


ne  se  prête  pas  toujours  à  des  calcols  simples  ^  il  est  une 
forme  qui  pourra  souvent  être  plus  commode,  et  que  nous 
allons  présenter.  Mous  suivrons  une  marche  analogue  à  celle 
qui»  dans  la  géométrie  piano,  conduit  à  une  équation  de  la 
tangente  à  une  courbe  du  deuxième  degré,  qui  dépende seu- 
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lemeot  du  coeflkieiil  d'inelinaisoii  »  el  non  des  coordonnéet  ^ 
des  points  de  cootacL 

1*»  BlUpsoide.  Soient  -;  +  y^  +  -i  =  I   l'ellîpsoïde  rap 

porté  à  son  centre  cl  à  ses  axen ,  et  /ix  -h  y^  -}-  rz  =  r  un 
plan  sécant  quelconque^  et  exprimons  que  son  intersection 
avec  la  surface  se  réduit  à  un  point  uoiquc,  ou  qu*il  en  est 
ainâi  de  sa  projection  sur  un  plan  quelconque  celui  des 
(x^y)  par  exemple  ;  à  cet  effet ,  éliminons  z  entre  ces  deux 
équations,  il  vient  : 


a'  ^  b' 


=  1, 


ou 


c'r  c  r 

et  en  appelant  A ,  B,  C  ,  D,  E ,  F  les  coefficients  successifs ^ 
un  sait  que  pour  que  celle  équation  se  réduise  à  un  point 
unique:  V  ïï*  —  4AC<0,  condition  implicilement  rem- 
pHe,  puisque  cette  équation  représente  la  projection  dutie 
courbe  fer  niée  du  deuxième  degré  * 

^  AF  +  CD'  +  FB'  —  BDE  —  4ACF  :^  0, 
qui  devient  ici  : 

ou,  en  réduisant,  ('  ^  a^p"  +  b^q^  +  cV\ 

L' équation  du  plan  tangent  à  t  ellipsoïde  peut  donc  s'é 
crire 

px-^qy-\-rz=   Và^p^^  b*q* -\- c'r\  Jcfj^^i. 


p 

n 
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2*  Hyperboloïde  à  une  nappe.  Son  équation  est  : 

X*      r*      z* 

Z.  J-'i —  —  1 

a         o        c 

il  suffit  de  changer  dans  les  résultats  précédents  c^  en  — c* 
poar  avoir  la  nouvelle  équation  du  plan   tangent,  qui 

3*  Hyperboloïde  à  deux  nappée.  Son  équation  est  : 


a'       ù*        c» 
et  la  nouvelle  équation  du  |»lan  tangent  est  : 


^""^■='~c'-^' 


p^  +  qy  +  ^=  Vay^bY  —  cV. 

i""  Paraboloîde  elliptique.  Dans  cette  surface ,  il  ne  saurait 
y  avoir  de  plan  tangent  parallèle  à  Taxe;  car  en  faisant  pas- 
ser un  plan  par  Taxe  et  le  point  de  contact ,  il  couperait  la 
surface  suivant  une  parabole  dont  Taxe  serait  celui  même 
de  la  surface,  et  le  plan  tangent  suivant  une  droite  qui  serait 
dès  lors  à  la  fois  tangente  à  la  parabole  et  parallèle  à  Taxe  de 
cette  courbe,  ce  qui  est  impossible.  Nous  mènerons  d<Mic  an 
plan  sécant  coupant  Taxe  du  paraboloîde  ;  Tintersection  avec 
la  surface  sera  une  ellipse  dont  la  projection  sera  aussi  une 
ellipse.  Il  suffira  d*exprimer  que  cette  prujccliou  se  réduit 
à  un  point  unique. 

Soit  5x*-f-  s'z*  =  ss^x  le  paraboloîde  elliptique  rapporté  à 
son  axe  et  à  son  sommel ,  et  px-\-  qx-{'rz  =  t  le  plan  sé- 
cant ;  la  projection  de  leur  intersection  sera  pour  le  plan  des 

psy  4-  ps'z*  4"  ^^'^^  +  ^^'qy  =  **'^- 

Pour  que  cette  équation  représente  un  point,  il  faut  que 
sr*'\'  sfq*  -^-pt^  O'y  d'où,  subslituant  t  dans  l'équation  du 
plan,  il  viendra  pour  équation  du  plan  tangent  : 


5»  Paraboioide  hyperbolique.  Dans  celle  surface,  il  n  y  a 
pas  de  plan  Un^ent  parallèle  à  Taxe.  On  s  en  rendrait  compte, 
comme  précédemmcDl ,  en  menant  un  plan  par  Tax^e  et  on 
poîtit  quelconque  des  deui  génératrices  suivant  lesquelles  le 
plan  est  langent  à  la  surface.  Il  faut  donc  faire  mouvoir  pa- 
rallèlement à  lui-mômcon  plan  sécant  non  parallèle  à  Taxe  ; 
un  le!  plan  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  dont  la 
projeclion  peut  être  une  hyperbole  ou  une  droite ^  dans  ce 
dernier  cas,  on  ne  saurait  exprimer  par  la  projection  que  le 
plan  devient  tangent;  on  évitera  celte  tlilFicutlé  en  considé- 
ranl  ia  projeclion  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  delà 
surface,  car  le  plan  sécant  ne  pourra  lui  élrc  perpendicu- 
laire et  la  projeclion  ôlre  une  droite  j  nous  exprimerons  donc 
que  la  projection  sur  le  plan  ZOY  se  réduit  à  deux  droites. 

Soit  sy^  —  s'z''  =  ss'jc  el  px  -[-  çx  +  '•s  =^  ^  la  surface  et 
le  plan  sécant;  en  éliminant  x,  il  vient  r 

psy — psz*  —  ss'f-z  —  ss^qy  4"  .<5'f  =  0, 

iMination  qui  repr<*sente  deux  droites  sous  ia  condition  '• 

sa*  —  sr* 
t  =  ^ ; 

P 

la  nouvelle  équation  du  plan  tangent  est  donc  pour  ce  cas 

pjc  +qy-\-rz  = ^-^   , 

résulta t  qu*on  pourrait  déduire  du  cas  du  paraboliude  ellip- 
tique en  chauf^rcant  a^  en  —  j'. 

IL  Pour  montrer  la  simplification  que  peut  apporter  celle 
équation  du  plan  tangent  dans  certains  cas,  nous  résou- 
drons  d'abord  cette  question  deMoug^e  ; 

Trouver  le  lieu  décrit  par  îe  sommet  d'un  triêdrc  tri- 
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reclaogle  dooi  les  faoes  restent  oonttamiiient  tangentes  à  une 
surface  du  second  ordre. 

Prenons  un  ellipsoïde  — ,  +  7;  +  -=  1. 
a        0*      c 

Les  trois  faces  des  trièdrea  étant  tangentes  à  la  surftice , 

leurs  équations  sont  : 


[px  +  qr-^-rz^:  l^ay  +  bY  +  cV 


[  /^'*  +  î  V  +  r"z  =  \/ay'+b'q'^+c'r"\ 
Les  axes  étant  rectangulaires,  on  a  : 

Les  trois  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux ,  ce  qui 
donne  : 

L'élimination  des  neuf  quantités 

P.q.r^P^.q'.r^.y.q",,'', 

se  fait  simplement  en  observant  que  les  six  dernières  con- 
ditions équivalent  à  celles-ci  (voir  1. 1^  p.  388  el  497)  : 

{p'+p"+p"'  =  ^  Ip9+pV+pY=^' 

(7)    ^'+^'"  +  7"  =  *  (7)  j;>r+/.y-f-;.V'=0 

(r'+r"  +  r'"  =  1.  (^r+^y+yV'  =  0. 

Car  il  suffit  de  faire  la  somme  des  carrés  des  équations  (a),  en 
ayant  simplement  égard  aux  six  dernières  ;  il  vient  en  effet  : 

c'est-à-dire  une  sphère. 
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On  trouverait  do  même»  poor  un  Nypcrboloïde ,  selon  qd  il 
serait  à  une  ou  à  deux  nappes ,  ^'  -j-y  +  s'  ^^a^àz  b' —  c\ 
Puur  le  pâraboloïde  elliptique  les  équations  (3)  seralenl  : 

P"^  +  P'î'v  +  /'''•■=  =  - 1  (*/■"  —  «'?'•) 

Les  équatioDS  {y)  subsistent  d  ailleurs  toujours  entre  les  oeuf 
quantités  p,  7,  r,  /?',  f',  r',  p*\  q*\  r",  de  sorte  qu'en 
ajoutant  les  équations  (a] ,  en  ayant  égard  aux  relations  (yj* 

il  vient  pour  le  lieu  un  plan  x  =  —  -  (*  -j-V).  Pour  un  pa- 

raboloïdc  à  deux  nappes,  ce  serait 

III,  Comme  second  exemple,  nous  résoudrons  cette  ques- 
tion (énoncée  page  5t6,  tome  V  des  Nouvelles  Annaies)  : 

Trois  plans  rectangulaires  touchant  trois  surfaces  confo- 
cales  du  second  ordre,  le  lieu  d'intersection  est  une  sphère. 

Soient  les  trois  ellipsoïdes  de  révolution  confocaux 


a'^  b'^  b^  ' 


a"  ^  b"  ^  ^-  ^   ■  ' 


a:  r  z 

^  +  ^  +  ^1  =  *  " 

a'—ù'  =  a'*  —  b"  =  a'"  —  b"'—  c\ 
L'équation  du  plan  tangent  h  ïm\  des  ellipsoïdes  est 

px  +  qj  +  f%  =  yay+b'(f-j-r'^, 
d'après  les  équations  (Ê)  q^  -{-r'^ï^  p'  j  tfoù 
px  4-  qj-  +  rz^  \/(a^^ù')p'-^^b'  ; 
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les  deux  autres  plans  auraient  pour  équations  : 


p'^  +  q'r  +  r'z  =  V{a'^  -  ny" + b^ , 


faisant  la  somme  des  carrés  de  oes  équations ,  et  ayant  égard 
aux  relations  (7),  il  vient  :  x'  +r'  +  «'  =  c*  +  ^^  +  b"*. 

On  voit  par  la  symétrie  du  calcul  que  les  ellipsoïdes  que 
nous  avons  supposés  de  révolution  autour  de  Taxe  focal 
pourraient  l'être  également  autour  du  petit  axe;  dans  ce  cas 
la  coïncidence  des  foyers  des  ellipsoïdes  est  remplacée  par 
celle  des  circonférences  que  décrivent  les  foyers  des  ellipses 
génératrices.  Les  autres  cas  où  trois  surfaces  du  second  ordre 
peuvent  être  confocales,  se  traiteraient  d'une  manière  tout  à 
fait  analogue. 

Note.  Le  théorème  de  Monge  a  été  démontré  la  première 
fois  par  Poisson,  par  le  moyen  employé  ci-dessus,  en  fai- 
sant usage  des  relations  de  Lagrange  [Corrt$pondance  9ur 
V École  Polytechnique,  \.  l ,  p.  237;  publiée  en  1808). 
Du  reste  ce  théorème  n'est  plus  qu'un  cas  particulier 
du  théorème  sur  les  surfaces  confocales,  qu'on  doit  à 
M.  Dupin  et  dont  il  est  convenable  de  donner  de  suite  une 
démonstration  pour  le  cas  général  ;  une  propriété  analogue 
existe  pour  deux  coniques  confocales ,  qui ,  lorsqu'elles  se 
confondent  donnent  lieu  au  théorème  sur  Tanglc  droit  cir- 
conscrit à  une  conique,  déjà  connu  des  anciens  et  qu'on  ren- 
contre dans  tous  les  traités  élémentaires. 

Dans  nos  relations  d'identité  pour  les  surfaces  du  second 
degré,  nous  indiquerons  une  relation  entre  les  quatre  cœf- 
Ucients/^,  ^,  n,  t  du  plan  tangent,  pour  l'équation  générale, 
à  axes  quelconques  de  la  surface ,  analogue  à  celle  que  nous 
avons  donnée  pour  la  tangente  ((.  H,  p.  108). 
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RELATIONS  D  IDENTITE 


ei  équations  fondamentaks  relatives  aux  lignes  du  sec 
désiré,  {f^oir  U  IV  ,  p.  526.) 


Problèmes  mut  k$  âirectricei;  théorie  générale  des  dirêci 
et  des  foyers, 

PnoBLÊïhiB  LXIX,  ÉtanidoQnées  les  équations  d'une  coDic|ue 
et  d'une  droite,  à  quels  caraclères  peut-on  reconnaître  que 
la  droite  est  une  directrice  ? 

Solution,  Soit  ^ 


M 


t  (X.  j)  =  Ay  +  ïirr  +  Cx'  +  Dr  +  Ex+F  =  a , 

réqaation  de  la  conique;  dy-^-ejc  -^f^^^  celle  de  la  droite 
7  ^  angle  des  axes. 

jt'  et  y  étant  les  coûrdoonées  du  pôle  de  la  droite,  rela- 
|]?emcnt  à  la  conique 

jc^  li^d+  ke-j-mf}  =  ^nd  +  le+k/i 

(V.  l,  II,  p»  305)  î  transportons  Torigine  au  pôle,  à  cet  elfet, 
remplaçons  dans  Téquation  de  la  conique  Jt-  eiy ,  respecti- 
vement par  j:  +  ^r*  et^  +y  ?  il  vi^nt  .- 

Ay  +  B^r+C^*+J'*[2A/  +  By  +  D]  + 

+ar[2Cx'  +  By-î-E]+^(x',y)  =  0i 

(^W+  ke^mfff{^\y)  ^  A  ird^ne+  */]•  + 

J^hltd-ne+A'f]  [^nd+le+lf]  ^C[^nd+le+kff+ 

+  D  [td  —  ne  -1-  */]  [JtW+  ke  +  mf]  -f- 
^El—nd+k+kn  [k'd+ke+mf]  +  F[^rf+Jtp+wi/']% 


< 

^ 
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janl  égard  aux  rclatioDs  didentilé  1 ,2,3,4,5  doDDées,  t.  IV, 
I.  425  et  426  ,  on  trouyc  : 

=  L  [rrf'+  le'  +  m/'-  2nde  +  2k'df+  ^kef]  =  LV , 
È.  IV,  p.  108). 

{k'd+kc'\-mfy  [2Ay+Bx'  +  D]  = 

={kfd-^ke+mf)  [2AH'd-ne-hk!/)  +  B (--nd+le+  kf)  + 

+  D(Jt'rf+yte+m/)]  =  2££L[rfif+ite4-in/]  ; 

inai  l'équation  de  la  coniqae  devient  : 

(kd^ke^mf)^  (Ay4-Ba:y4-Cx')  + 

ii  la  droite  est  une  directrice ,  la  noavelle  origine  est  an 
Djer  ;  alors ,  d'après  les  deux  relations  connues  (tome  II, 
âge  427) ,  on  trouve ,  après  avoir  divisé  par  le  facteur 

\Kd^kt-\-mf)\ 

L(ci'-e")==V(A-C)i  (1) 

2W(e-i/cos7)=V[B— 2Acos7]i  (2) 

roà 

r(B-2Cc0S7)  — 2û?e(A— C)  +  c'(2Ac0S7— B)  =  0;  (3) 

e     / 
\  faut  donc  que  les  deux  rapports  -^^  -^  satisfassent  à  deux 

[udconqucs  des  équations  (1) ,  (2),  (3) ,  pour  que  la  droite 
lonnée  par  l'équation  dy'\-ex-\-f=^{i^  soit  une  directrice, 
it  vice-versâ  ;  ce  qu'il  fallait  trouver. 

PfiOBLèME  LXX.  Etant  donnée  l'équation  d'une  conique , 
rouver  celle  d'une  directrice. 

Solution.  Môme  notation  que  pour  le  problème  précédent  ; 
'équation  (3)  détermine  la  direction  des  directrices  ;  elle  est 
dentique  avec  l'équation  aux  directions  des  axes  principaux 
V.  1.  1 ,  p.  496)  ;  donc  les  directrices  sont  parallèles  aux  axes 
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principaux;  ces  direclions  étant  connues,  rêquatiuD  (l)oci 

d,  f 

Téqualion  (2)  déteriDÎoe  la  position.  Faisant  -  ^  rf'  ;  *^-^  =/; 


i'  est  connue  ;  les  équa lions  (1)  et  [%  deviennent  : 

! 


mrnB—  âÂC0S7)+2/'  (B— 2ACOS7)  [k'd^^k)  + 
+  2Lf/'Kcos7"  l)-h 
4-  [B  -^  2 A  cos  7)  (f  fi"  H-  / — 2/itf  )  =  0 . 


(4) 


(5) 


Si  Â^C,  féquation  (3)  donne  é^^^i  ^  Véquation  (4)  de- 
vient une  td entité ,  il  faut  alors  recourir  à  Féquation  (5)  ;  on 
sait  qae  cette  équation  A  =  C  subsiste  lorsque  les  axes  eoar- 
donnés,  ou  !es  parallèles  à  ces  axes  coupent  la  conique  en 
quatre  points  situés  sur  le  même  cercle.  Si  Ton  a  eu  même 
temps  B  ^  '2A  cos  ^  ^  les  deux  racines  de  Tcquatiou  (5)  de- 
viennent  înGmes;  ce  qui  doit  être,  puisque  la  conique  de* 
venant  alors  un  cercle,  les  directrices  sont  à  l'infinK 

Si  wi=0,  les  deux  équations  (i)  ou  (5)  ne  donnent  qu'une 
valeur  pour  /' ,  ce  qui  est  le  cas  de  la  parabole ,  qui  a  deux 
directrices  rédff»«  ,  dont  Tune  est  située  à  l'inOni,  et  deoi 
directrices  imaginaires,  à  directions  réelles;  si  m  n'est  pas 
nul,  d*  ayant  deux  valeurs,  on  aura  pour  /"'  quatre  valeurs, 
deux  réelles  et  deux  imaginaires.  La  discussion  est  analogue 
a  celle  qu*on  a  établie  pour  les  foyers.  (V.  t.  Il,  p.  430.) 

Pboulémë  LXXr.  Ëlant  données  trois  points  d'une  conique 
et  une  directrice ,  trouver  la  conique? 

1**  Solution  afiûhjiiqm.  Même  notation  que  dans  le  pro- 
blème I  ;  et  pour  gimpliûer ,  prenons  7  =  ^  t^  ;ella  directrice 

pour  axe  des  j  ;  alors  ûî=/=  0^  e  étant  quelconque,  faisons 
e-\. 

L'équation  (3)  donne  B=0,  alors  ^équation  (^2)  devient 
une  identité,  et  l'équation  il)  donne  ; 
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— /(C-A),  ou  AE'-j-CD'-4ACF=  (C-A)(D'-*AFJ  ; 

t  D*-|-F=4AF;  l'éqaation  delà  conique  prend  donc  la 
irme 

4A>'+4ACj:'-f-4ADr+4AEa:+D*+E'  =  0.     (6) 

Soient  x>,y;  *•",>'";  x'",^'"^  les  coordonnées  des  trois 

loints  donnés,  on  aura  pour  déterminer  les  trois  rapports 

I    D    E 

-,  r-,  Y ,  les  trois  équations  : 

D*+  F+  4ADy  +  4AEx'+4ACr''  =  —  4A>''  ;     (6) 

it  deux  équations  semblables cn^",j;", y,  x"',  on  en  dé- 
lait : 

>(y-y')+E(J^-j^")+c(x''-x"')=-A(y>_y").  (7) 

ïCr— y)+E(*'-^-")-l-C(x"-x-)=-A(y-^"-),  (8) 

B  [xy"-yx"'-i-x'>'  -yx>-\-x"y—x>y]  = 

=  C[x'(x"*— x"')  +x"(x""--x")-fx"'  [x"— x"']]  + 

+ ACx'  (y -y") + a/'ir""-yi+^"[y'-r"']  -, 

.  «      CM  +  AN    _,   ,,      _,,_,  ., 

lu  D  = —  ;  de  là  on  déduit  en  changeant  x  cn^,  et 

0 

CM'  I  AN^ 
fice  veriâ ,  et  les  si^es,  E=— ^ ;  oa  p  est  le  double 

P 

le  Taire  da|  triangle,  qui  a  pour  sommets  les  trois  points 
bonés;  substituant  les  valeurs  de  D  et  Edans  Téquation  (6), 
1  Tient  : 

?(M*+M")  +  2AC[MN+  M'N'+2p  (M/+  Mx'+ox'*)  ]  + 
+  A'  [N'+N"+4p(Ny+NV  +  ?/•)]  =  0. 

iC  signe  de  G  détermine  les  espèces  des  deux  coniques ,  qui 
iatisfont  à  la  question  ;  lorsque  G  est  imaginaire ,  la  question 
»t  impossible.  Si  C  =  0 ,  la  conique  devient  une  parabole  ;  et 
Tailleurs ,  on  n'a  besoin  que  de  se  donner  deux  points,  si  Ton 
rent  que  la  conique  soit  une  parabole.  C  étant  nul  dans  Té- 
lualion  (6) ,  il  ne  reste  que  deux  cocfli  cients  à  déterminer. 
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£  D 

Lcf  cuordoniiées  du  cenlre  siml  jr  =  —  — ;>^==  —  rrîrt 

E  D 

los  coordofiîiées  du  foyer  x=^  —  —-j  y=—  5a' ^^  faalsc 

rappeler  que  le  foyer  est  le  pôle  de  l'axe  des  y.  (V,  L  II , 
p.  305.) 
Les  coordoûDées  du  second  foyer  sont  : 


E(C  — 3A) 
2AC       ' 


D 


1 


2"  Solution  géométrique,  SoieuL  M ,  M\  M";  les  Iroîs  puiûls 
donnéâ  et  BIP,  M'F,  ]Vr'F^  les  perpeDdieuIairessur  la  dircc 
tîoui  on  partage  la  droite  MM'  au  point  I  en  deux  segmeoU 
additifs  proportionnels  à  MP  et  WF  ;  et  de  m^me  eu  V  m 
deux  segments  sons  trac  tifs  ;  un  de  ces  points  est  nécessaire- 
ment  sur  la  direclrice  ;  décrivant  uoe  circonférence  sur  11' 
comme  diamèlrs ,  le  foyer  est  évidemment  sur  cette  circon- 
férence; agissant  de  même  par  rapport  à  Tune  quelconque 
de  deux  droites  MM",  M'M''  on  aura  une  seconde  circoofé- 
rence,  qui  coupe  la  première,  généralcmeul  parlant^  en 
deux  mêmes  points,  dont  chacun  est  le  foyer  d'une  des  deai 

FM 
coniques  cherchées  ;  F  désignant  ce  foyer,  le  rapport  ir^g  in- 

MF 

dique  Tespècc  de  la  conique. 

Conservant  la  même  uotatton  qae  ci -dessus,  un  calcul  fa- 
cile donne  pour  èqnation  de  la  circonférence  décrite  sur  le 
diamètre  IT, 

*r  et  j  étant  les  coordonnées  du  foyer,  ou  remplace  D  et  E 
par  —â^  et  — 2  A  j:  daas  les  équations  (6)  et  il)  et  Ton  èli- 
tQjûe  ensuite  C. 

Lri  discussion  ne  présente  aucune  dilliculté, 

Observaiion.  Les  deux  poiuls  d  interseciiou  ne  peureol 
tHre  les  deux  foyers  d'une  même  crmique  ;  car,  soient  F 
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et  F  CCS  (Jeux  points  ]  supposons  qu'ils  s'agisse  d'une  el- 
lipse, on  aurait  donc  FM  +  F'M  =  FM'+F'M',  et  ensuite 

FM        FM 

^  =  —;;  ce  qui  entraîne  FM=FM'  etFM==F'M. 
rai.         Y  al 

LXXII.  Ëtant  donnés  deux  points  de  la  conique  et  une  di- 
rectrice trouver  le  lieu  du  centre  ? 

SoliUion.  Soient  x  et ^  les  coordonnées  du  centre;  on  a 
£=— 2Cj:;  D=2A^;  on  substitue  ces  valeurs  dans  les 
équations  (6)  et  (7),  l'on  élimine  ensuite  G ,  et  Ton  parvient 
aune  équation  du  sixième  degré;  ^yx^  est  le  seul  terme 
de  ce  degré. 

LXXIII.  Étant  donnés  deux  points,  la  directrice  et  une  tan- 
gente, déterminer  la  conique. 

Sotution.  Conservez  la  même  notation  et  dy+ex+f=0 

l'équation  de  la  tangente  ;  on  a  donc  l'équation  y=0  {F. 

t.  Il ,  p.  108)  ;  et  ensuite  les  deux  équations  (6)  et  (7)  ;  il  j 

a  ainsi  trois  équations ,  l'une  du  premier  degré  et  deux  du 

C     D    E 
second  degré  entre  les  trois  rapports  --• ,  -,  --  î  ce  qui  con- 

A     A     A 

dait  à  une  équation  du  quatrième  degré^  qui  s'abaisse  au 
second  lorsque  les  deux  points  sont  sur  une  droite  perpen- 
diculaire à  la  directrice  ou  lorsque  la  tangente  fait  avec 
cette  directrice  un  angle  droit  ou  nul. 

LXXIV.  Étant  donnés  un  point,  deux  tangentes  et  la  di- 
rectrice, ou  bien  trois  tangentes  avec  la  directrice,  détermi- 
ner la  conique. 

Solution.  Les  premières  données  mènent  à  une  équa- 
tion du  quatrième  degré  et  les  secondes  à  une  éqaation  du 
huitième  degré,  dans  le  cas  général  ^  mais,  les  degrés  s'abais^ 
sent,  lorsque  les  tangentes  font  avec  la  directrice  des  angles 
droits  ou  nuls. 
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Théorie  génè'aîe  des  foyer$  ei  des  directrices. 

L\XV.  Problèmk.  Soient  V  m  poials  fixes  (foyer»)  ;  2*  n 
droites  fixes  (direclrlces) ,  silués  dans  le  métne  plan^  3*  ui»e 
relation  donnée  entre  les  distances  d'an  point  tariahle  du 
méaie  plan,  aux  paiiils  el  droites  fixes;  Iroovcr  le  liea  géo- 
métrique du  point  variable. 

Solution.  Axes  rectangulaires;  a>,  yp  coordonnées  du 
point  fixe  de  quantième  p  ;  dqj-^-eç  a--f  /^  =^  0  1  équation 
de  la  droite  fixe  de  quantième  q  ;  p  ayant  toutes  les  valears 
entières  de  1  â  m  indus;  et  q  les  valeurs  entières  de  i  k  n 
inclus  ;  cl  soient  x,  ^,  les  coordonnées  du  poiot  variable  M. 

Désignant  par  ^i ,  ^2*"^ml^  diverses  distances  aux  foyers; 
par  h,  f2  « .  *  im  les  distances  aux  direclrices  el  par  7  (<^i ,  ^n; 
«I  •  .  .  f„)  ^0  la  relation  donnée. 


Alors  [(jc  —  Xp  )*-|-  {y  — Xp  Y  ]  '  est  la  distance  de  M  au 
Doint  i^p .  yp)  ;  et    ^*  ,  ,  ^_ — —^  est  la  distance  du  point 

M  à  la  droite  de  quantième  ^  ;  mettant  ces  valeurs  dans  la  re^ 
lation  donnée  entre  les  distances  et  faisant  disparallrc  les  ra- 
dicaux ,  on  a  le  lieu  cherché  du  point  variable. 

CoroUaire.  S'il  n'y  a  point  de  foyers  et  que  la  relation 
donnée  soit  une  fonction  entière  de  degré  s  ;  alors  le  lieti 
cherché^  ayant  é^ard  au  double  signe  de  radical  est  un 
système  de  lignes  de  l'ordre  s-^  au  nombre  de  '-2^  au  plus. 

Jpplicadom.  Soient  //  directrices  et  point  de  foyers  j  el 

soit    : 

V  ai  Qi  -{-  ii2  ^2 (Tn  ^n  =  ^  la  relatioli  donnée; 

a„a2 Ont  à  sont  n-^-i  constantes^  le  lieu  cherché  est 

un  système  de  2"  droites;  si  b  est  nul,  le  système  se  réduil  .1 
2"*^*  droites. 
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2*  aj*'{-aj*  X /7„^,|*^^i  le  lieu  dïerchi*  est  on(? 

conique, 

3'  a^^.è^  +  ff,'v7j4- c?H«/i-^i  Vft^  ^1  la  reklioa  ;  Iti 

Heu  cherche  est  un  sjstème  de  cooiqucâ,  donl  lu  nombre  dé- 
pend du  nombre  des  radicaux.  Si  n  =  4  et  si  ta  relnHoa  est 
a-^, 0,4" ^'^1^1^=^*  le  lieu  est  en  général  un  sjstèmedequairc 
coniques  ;  si  c  =  0,  il  uy  a  plus  que  deux  edmquèSi  ou  une 
sieule conique  eu  conservant  toujours  le  môaie  signe-  déplus 
la  cou  i  que  passe  par  ks  quatre  points  douut^s  par  les  m  ter - 
sections  respectives  des  droites  a,  =  0,  ^^==0  ï  S,=  Q,  q^^^O; 
^^0,  ^\=^0;  r;,  ^0,^^=0;  mi  ff, ,  représl&ntn  11  droite 
*/,j>^4-<?,x-|-/;  =0  et  ainsi  dos  autres;  donc  iout<*  coniques 
circonscrite  à  an  quadrilatère  dout  les  côté*  successifs  sont 
représ»eijtés  par  <r-re^.r+/;  — 0.., ,  ,  i/^y-j^f^.r^/^&0.,,..,  a 
pour  équation  : 

et  un  ciuquième  point  de  la  conique  deterniine  If"  rapport 
-  (voîrt,  llï,p  575), 

Si  la  conique  à  circonscrire  cal  une  paralK'le,  cui  a ,  pour 

b  ' 

déterminer  -,  la  relation 
a 

delà  découle  le  Uièorème suivant.  "^^ 

LXXVI.  Théobéme.  Un  quadrilatère  étant  inscrit  dam 
«ne  conique^  le  pruduit  dnfi  di<iaac€8  dun  point  quelconque 
de  la  conique  à  deux  côtés  opposés ,  divisé  par  le  produit  dest 
di$(an€€s  aux  deux  autres  c4tcs  donne  un  quotient  constant^ 
H  lorsquune  t^lU  relation  txifte ,  le  Heu  du  point  eH  une 
eonique, 

LXXVIL  Lorsque  la  conique  devient  un  eercle.  on  a  U 
double  relation  : 

Am^  i»rU^tiiC«.  V.  ^1 


d'où 


relation  entra  les  coefficients  loraquo  le  quadrilatère  est 
inacriptible,  et  que  les  aies  sont  rectangulaires  cl  pour  de» 
axes  quelconques,  il  faut  ajouleraii  premier  membre 

7  est lanf^te ûes axes. 

LXXVUL  Nous  avoos  supposé  les  axes  rectangulaires; 
s'ils  Curmeni  entre  eux  nu  an^te  7  la  distance  du  point  va- 
riable à  une  directrice  sera  de  la  furme  : 

(flfr+  ej?+/)sifî7 
V/^ï'+ê' — ûdecosj 

on  Toit  donc  que  la  proposition  précédente  subsiste  pour  dei 
axes  quelconques;  adoptant  pour  axes  deux  côtés  cûnsécutiri 
du  quadrilatère,  Véqualion  de  la  conique  circonscrite  sera  de 
la  forme  ; 

ajo(dy+ejr  +f)  +  byid,jr+  e,x  +f^)=0, 

rexpression  (ad '\~  be^)^ ^  ^\abd,€  indique  l'espèce  de  la  co» 
nique;  p  étant  le  cocfficïezit  angulaire  de  la  tangcnle,  on  a 

jy  (ad  -["  ùe,  )  4^  2  aex 


P  = 


"Àbd^y-^-xiad^bef 


à  l'origine /ï  prend  1j  forme  -■ ,  dont  on  trouve  la  valeur  en 

y  af 

considérant  qu  alors  -  ^  —  -^  j  pour  les  trois  autres  som- 

mois  du  quadrilatère  Tex pression  ne  présente  aucune  diffi- 
Gullé. 
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LXIX.  Les  aocicns  se  sont  beaucoup  occapés  de  la  con- 
;tiOD  des  coniques  à  Taidc  de  directrices  et  sans  foyers. 
\us  en  parle  en  son  livre  Yll  sons  le  nom  de  locum  ad 
3t  quatuor  /tneos,  et  fait  à  ce  sujet  une  sorlie  contre 
lonjus  (Voir  Nouvelles  Annales,  t.  III ,  p.  481).  Des- 
s  a  repris  le  même  problème  dans  sa  géométrie  {Œuvres^ 
,  p.  3:>3,  édit.  C  »usin),  et  Newton  a  tire  on  grand  parti 
léorème  énonce  (  LXXVI)  ;  ainsi  qae  nous  le  verrons  en 
orlant  les  suintions  géométriques  des  problèmes  sur  les 
fucs,  quon  dpit  à  rillustro  philosophe  anglais. 

LXX.  Supposons  maintenant  qu'il  y  a  n  foyers  et  sans 
!trices  ayec  la  relation  algébrique  donnéc^^t,,  «,. . .ej=0  ; 
tg;ré  de  Féqnation  dépend  do  la  manière  dout  les  e&pres- 
(  radicales  e, ,  i,...  sont  combinées  entre  elles,  combinai- 
qoi  se  réduisent  à  moitié  lorsque  la  quantité  toute  con- 
est  nulle. 

pplications.  1"*  Soilla  relaiion 

^.^'  +  ^,C  +  ...  +  ^/,e„*  +  ^  =  Ci 
eu  est  un  cercle  ayant  pour  équation  : 

(  y"  +  - J  ^^,  -  2  [ J2r/p^p  +  J:2/7,a:,]  + 

+  2^p  LA +  0+^  =  0; 

signant  une  somme  relative  aux  valeurs  dep  depuis  i  à 
dus  (LXXV).  Les  coordonnées  du  centre  sont  : 

p  p        p  p  . 

i  le  centre  est  le  centre  de  gravité  des  n  foyers ,  considé* 
XHnmc  des  molécules  telles  que  celle  qui  a  pour  coordon* 
jr^,  ^p  ï  a  pour  masse  a^  \  et  il  est  facile  de  prouver 
pour  ce  point  la  fonction  a,t*  +  ^«^'  +  ••.  ^«C  est  un 
mum.  Si  les  coefficients  deviennent  tous  égaux  entre 


euï,  le  cenlre  du  cercle  est  le  eonire  Ue  moyenne  distance 
des  foyers.  Ce  liey  ^éomélrique  *'hi  déjà  dans  P.ippus. 


'  Relalîon  :      ^,1,  +  '^A 4* 


b—O. 


Faisant  disparaUre  les  radicaux,  Irqûalioti  est  générale-^ 
mcnl  du  degré  2* ;  soit  n  =  2^  il  yienl  : 

{a\  .\  -  a\  ^:;  ^  2%; .;  +  ./,*  i.^]  +  6*^0, 

équation  du  quatrième  degré,  qui  se  réduit  au  second  lors- 
que a,^  a^t  et  on  rentre  dans  h  diseuj^sion  ordidaîrc  dc$ 
trois  coniques  définies  par  les  propriélés  focales ,  et  par  Icî- 
quelks  ces  courbes  devraient  raisotmablement  cl  utilement 
faire  partie  de  renseignement  géométrique  rudiinenlatre,  el 
par  conséquent  n'en  feront  pas  partie  de  longtemps, 

LXXXI.  Soit  ç(f, ,  I.  ..*  ej  —Q  la  relation  focale.  Pre- 
nant la  dérivée  par  rapport  à  ^,  on  a  : 


-ri 


Faisons 


il  vient  i 


.r  —  a\ 


P  = 


=  ros  (y, 


X  — ^  p 


F* 


ir  -7^  <^f>s  »^ 


:^  sin  V. 


%  df   . 
C-^sin.^ 


=  tanpr  p 


Considérons  -^    comme  ane  force  appliquée  au  point  i^^^fj 

F 

vi  dirigée  vers  forigine,  on  aura  un  système  de  n  forces 
ifHivergeant  vers  Torigine;  soit  R  la  résultante  et  a  Tan?!** 
qu'elle  fornjc  avec  l'axe  des  x^  donc  : 

Il  cos  «  =  2,"  —i.  cos  :^„  ;   R  sin  a  =  £,**  4^  sin  ar.  ; 


J 
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d^où  taDg  a  =—  (ang  p  ;  ainsi  la  résultant  R  est  perpendica- 
laire  à  la  tangente  h  la  oonrbe ,  passant  par  le  point  J^, .  r^  « 
oa  autrement ,  la  résultante  R  est  normale  à  la  courbe.  Cest 
la  méthode  de  Roberval  pour  mener  uni  tangente  à  une 
courbe  donnée  par  une  relation  focale.  «Cette  méthode  pré- 
sente, quant  au  principe  métaphysique,  une  auilogie  remar- 
quable avec  celle  des  fluxions,  que  Newton  créa  longtemps 
après  (Hisi.  de  la  Géométriey  p.  59).  »  Gomme  on  vient  de  voir , 
c'est  en  tout  point  celle  des  fluxions,  moins  la  notation.  Yolel 
comment  RoServal  énonce  sa  règle  :  «  Par  les  propriétés 
spécifiques  de  la  ligne  courbe  (qui  Tousseront  données),  exa- 
minez les  divers  mouvements  qu'a  le  point  qui  la  décrit  à 
Tendroit  où  vou s^Voulez  mener  la  touchante  :  de  tous  ces 
mouvements  composés  en  uu  seul ,  tirez  la  ligne  de  (Hno- 
tion  du  mouvement  composé,  vous  aurez  la  touehante  de 
fa  ligne  courbe.  »  Newton  dit  ?  «Melhodum  qunrAamde- 
lerminandi  quantilates  ex  yelooitalibus  motuum  vel  incre- 
mentomm  quibus  gcueraiilur  [De  quad,  curv.  Introd.).  » 


SDR  LA  DIVISION  ABRÉGÉE, 

VAa  M.  ».  r.  VSBHUJLST, 

■Beintre  de  l'Académie  des  scienoei  de  Belgique,  proreiieur  d'analyM 
à  r&cole  mllluire. 


Dans  votre  numéro  d'août  1846 ,  page  508^  vous  donnez 
pour  véritable  logarithme  hyperbolique  de  1099»  7,0021595; 
c'est  7,00215  59544  qu'il  faut^  comme  le  dit  M.  Gudermann, 
et  comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer^  en  marquant  que  1099 
=  7  X 157. 

Je  proinJUlIc  cette  occasion  pour  vous  annoncer  que  je 
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suis  snr  îc  point  de  publier  une  Leçon  d'arithmêfique^  dans 
]nquclle  je  donne  la  Ihéorie  analytique  des  méïhodes  de  dî- 
Yiâiofi  abrogée  de  Fourîer  et  de  M,  Guy  (*).  Quant  au  mérite 
ramparallf  de  ces  méthodes,  je  croîs  que  cetlo  de  Fourier  est 
la  meilleure,  i**  parce  qu'elle  n*e\îg:c  aucuue  préparation; 
S**  parce  qu'elle  donne  en  général  k»  véritîïble  chiffre,  ou  du 
moios  qu  elle  finit  toujours  par  !e  donner;  3"  parce  que  louïe 
division  conamencée  dans  la  vue  d*une  ctTtaîne  approxtma- 
liou ,  peut  éfre  continuée  indéfiniment  de  manière  à  donner 
une  approximation  plus  grande.  Ce*pendant,  lorsqu'on  vent 
obtenir  un  grand  nombre  de  chiOres  au  quotient ,  il  me 
semble  qu'on  doit  donner  la  préférence  à  la  niéthcKle  de 
M.  Guy,  la  plus  commode  de  toutes  sou^î  le  rapport  du  procédé. 

Yoici  en  peu  de  mots  en  quoi  consiste  mon  analvf^e  de  la 
division  ordonnée  :  pour  trouver  le  premier  chîiïrc  du  quo- 
tient» je  m'appûic  sur  le  lemme  suivant ,  dont  je  donne  la 
démonstration  :  Dans  une  divmon  quelconque^  le  premier 
chiffre  du  quoliml  e$t  égal  ou  inférieur  d\ine  unilé  au  chiffre 
qu'on  obtient  en  divimni  le  nombre  formé  par  les  î  ou  les  i+t 
premières  figures  du  dividende^  par  celui  qui  forment  les  i 
premières  figures  du  diviseur,  i  étant  au  moins  égal  à  â.  Fai- 
sant remarquer,  ensuite^  que  la  division  ordonnée  est  le 
procédé  in  verso  de  li  multiplication  abrégée  d'Oughïrcd, 
je  déduis  de  là  une  équation  qui  me  fournit  le  second  chiffre 
du  quotient^  puis  les  suivants,  mutati$  mutandis- 

Lorsque  le  reste  de  la  division  ordonnée  est  égal  ou  infé- 
n'cur  à  la  somme  des  cliiffres  du  quotient,  on  sait  que  le 
dernier  chiffre  obtenu  est  celui  de  la  division  ordinaire-  Mais 
si  la  condition  précitée  n'est  pas  remplie  »  ce  chiffre  est  m- 
certain.  L'analyse  m'a  fait  voir  que,  dans  ce  cas,  le  quotient 
est  approché  à  moins  d  une  unilé  prés  en  plus  ou  en  moim. 


('}  C>*t  mic  lacune  t^nplin,  un  senkc  ^en^iu  «i  U  îick-nci.' 
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sans  qu'on  wtfbe  dans  quel  sens^arrenr  se  IroaTe,  pourvu 
toutefois  qn  la  $amme  ie$  ehiffrei  SWqiÊÊtieni  sotl  infêrùmê 
JTum  uniU  am  nmns  au  demitr  diviseur  détigné.  Cette  ob- 
•erYatio9  ^JW?^  '®  continuer  l'opération ,  comme  le  pres- 
crit Fourier,  si  Ton  ti>  pas  besofn  du  Téritable  dûifare. 

M.  Gny  apprendra  saUf  doute  ayec  plaisir  que  sa  mélbode 
est  bien  plus  eiacte  qà'jl  ne  la  croit  lui-n^e,  car  Terreur 
qu'elle  comporte  n'est  que  d'une  seule  unUé  en  plus  ou  en 
moins.  En  effet,  en  déstgaffM-par , 

D  et  die  dividende  et  le  diviseur,  , 

9  et  rie  quotient  et  le  loste  foaniifar  la  division  ordi- 
iiad|è; 

f  '  ef  r^  le  quotient  ot  là  reste  ^  à  la  méthode  abrégée , 

a  lM»rtic  du  divi^ptfe  que  M.  Guy  remplace  par  des 
wétHêf 

b  00  qu'il  appelle  raccrolMemént , 

Je  tniive  entre  ces  quantités  la  rdation  : 

\a,  bf  r  et  r  sont  moindres  que  d,  il  paratt,  au 
abords  que  q  =^  à  moins  4p  deux  unités  en  plus 
ou  en  moins.  Mais  il  faut  observer  que  a  est  connu,  et  que 
/  l'est  quand  l'opération  est  terminée  ]  par  conséquent,  si 

f^j     j  suapasse  une  unité ,  on  l'ajoutera  au  quotient.  Par 

a 

là,  il  viendra 


€  dénotant  un  nombre  pluspetit  que  4*  Be  plus,  ?  et  ^  étant 

des  nombres  entiâip,  il  faut  que— ^--^ soit  nul  ou  égal  à 

une  unité.  Donc ,  le  quotient  q'  est  égal  à  celui  que  donne 
la  division  ordinaire ,  on  il  le  surpasse  d'ane  unité. 


(Fig.  67)  O  élanl  le  centre  tVum}  t*Ui(>se,  UA,  OB,  deux 
demi  diamèlres  conjugués  donnés  de  grandeur  et  de  direc- 
ilon,  conslruisoz  le  parallélo^mmmf*  OACB. 

Si  du  ccElre  O,  vous  menez  à  volonté  Oâ'  qui  rencontre 
AC  en  A';  parle  point  A' une  parallèle  à  la  diagonale  CO 
qui  rencontre  OA  en  C,  puis  par  ce  dernier  point  une  pa- 
rai Eèle  a  la  deuxième  diag^onale  AB,  le  point  B'  ou  elle  rea- 
contre  CB  est  sur  ïadirectioi^du  diamètre  conjugué  àOA'. 

Bnton  {de  Champ), 

Soîl  OA=£r,  OB=a]  £f  eU,  les  coordonnées  du  point  A' 

pris  àTolonté  sur  A€-  L'équation  de  OC  étant  ^^^  -  jf,  colle 

n 

de  A*C  tnenée  par  le  point  A'  parallèlement  à  OC  sera 


En  faisant  jt^O  dans  cette  équation,  on  a  l'abcisse  du  poini 
C,  jr==^ — ^  leqnatïon  de  AB é^ant  j— ^r^ .r ,  celle 

U  il 

de  la  parallèle  C/B' sera  ^-^îriU_^^.  En  faisant 


a:=:a,  nous  aurons  rordoanée  do  point  B'  :  >  := ^.  Le 


coefficient  angulaire  de  la  liî,ntc  OB'  est  donc  //i  =  —    ^ 


|p^m/rf=  — — .  -=;—     .   Ce  qui  nous  prouve  que  OB' 
^  dîrectioo  du  diamètre  conjoguô  de  OA'. 


SOU TION  DU  PROBLÈME  133  [p.  556). 


FAEL  m.  a,  2)oamoT 


Prohiéme.  On  nonin^^inf^ronjupués  d*une  enîfSc  Ic-s 
remîtes  de  deux  diamèlres  conjugués  :  l''  lu  somme  des 
tés  des  normales  par  rapport  au  m^me  a\e  Je  ûqutl  points 
kju^uésest  cotistanle. 

^  La  somme  des  carrés  des  qualre  rayons  veeteurs  est  coït- 
Ute. 

8"  On  a  :  {a  —  rY  -\-  (a—i^f  ^c*^  r^r  rayons  vecteurs 
ijuguési  a  demi-grand  axe  j  c  excentricité. 

(G.  Uirr.) 

SaluHon.  a/,  y  étant  les  coordonaéns  d'un  point  F,  il  est 
|lc  de  voir  que  celles  de  son  conjugué  P'^nl  : 

f  .-;!/,!  r^^U 


Cela  posé,  ]c  vais  examineE  &uecesfi¥eineiit  chacune  des 

ris  parties  du  problème. 

1°  (Fig.  5C>),  La  «ommc  tleîi  carrés  des  normales  par 

pport  au  même  ûxe  de  deux  points  conju^C^s  est  coo- 

btte. 

Considérons  par  exemple  l'asiAle^  x* 


L 


y+y^y  _|.  _  y>  =  {,' ,     .i-»+  :t'"  =  «• , 


n  +«'  = — .—  — Zi~=  r;-(«  +^  )' 

a^  te  a 

quantité  constanle, 

2*  La  somme  des  carrés  des  quatre  rayons  vccleurs  est 
conslanle. 

Soient  f\,  r,  los  rayons  vecteurs  du  point  F,  el  r,,  r^ 
ceux  tics  jMiirils  P'', 

Nous  avons,  comme  on  peut  s  en  convaincre  à  1  inspec- 
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donc,  enajoo(ant, 

mais  y+y*+'^"+^'"=^'+*'  comme  on  vient  de  le  voir, 
donc 

r:+  r:+  r:+r\^  2a'+  26'+4c% 

quantité  constante. 

3*  On  a       {a — r,)'+(û— r3)''=c\    (r,,  r,  rayons  vecteurs 
conjugués). 

Pour  cela ,  je  vais  faire  voir  d*abord  que 

(a-r.)-+(a-r.r=(a-r.)-+(a-r,)\ 

En  effet ,  r,==2a— r, .  r^=2a— r,,  donc  il  suffit  de  faire 
voir  pour  démontrer  régali lé  précédente,  que  Ton  a  : 

égalité  évidente,  donc 

Je  dis  maintenant  que 

(a-r.)-+(a-r.r +(a-«r.)-+  (a-r,y=2c\ 

En  effet , 

(a— r.)'+(a— r.r+(«— rO'+(^— r,y=fca'— 2/î;r,+r.+r,4rJ+ 

mais  ^+vl-'»+'*4=*^  » 

r/+r/+r/+r;=2a'+26'+4c% 

donc 

(a-r,r+(a-rJ'+(a-r0*+(^-O'= 
=!ka'—Sa'-{-'2a+2b'+ic^=2c'i 
mais    (a -r,)'+{rt— r,r={rt— rj'+(rt— rj\    donc 
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SUR  LE  QUADRILA.TÈRE  INSCRIPTIBLE 

donl  touks  tes  parties  sont  rationnelles  â^ après  la  méthode 

indienne,  • 


1.  Soient  a^  b,  c,  //,  e  cinq  nombres  entiers  satisfaisant 
aux  équations  a»  +  i*  =  c*;  c*  +  li*  =  e*  ;  tels  sont  3,  4,  5, 
î%  13,  et  une  in  G  nîtè  d'autres;  construisons  un  quadrilatère 
ABCD,  lel  que  1  étant  le  point  d'iuterset  lion  des  diagonales 
rectangulaires  At^^  BD,  Ton  ait  kl^ac;  Cl==  bd-^  Bl^a//; 
m  =  bc',  olorsAB=tfeî  BC  =  c^;  CD  =  £^e  ;  AD=£c\ 
ec  qui  est  évident  par  le  théorème  de  P^ltiagore  ;  donc,  en 
vertu  des  équations  données,  les  tôles  sont  rationnels* 
De  plus,  le  quadrilatère  est  inscriplibïe,  puisque  l'on  a 
Al.Cl  =  BT,Bi ,  el  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  est 

=  -ce\  et  Taire  =  -  {ac-\-bd)  bc  -f  ad). 

Observation,  Cette  solution  est  donnée  par  Ganésa,  com- 
mentateur du  Lilavati  de  Bhascara,  au  paragraphe  19 1 ,  page 
81  de  îa  traduction  de  Colebrooke  ,  el  voir  aussi  Chastes^ 
^Iperçu  historique^  pace  410  ;  ce  géomètre  fait  observer  quV 
vecun  quadrilatère  îuscriptible ,  on  peut  en  former  deux  au- 
tres, en  intervertissant  îes  côtés,  dont  les  parties  sont  encore 
rationnelles ,  mais  dont  les  diagonales  ne  sont  plus  rectan- 
gulaires ï  ces  trois  quadrilatères  n'ont  que  trtiis  diagonales 
dilTérentes,  et  chacun  a  pour  aire  le  produit  de  ces  trois  dia- 
gonales divisé  par  le  double  du  diamètre  du  cercle  ci  rcouscrit» 

Cette  proposition ,  énoncée  par  Albert  Girard ,  a  étédèmon- 
Irée  par  Grèbe  en  1831  (voir  Man,  de  Géom^y  p^  *35,  2*  éd.). 
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THEOREME  D'APOLLONIUS , 

(Elirait  d'une  lettre.) 

PAR  M.  JUX.C8  TIBXIAS, 

proresfteur. 


Il  existe  diverses  démonstrations  des  deux  théorèmes  d* A- 
polloniassur  les  diamètres  conjugués  de  TclUpse  et  de  l'hy- 
perbole. Je  ne  sache  pas  qu'on  ait  donné  les  suivantes  i,  qui 
me  paraissent  mériter  d'être  connues  des  élèves  à  cause  de 
leur  simplicité. 

Ces  démonstrations  reposent  sur  ce  lemme  connu  : 

Lkmhb.  Deux  diamètres  d'une  ellipse  sont  conjugués  si  leurs 
projections  sur  le  grand  axe  coïncident  avec  les  projections 
de  deux  diamètres  perpendiculaires  entre  eux  (ou  conjugués) 
du  cercle  décrii  sur  le  grand  axe  comme  diamètre.  La  réci- 
proque est  vraie. 

En  effet,  soient  (fig.  54)  om,  on  deux  rayons  perpendicu- 
laires entre  eux  du  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  d'une 
ellipse;  OP  et  OQ  leurs  projections  sur  cet  a^e;  OC  et  OD 
les  deux  diamètres  du  cette  ellipse ,  qui  ont  les  mêmes  pro- 
jections; a  et  ^  les  demi-axes  de  Tellipse.  On  a  : 

CP 

tangCOP  =  ^; 


comme 


0     ^  ^r.^        I>    ni9 

CP=  -  /iiP,     tang  COP  =       .  TiD  î 
a  is    \jr 


de  même 


tangnOQ  =  ^.|^, 
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tangCOP.tangDOQ  =  ^^.J!|. 

Mais  les  triaugles  /tiOP  et  «OQ  ctani  égaux ,  on  a  j 

AiP=tOQ    et    nQ  =  OPî 
donc  Fcgalilé  préct'denic  se  réduit  à  : 

laogCOPJaiigDOQ=  ^,  a  Q.  F.  D. 

La  ri'ciproque  se  démon Irc  aussi  aisément. 


CoroHait^  1 .  On  a  : 
ou  bien,  en  remplaçant  OQ et /iQ  respeclivcracnt  par  «iPel 

OP   : 


Corollaire  2,  Suit,  pour  abréger  l écriture, 
œD=7;  COP^oi;  DOQ^p, 


li- 


on a  ] 


or, 


m 


sin  7  =  sin  (x  +  p)  =  sin  «  cos  p  +  sîn  p  cos  a  ; 


iî'  mP 


OP 


Z^  OP 


wP 


Donc,  cil  substituant  cx^s  valeurs,  il  vient  ; 


OC.  OD.siny^^  C'^^^^'  +  OP') 


alK 


'ÏJ 


Voilà  les  deu^  tlièorèmes  qu'il  s'agissait  d'établir  dans  le 
cas  de  lellipse. 

Pour  1  hyperbole,  la  démonstration  est  toute  semblable  j 
seulement  il  faut  renipïaeer  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe 


H 
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par  une  kyperboU  équilaiére  ayanSwîéme  oûce  irantvene  que 
Vhyperbo^  proposée. 

Le  lemme  «m^ lequel  nous  nous  sommes  appuyé  tout  à 
rbeure,  s^éuoBie  alors  ainsi  : 

Detisç  àiamètree  d'une  hyperbole  iont  conjuçués  n  Uun 
pmjdctions  sur  Vaxe  transverse  coïncident  avec  les  projections 
de  deux  diamètres  conjugués  d'une  hyperbole  équilatére  ayant 
même  axe  iransverse  que  la  proposée. 

£q  conservant  les  mômes  lettres  que  dans  la  première  C* 
gure ,  on  vt>it  qae  le  demi-diamèlre  om  de  Thyperbole  équi- 
latére {fig.  55)  est  encore  égal  à  son  conjugué  o/i,  mais  non 
perpendiculaire  ;  ces  deux  droites  font  avec  l'aie  transverse 
des  angles  complémentaires.  11  en  résulte  que  les  triangles 
mOP,  nOQ  sont  encore  égaux;  mais  ce  n'est  plus  la  somme 

ÔP*  +  mF,  qui  égale  a\  mais  bien  la  dîflêrenceÔP*— ^iP , 
d'ailleurs  on  a  toujours  -. 

CP=^wiP  et  DQ  =  -/»Q. 

Sans  insister  davantage ,  il  est  clair  que  les  raisoooements 
précédents  sont  applicables ,  et  ils  conduiront  aux  deux 
égalités  :  _       

OC.  ODsin7  =  a6. 

Note.  Segner  a  composé  en  allemand  un  traité  des  coniques 
où4ontes  les  propriétés  deFellipse  sont  déduites  de  celles  du 
cercle  dont  Tellipse  est  la  projection  orthogonale,  cercle  dont 
on  fait  emploi  dans  ce  qui  précède ,  en  le  faisant  tourner  au- 
tour du  grand  axe  pour  le  ramener  dans  le  plan  de  Tellipse. 
Par  la  même  voie,  on  peut  démontrer  ces  théorèmes  {(éfté- 
raux. 

l""  Tous  les  polygones  réguliers,  d'un  même  nood^re de 
cAtés  inscrits  dans  Tellipse ,  sont  équivalents  ; 
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li*  Li  sotUTno  des  carrés  des  demi-diamètres  qui  vontani 
sommets  esL  constante. 

Un  nomme  ici  polygone  régulier  celui  dont  les  côlês  rc- 
iranchenl  des  scgmenls  équivalents  i  les  théorèmes  d'ApoW 
louiiis  répondent  au  polygone  régulier  de  quatre  ciMé&. 


SUR  UNE  PROPRIETE  DES  IVOMCaES, 

prokiseur  à  la  Grinde^Sauve,  pré»  Burdpiiiu. 


I 


M.  Cauchy  a  rendu  cniiiple  à  rAcadémie  dis  sciences  de 
deux  propoîiitions  noinellnssnr  les  propriétés  des  nombres, 
comomniqaées  por  M.  d  Adhémar  et  Breïon  (de  Champ). 

N<nu4  allons  les  indiquer  et  hn  démonlrer>  en  dtionanl 
plus  d'cxlcn&ion  à  la  promiére  propi>sition. 

Proposition  de  3L  d\4âkémar  (•). 
Si  Ton  conçoit  la  suite  des  norabres  impairs  : 


(*)« 


3,  5,   I  7,  9,  II,   I   1  a,  15.  i7,   19, 


iiTi 


CK 


etc. 


Décomposée  comme  ci-dtssus«  en  suites  partielles  dont  le 
nombre  des  termes  aille  toujours  en  croissant  suivant  h 
progression  naturelle  1,  %  3,  4,  etc.,  la  somme  des  termes 
de  chaque  suite  sera  le  cube  du  nombre  entier  marquaoi  U 
rang  correspondant. 


i")  Ceite  propfièle  ■  éié  énonçie,  il  y  a  unt  viiiglâinc  d'aiiné*»»  d«nf  li 
Bi^tiotkéquf  univenrHt  de  Ctnire,  rvCi  Ji^  l'ai  mpier.  J"»i  nnblir  de  marqQ^r  k 
ri»litfne.  Im, 
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Nous  aflons  Taire  voir  qoc  cette  propriété  e»l  comprise  dans 
ane  propositioa  plus  générale  : 

Savoir,  que  toutes  les  puissances  semblables,  ou  du  même 
degré  de  tous  les  nombres  entiers  sont  toujours  des  sommes 
partielles  do  termes  consécutifs  de  la  suite  (A),  s.*  succédant 
à  des  intervalles  variables,  en  général ,  mais  suivant  une  loi 
facile  à  déterminer,  et  dont  le  nombre  de  termes  est ,  pour 
toutes  ces  puissances  semblables,  la  même  puissance  du 
nombre  entier  considéré. 

Pour  cela  nous  nous  appuierons  sur  les  deux  identités 
suivantes  : 

»'(î±i+"-=i)=«-, 

En  les  multipliant  entre  elles  nous  aurons  : 
on  a  encore  : 

par  suite*': 


CB) 


(C) 


Or  oo  sait  que  la  somme  d*un  nombre  quelconque  de 
termes  de  la  suite  (A),  à  partir  du  1",  est  le  carré  du 
nombre  qui  marque  le  rang  du  terme.  Les  identités  (B)  et 
(G)  démontrent  donc  le  principe  général  que  nous  avons 
énoncé. 

2.  Nous  allons  chercher  dans  quelques  cas  particuliers  le 

Am  DE  Matb«m.  V.  4'^ 
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nombre  des  Icrracs  de  cli-ique  suite  cl  le  rang  qu'elle  occupe 
dans  la  série  (A). 
Si ,  dans  l'idcntilê  (B),  l'on  fail  p=  I ,  rllc  devient 

n(ii+1]      n{n—i) 


Dr  on  a 


2 


2 


:  n. 


Donc  le  nombre  de  termes  de  chaque  suite  est  marqué  par 

le  nombre  méoie  dont  la  somme  des  lermes  de  cette  suite  esl  le 

eabe,oupar  le  rang  qu'elle  occupe.  De  plus  si  dans  les  nom- 

.   ,  .  n(n+i)      nin—i) 

bres  precedenls  — ^— -  -  - ,         — —  ,  onchangc/ien  n-^-i^îh 


deviennent 


2      '         2 


On  voit  par  là  que  îe 


premier  terme  de  chaque  suite  succède  immédiatement  au 
dernier  de  celle  qui  précède.  Ainsi  se  trouve  dénionlrée  la 
propriété  particulière  que  nous  avons  d'abord   indiquée. 
En  général  on  a  ^ 


On  voit  par  là  que ,  quel  que  soit  />,  le  nombre  de  termes 
de  chaque  suite  est  constamment  la  même  puisi^ance  du 
nombre  qui  marque  le  rang  de  celte  suite. 

3.  Faisons  dans  la  même  formule  p—2,  nous  aurons 


)-("^)=-- 


Si  dans  le  nombre  -        -  -,  on  change  n  en  w+î ,  il  de- 
viendra - — _        .  Or  ce  nombre  est  plus  reculé  dans  la 
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suilc  Dalarclle  que  ■■    ^     ' — -   el  leur  différence  •      J^ 

sera  rintervallc,  ou  le  nombre  de  termes  qui  existera  entre 
la  suite  dans  le  rang  en  n  et  celle  qui  la  suit  immédiate'^ 
ment.  D'ailleurs  la  différence  des  nombres 

/z*(/i-fi)      /I*(/t— 1) 


étant  /t^^,  le  nombre  de  termes  de  chaque  suite  sera  le 
carré  du  nombre  correspondant. 

On  peut  remarquer  que  la  différence  trouvée    ^    '    '  est 

le  n^^  terme  siite  des  nombres  triangulaires  : 

1,  3,  6,  10,  15,   etc. 

dont  chacun,  comme  on  sait,  est  la  somme  des  termes  de 
la  suite  nalurelle  des  nombres  jusqu*à  celui ,  inclusivement 
compris ,  qui  indique  le  rang  du  terme  considéré.  D'après 
cela  la  série  (A),  partagée  comme  il  suit,  donnera  les 
sommes  successives  demandées. 


Rang 

1,2 

3, 

*,  6,     6 

7,  8,  9 

(A)           1,  3 

5,  7,  9,  11 

13,15,17 

2 

4 

3  termes, 

Sommes.  .  . . 

32=2» 

Rang       1,  2 

10 18 

19 24 

25 40 

(A)           1,  3 

19 35 

49 7» 

2  , 

9 

6 

16  termes. 

Sommes. . .  • 

2i3=3 

1 

1024= 

=4'.  1 

etc. 


4.  Dans  Tidentité  (Cj  la  différence  des  nombres 

«"-(n'+t)     n''-(«--1)  ^^  „,- 
2  *  2 

Le  nombre  de  termes  de  chaque  suite  sera  donc  encore 
une  puissance  de  n.  Dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  où 
#is2 ,  cette  identité  devient  : 


Vient :: ,  et  sa  diiTcrence  avec  — —^ — -  fsi 


Ce  defDÎer  nombre  est  donc  rintervaHe  qui  doit 

eiisler  entre  le  dernier  terme  de  la  n*  suite  et  le  premier  de 

celle  qui  la  suit»  Si  dans  la  formule      -  -  on   fait  n 

successivement  égal  à  2,  3,  4,  etc.,  et  quon  prenne  les 
dïlTèrcnces  premières  et  deuxièmes,  avec  les  résultats  Toa 
pourra  former  le  tableau  suivant  - 

On  voit  que  les  différences  secondes  sont  constantes.  D'ail 

leurs  la  formule    — -: — ,  pour  «=2,  devient  3,  Donc  h 

première  suite  commence  au  quatrième  terme. 

A  Valeurs.  T'' diiïércnce.       2*  jJilTèrefite. 


S 

7 

a 

â 

15 

If 

3 

4 

26 

14 

3 

5 

40 

17 

3 

II 

57 

Aumoj  co  delà  table  prèeèdento  on  pourra  donc  étend  re,aulant 
qu'on  le  voudra^  par  un  calcul  très-simple,  le  tableau  suivani 

6,  ,  .  ,  12 


Rang, 

(A) 

1,  %  3 

1,  3,  5 

3 

Sommes, 

.... 

4,  5 

7,  9 
2 

16=2^ 


3t,  32,  33,  3i 

Ot,  03,   G5,   G7 

i  termes, 

2o6:=4* 


13,  14,  15 

25,  â7,  2$ 

3  termes, 

81^3* 


elc. 
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Nous  bornerons  là  les  applications  numériques  des  iden- 
tilés  (B)  e(  (C)  el  nous  passerons  à  la  seconde  propriété  que 
M.  Breton  (de  Champ)  a  fait  connaître  (*).  Sa  proposition  est 
celle-ci  :  toute  puissance  entière  d'un  nombre  entier  est  la 
différence  des. carrés  de  deux  nombres  entiers;  aussi  et  par 
conséquent  elle  est  la  somme  d'un  nombre  détermioé  de 
termes  de  la  suite  des  nombres  impairs. 

Démonstration.  On  a  d*abord  l'identité  -. 

Donc  tout  nombre  impair  est  la  différence  de  deux  carrés  ; 
ce  qui  devait  être,  puisqu'il  fait  nécessairement  partie  de  la 
suite  (A)  et  qu'il  est  conséqucmment  la  différence  entre  la 
somme  des  termes  de  cette  suite  jusqu'au  nombre  lui-même 
et  la  somme  des  termes  qui  le  précèdent. 

Soit  en  second  lieu  N  =  /*  x  /*'    et    n  >  n. 

On  aura  l'identité 

C*est-à-dire  que  le  produit  nn^  peut  toujours  être  considéré 
c  omme  la  différence  des  carrés  de  deux  nombres  dont  l'un  est 
la  demi-somme  des  deux  facteurs,  et  l'autre  leur  demi-diffé- 
rence. Donc>  suivant  que  les  deux  nombres 

/*  -f-  /i'  n  —  w' 

seront  entiers ,  ou  fractionnaires ,  le  produit  nn  jouira  de  la 
propriété  énoncée ,  ou  en  sera  dépourvu. 

Le  premier  cas  aura  lieu  quand  les  facteurs  inégaux  n  et  ni 
seront  tous  les  deux  pairs ,  ou  tous  les  deux  impairs.  Le 
secimd  ,  quand  l'un  étant  simplement  pair,  l'autre  sera  inoî- 
fiair.  Delà  et  du  principe  précédant  résulte  évidemment  la 
proposition  énoncée. 


nn  , 


i')  Elle  csl  de  Rallier  dos  Ourmcs  (V.  ^'our.  Ann.  p.  «08).  Tiu- 


Il  faut  néanmoins  excepter,  on  le  voit,  la  première  puis- 
sance dt?s  nombres  qui  sont  le  produit  de  2  par  un  nooibre 
impair  quelconque ,  puisque  ne  fdisant  point  partie  de  la 
suite  (A) ,  ilâ  ne  sont  pas  d'ailleurs  susct^ptibles ,  d*après  la 
démonstration  qui  vient  d'être  donnée  de  la  décompostlion 
indiquée. 

Appliquons  la  théorie  qui  précède  à  un  exemple,  et  soit  le 
nombre    105=3-5*7. 

ou  a:        105  =  3,35==:  5-21  =  7  J5, 
donc:       105=19*  — le*  =13'— 8'  =  11'  — 4\ 
OQ:  105=33+35+37  =  17  +  19+21+23+25  =  9+11  + 

+  13+15  +  17  +  19  +  21. 

Nous  bornerons  là  ce»  applicalion». 

Note.  V  Soit  une  progression  ariihmétîque  ayant  pour 
premitT  terme  2j-^i  ^  ai  ^2  pour  raij^on;  le  nombre  des 
termes  étant  j: — j^,  les  Tormules  connues  donnent  2x —  l 
pour  dernier  terme ,  et  jc^—j^""  pour  somme. 

2°  L'équation  x'^ — y^a^  où  a  est  un  nombre  donné,  a 
une  infinité  de  solutions  rationnelles  \  à  toutes  les  solutions 
où  X — X  ®^^  tin  nombre  entier ,  correspond  donc  une  pro- 
gression arithmétique  dont  la  raison  est  â^  et  dont  la  somino 
est  a^  et  cette  progression  devient  celle  des  nombres  impairs 
lorsque  xet^sont  entiers,  et  par  conséquent  a.  On  sail 
d'ailleurs  toujours  trouver  les  solutions  entières. 

3**  On  trouve  dans  Arithmetica  intégra  de  Stiffel  (p.  8) , 
cette  intéressante  observation  : 

Dans  toute  progression  géomélrit^uc ,  dont  le  premier 
terme  est  entier ,  et  dont  la  raison  est  deux  èktè  à  um^m- 
mnce  de  deux ,  la  somme  de  trois  termes  conséculifs  est  di- 
visible par  7.  Il  est  facile  de  trouver  des  propriétés  ana- 
logues pour  d'autres  nombres.  Tm. 
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Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences^  de  V Agriculture 
ei  des  Arts, 

I.  Recherches  sur  Tanalyse  des  fonctioDS  exponentielles 
dl  logarithmiques,  par  M.  Vincent,  professeur  au  Collège 
royal  de  Saint-Louis,  p.  1-19,  1832,  2*  partie,  années  1831 
et  1832. 

Le  savant  auteur  soumet  les  fonctions  exponentielles  à  la 
môme  discussion,  à  laquelle  Poisson  et  d'autres  géomètres 
3nt  soumis  les  fondions  trigonométriques,  et  que  doivent 
»ubir  toutes  les  fonctions  de  nature  multiforme  ;  or  les  fonc- 
lioDS  exponentielles,  comme  on  sait,  s'expriment  symboli- 
quement par  des  fonctions  trigonométriques.  Il  y  a  donc  une 
liaison  nécessaire  entre  les  modes  de  discussion  ;  c*est  ce  que 
M.  Vincent  a  montré  d'abord  dans  un  mémoire  de  1825,  in- 
séré dans  les  Annales  de  Gergonne  (t.  XV,  p.  1)  ;  et  dans  un 
second  mémoire,  non  publié,  de  1825  -,  et  enQn  en  1831  dans 
le  mémoire  actuel.  On  s'est  abstenu ,  à  dessein,  de  l'emploi 
des  séries.  Nous  pensons  que  la  clarté  gagne  à  faire  usage  de 
séries;  les  équations  symboliques,  ou  plus  exactement  les 


(*)  Nous  donnerons  l'analyse  ou  la  simple  annonce  des  mémoires,  soit  ma- 
(bénatlqoei ,  toil  de  physique ,  eonlenas  dans  les  recueils  qu'on  voudra  bien 
nous  adresser. 
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UeDmêssymboliqueS)  ne  peuvent  avoir  un  sens  inirUigibli', 
qu'en  les  rapportant  à  des  séries.  Ainsi  #r*l^--«  =: c08j"+ 
{/^  sina^ ,  signifie  que  si  on  remplace  dans  la  série  de  e  -^, 

le  variable  x-  par  ^l/—  t ,  on  obtient  un  résultai  identique 
à  celui  qu'on  a,  en  ajoutant  la  série  de  cosjt  a  l:i  série  de 
sinx,  celle-ci  étant  nmltipliéc  par  l^ — î  ;  et  de  même 
dans  les  autres  identités  ;  en  général^  la  première  qualité 
d'une  question  est  d'être  jnteHigibte;  aulrrment  la  réponse, 
si  on  la  fait,  sera  un  noa-sens.  Si  on  demande  ce  que  si* 

gnîlîc  (— 1)1^2  ;  la  réponse  *era  évidemment  un  non-sens, 
a  moins  d'en  venir  au  sens  symbolique.  11  serait  instruclif 
d'avoir  une  discussion  complète  de  la  surface  exponentielle, 
s=jrï  ;  à  x=0,  correspond  j  —  0,  donc  Taxe  des^  fait  partie 
do  la  surface  ;  toutefois  si  :v  étant  toujours  nul^on  faitj^^O; 
on  a  1=1  ;  donc  Torigine  n'appartient  pas  à  la  surface. 
Comment  concilier  ces  deux  résultais  ? 

If.  Barré,  Mémoire  sur  les  tangentes,  20-32. 

Il  s*occupe  du  problème  de  mener  un  cercle  tangent  â 
trois  autres,  et  parvient  à  une  sol u lion  donnée  par  Yiéte, 

III.  Bixrré.  Sur  la  trisection  de  l'angle  ùb-*â2. 

Par   Tinterscction    d'une    hjperbole,    et    d'un   cercle; 
moyen  pratique.  M.  Wanlzel  a  rigoureusement  établi  que  la 
solution  est  impossible,  en  ne  prenant  que  les  deus  inslru 
menls  admis   par  les  anciens,   règle  et  compas,   c'est  ce 
quon  ignorait  encore  en  18^1. 

JV.  Deïezenne.  Note  sur  les  formules  d'interpellation 
donnant  les  forces  élastiques  de  la  vapeur  dVau  corrcspoji- 
dantes  à  des  lenipératures  données,  37- î 5. 

L'auteur  ramène  les  quatre  formules  connues ,  de  Du- 
long,  Trcdgold  ,  Coriolis,  Roche,  à  cette  forme  simple  A^ 

=  I  -p  1   ;  A  étant  la  pression  exprimée  en  milIimctriN 
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et  la  lempéralure  comptée  depuis  0®.  a^  b^  c,  sont  des  con- 
stantes à  détiTmincr  et  diffirentes  pour  les  diverses  for- 
moles.  Des  tables  numériques  établissent  le  parallélisme  des 
quatre  formules. 

y.  Barroîs  (Th.).  \^Icnl  de  la  puissance  des  régulateurs 
à  force  centrifuge,  p.  4f-69. 

On  sait  que  le  problème  revient  h  calculer  le  mouvement 
d'un  corps  pesant,  assujetti  à  se  trouver  à  chaque  instant 
sur  une  sphère  donnée,  et  dans  un  plan  vertical  tournant 
autour  d'un  axe.  Le  mémoire  est  terminé  par  des  tables  nu- 
mériques. 

YI.  Note  sur  une  formule  générale  de  modulation,  par 
M.  Vincent  ;  membre  correspondant,  70-77. 

On  indique  ici  une  méthode  pratique  extrêmement  sim- 
ple,  pour  passer  d*un  mode  dans  un  autre,  au  moyen  de 
quatre  accords;  le  premier  est  laccord  parfait  de  sortie,  et  le 
dernier  Taccord  parfait  de  rentrée ,  et  le  troisième  l'ac- 
cord de  septième  dominante  ;  ainsi ,  ces  trots  accords ,  ou 
leurs  divers  renversements,  sont  les  données  du  problème, 
le  second  accord  a  deux  notes  en  commun  avec  le  troi- 
sième i  il  s'agit  d'une  troisième  note,  qui  prépare  la  transi- 
/ton,  note  que  Tauteur  désigne  sous  le  nom.de  note pr^pa- 
ratoircj  et  il  démontre  rigoureusement  rexbtence  de  cette 
note,  quels  que  soient  les  modes  de  sortie  et  d'entrée.  Un 
tableau  donné  permet  d'exécuter  ces  modulations  à  vue.  Il 
est  possible  de  ramener  la  question  à  un  problème  d'analyse 
indéterminée. 

I.  Additions  au  mémoire  sur  la  résolution  des  équations 
numériques,  par  M.  Vincent,  5-15,  1839  ;  3*  partie,  année 
1838.  Ces  additions  oui  été  admises  dans  le  traité  d'algèbre, 
généralement  connu ,  de  M.  Bourdon. 

II.  Derode  (V'.).  Génération  des  courbes,  dites  sections 
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i'ouiques  ranieitées  à  une  queslion  de  géométrie  élémen 
là  ire,  25-48. 

On  fait  rentrer  les  scellons  coniques  dans  la  géométrie 
i*lémenlairc ,  |>ar  leurs  propriétés  fwalcs;  ainsi  qu*on  l*a 
tait  dans  le  Âfanuel  de  géométrie. 

lit.  Delezenne.  Sur  le  son  que  produit  un  aimaiU  par  ks 
ddcompo*iili4vns  ol  recompositions  successives  da  magné- 
lisme,  49-65. 

Au  moyen  d'un  appareil  éleclro-maguétique ,  l'aoleur 
cherche  à  eipllqucr  robservalion  de  rAméricain  Page,  sur 
le  son  rendu  par  un  aimant,  soumis  à  l'action  électrique. 

L  Note  sur  les  cjcïoïdcs  par  M.  VincenL  p.  5-15,  1812; 
repartie,  année  18H, 

DiscussioD  des  diverses  branches  de  la  cycloïde»  par  l'exa- 
mendes  jtt^rifs  de  réquation  différenlîdle ,  et  construction  des 
cycloïdrs  allongées  et  raccourcies  au  moyen  d'une  sinussoïde 

II.  Mulet.  Note  sur  les  dimensions  el  les  distances  des 
corps  de  notre  système  planétaire,  exprimées  en  nouYcllcs 
mesures. 

A  été  insérée  dans  la  cosmographie  du  même  auteur. 

Nîmes. 
Mémoires  de  V Académie  royale  du  Gard. 

L  Mémoire  sur  la  courbe  de  l'amphilhèâtre  de  Nîmes, 
par  M.  J.  M.  de  Saint-Thomas  Saint-Laurent,  capilaioe  au 
corps  royal  d  Étal  major C),  10-56,  ISiij  années  t8i2  43-44. 

La  courbe  intérieure  du  célèbre  amphithéâtre  est  une  et 
lîpse;  on  a  cru  longtemps  que  la  courbe  extérieure,  paral- 
lèle îi  finlérieur  était  aussi  une  cllipsCj  mais  des  mesures 
exactes  ont  démontré  ce  qu*on  pouvait  conclure  de  considéra- 
tions géométriques,  que  la  courbe  cxlérieurG  est  une  lû- 


C)  Eicellenl  péomt^tre»  malhfur^UN<*mpn(  \iTrti\He  atcnjîlf. 


Tm. 


I 
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roidc,  courbe  qui  est  l'enveloppe  d'an  cercle  de  rayon  con- 
stant, et  dont  le  centre  décrit  une  ellipse. 

L'aateur  donne  ici  nne  théorie  complète  de  ce  genre  de 
courbes,  la  directrice  du  mouvement  étant  quelconque. 
M.  Catalan  a  étudié  la  même  courbe  dans  les  nouvelles  An- 
nales, tome  ITT,  p.  553, 1844. 


SOLUTION 
D*un  problème  sur  le  cylindre  droit. 


ingéoiear  des  ponu  et  cbauaiées. 


Pboblêiie.  Étant  donné  la  surface  indéfinie  d'un  cylindre 
droit,  trouver  le  rayon  de  la  section  circulaire. 

Solution.  Prenez  à'  volonté  sur  la  surface  cylindrique 
deux  points  A,  B.  De  chacun  de  ces  points  comme  centre 
avec  un  rayon  r,  pris  arbitairement,  décrivez  un  arc  Cylin- 
dro-sphérique  ;  ces  deux  arcs  se  couperont  en  un  point  m , 
^î  sera  visiblement  dans  le  plan  perpendiculaire  sur  le  mt- 
lieu  de  la  droite  A  B.  .Déterminez  de  la  même  manière ,  avec 
d'autres  rayons  r„  r„  r^,  r,  quatre  autres  points  /n.,  m^  /n^,  iw, 
qui  satisfassent  à  la  même  condition  ;  rapportez -les  sur  un 
plan  au  moyen  de  leurs  distances  mutuelles  ;  vous  aurez  ainsi 
cinq  points,  par  lesquels  vous  savez  faire  passer  une  conique, 
laquelle  n'est  autre  chose  qu'une  ellipse,  ayant  fOur  petit  axe 
le  diamètre  du  cylindre. 

Note.  Comment  faut- il  s'y  prendre  pour  le  c6ne  de  rcvo^ 
lution  ? 


MEMOIRE 

stif  la  théorie  des  résidus  dans  les  propordom  Qeom€Ui4fU€i^, 
(  loir  p,  iT$0 

ProfL^iiseiir  nu   collégL*  royal  d'Auch. 


17*  Nous  devons  à  M.  Poinsal  une  luôthodtî  dirccle  pour 
trouver  les  racines  primilivos,  progrijs  imniensL^sous  le  poiiil 
lie  vue  théorique.  Mais  on  jugera  stmvçnl  plus  côiumotle 
dans  ta  pratique  d'avoir  recours  à  tles  essais. 

Pour  diminuer  le  nombre  des  essais  ,  un  ne  devra  prendre 
pour  géDérateur  de  période ,  aucun  carré  ou  résidu  de  carré- 

(>ar  si  a  est  un  résidu  de  carré  en  sorte  que  ù'  ^p'{-a^  tm 

aura  a  ^    —  /*  +  ^'^^  =  /^  +  *  ?  *^l  P^t*  conséquent  la  pé- 
riode de  a  aura  au  plus  — —  termes. 

Un  nonibn*  faisaul  partie  d'une  période  ïucomplèle ,  nr 
pourra  pas  uon  plus  être  racine  primitive. 

Enfin  ,  si  g  est  une  racine  primilîvc,  on  devra  avoir 


Te  ïtiéorème  suivant  indique  »  sans  btauiiiup  de  calcul  ,  'ts 
ut>mbrcs  qui  salisfont  ou  m*  satisfont  pas  a  cette  coudiliun» 
et  ptmrra  ,  |>ar  conséqut  ni ,  servir  à  diminuer  de  beaucnu]» 
U'  nombre  des  essais. 

!H.  TiiÉoivKUf^;  Si  on  divise  par  p  le$  krmes  de  la  progrès- 
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(A)  a,  2a,  3rt, 2     ''' 

Si  on  désigne  par  -. 

(1)  a\  à\  à\ a(Y); 

k$  restes  moindres  que  ^-—  et  par  -. 

(2)  b',  b",  b"',  ..  .  .  .  .bW; 

les  restes  plus  grands  que  ^-—  ;  a  '    serap  -\-  i  ou  p  —  i  ^ 

suivant  que  fx  sera  pair  ou  impair  /  c'est-à-dire  quon  aura 
toujours 

Si  on  prolongeail  la  progi'cssioD  (Â)  jusqu'au  lerm» 
{p — i)a,  OD  sait  que  tous  les  résidus  qu'elle  fournirait,  se- 
raient différents  entre  eux ,  et  que  ceux  de  la  seconde  moitié 
seraient  les  compléments  à  p  des  résidus  de  la  première.  Il 
suit  de  là  qu'aucun  des  nombres 

p—b\  p—i/\  p-b"', /?-iO*), 

ne  peut  faire  partie  de  la  suite  (1).  Par  conséquent  tous  les 

^—-  nombres  suivants 

a\  a",  a"\ aC/),    p--b\  p—U\  p-b'", /i— *(/*), 

/>— t 
tous  différents  entre  eux,  tous  moindres  que^--—-,  doivent 

comprendre  dans  un  ordre  différent  de  l'ordre  naturel ,  les 

^---  entiers ,  inférieurs  à  ^^. 
2  2 

On  aura  donc  : 

a'aV.  .  .  û(y)  ip^b')  {p—b") {p—b(f^))  == 

=p^a'a'a'" b'b"b'" (_l)a  =  i.2.3 Pizl. 

(*)  M.  Gaass  a  fait  de  ce  ihéoréme  la  base  de  sa  démoDstration  de  la  loi  de 
réciprocité  entre  les  nombres  premiers. 
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cl  par  suHe  : 

d'un  autre  côte  on  a  évidemment  : 


r-t 


(— l)«i 


pJ^aa'W h'b"  .  .  .  .  6C«); 


1.2.3 *—  a  a    =/j+1.2.3 <-^  (— 1)^ 


d'où 


p-1 


Donc 


p  DG  pcul  pas  diviser  le  produit  1.2.3. 

ce  qu  il  fatlait  démontrer. 
19.  PnoBLÉMB.  a  étant  un  diviseur  de  p— 1 ,  (routier  le  résidn 

de  (t  î   par  rapport  â  p. 
Désignons  par  b  le  quotient  de  p  —  l  par  a^  en  sorte  que 

ab^^p  —  i. 

Nous  allons  distinguer  plusieurs  cas. 

r'  Cas.  a^i^b^=2.  Les  résidus  de  la  progression  (A) 

rorment  -  progressions  arithmétiques,  contenant  chacune  b 
terme» ^  comme  il  suit  : 

(1)  a,2^,3a,  ...,|^,(^+l)^, au, 

(2)  a— 1 ,  2*2—1 ,  Sa- 1, .  ,  .  -  a—t ,  (^  +1  )  'ï— *  »  ■  -<»*"*  • 
(3) 


J 
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b 
(n)     a— /i+l,  2*/— n+l,  3<ï— /i+l,  ...  -rt— /i-h1 , 

(7+  ^  U— «4-1, <2^— /i+l 


(I) 


/b       \         a  a 


Dans  la  n*  ligne ,  tons  les  termes  sont  moindres  que  —  , 

25 
b 

jQsqu  au  terme  -  a  —  n  -|~  1  inclusîyement  ;  mais  le  suivant 

nb  ab 

—  +  ^  —  («—1  )  e«l  évidemment  sapérieur  à  —,  puisque  n 

d 
est  plus  petit  que  ~.  Tous  les  résidus  suivants  sont  à  plus  forte 

ab  b 

raison  >>  --.  Ainsi  chaque  ligne  renferme  ^  résidus   plus 

grands  que  —  ou  ^-5—,  donc 

a    b 

â*  Cos.  a  =  2,  ^=2-f  1.  En  procédant  comme  dans  le 
premier  cas,  on  décomposerait  la  suite  des  résidus  en  -  pro- 

bA-X  p  —  1 

gressions  dont  chacune  renfermera  — —  résidus  >  "k;^- 

Donc ,  ici , 

a     b-\-  i 


!A  = 


2         2 


3*  Coi.  a =2-{- 1 ,  6 =2.  Les  résidus  de  la  progression  (A) 
forment  —^  progressions  de  b  termes,  et  une  de  -  termes^ 
comme  il  suit  : 


La  dernière  ligne  ne  renferme  aucun  résidu  plus  grand  qw 


tiO.  pROBLh'ME.  a  étant  un  divisew*  de  p-^i ,  (routier  le  ré* 

sidudea  ^    par  rapport  à  p. 

Par  des  rai^nnemenls  qui  difiercnt  Irès-peu  de  ceux  quf 
nous  venons  de  faire  on  trouvera  : 


a     b~t 
tiL^-.     ^  si     ^  —  2,         ^  =  2-1-1 

a—i     b 
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!îl.  Les  formules  précédentes  cooduisent  Irès-simplemefit 
aux  relations  des  nombres  2  et  3  avec  tous  les  autres  nom* 
bres  premiers. 

Si  dans  la  première  formule  du  n*"  1 9  on  Tait  a=2^  on  a  : 


P 


-1 


è  2  ;?— 1 

ri  par  suite, 

Donc  2  *    sera  p-\-i  ou  />— 1,  suivant  que  —,—  sera 

pair  ou  impair;  ou  suivant  que /? — 1  sera  8-|-1  ou  8-^3. 
Si  dans  la  deuxième  formule  on  fait  ^=2,  on  a  : 

^+1  2    ^         p+i 

^2  1  4 

et  par  suite, 

2   '^    =y,  +  (-i)   4, 
— '  •  P  +  1 

pt  2  ^    sera  /?+^  ^"  /^ — *?  suivant  que  ^      ■  sera  pair 

^u  impair  :  c'est-à-dire  suivant  que /i  sera  8—1  ou  8-f3. 
Ainsi  en  résumé  : 

2  ^    =M  *  lorsque /i =8 ±1 

2  ^  =/?— 1  lorsque /?=8±:3. 

Ces  relations  permettent  de  trouver  directement  une  ra- 
cine primitive  dans  tout  système  dont  la  base  /9  =  29-f  1, 
f  étant  on  nombre  premier.  Le  nombre  des  termes  d'une 
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suivant  que  p  sera  8—  1  ou  8  —  3.  Or,  dans  le  premier  cas» 
d'après  le  théorème  du  ii^9,  ^'^^  ^^^  ^  ^^^^  ^^^  période 

de  2q  lermes  et  sera  racine  primitiTe,  Dans  te  second  cas  le 
nombre  des  termes  de  Ja  période  de  2  sera  iiêressairemenï 
pair,  et  ne  pourra  iHre  que  2^.  2  sera  donc  aturs  raeitic 
jïrimîtive. 

22.  Cherchons  maintenant  les  relations  du  nombre  3  afcc 
les  aulrus  nombres  premiers. 

p  étant  un  nombre  premier  plus  grand  que  3,  Tun  dr* 
deux  quotients, 

csl  entier. 

Dans  le  premier  cas  la  troisième  rorinulc  du  n**  f  9  donnera  r 

Dau»  le  deuxième,  la  troisième  lormuk  du  n**  :^0  donnerai 


f^=3- 


Ainsi 


3  '^  =/'+(-l]  ^  . 


M.  Cauchy,  dans  ses  cxereiees  de  Tnathématiqucs»  a  donné 
le  moyen  de  trouver  une  équation  satisfaite  eiclusivcmenl 
par  toutes  les  racines  primitives  d'un  système.  Un  exemple 
fera  comprendre  la  marche  suivie  par  Tillustre  géomètre. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  trouver  les  racines  primitivif 
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du  système  dont  la  base  est  37.  Gela  revient  évidemment  i 
chercher  les  nombres  qui  satisfont  à  l'équation 

(1)  ^.^^-i==37, 

sans  satisfaire  à  aucune  é  {uation  analogue  dans  laquelle  Tex- 
posant  de  x  serait  moindre.  Or  cette  équation  se  ramène  aux 
deux  suivantes  : 

(2)  a-''-1=37, 

(3)  jc»8+1=37. 

Les  solutions  de  (2)  doivent  être  rejetées,  puisque  tout 
nombre  qnl  satisfait  à  cette  équation  a  an  plus  18  termes  à 
sa  période.  Quant  à  Téquation  (3)  son  premier  membre  est 
divisible  par  x^-\-\^  et  elle  se  ramène  aux  deux  suivantes  .- 

(4)  .r«  +  1=37, 

(5)  .r'î--x*-j-l=:37. 

Tout  nombre  qui  satisfait  à  l'équation  (4}  doit  être  rejeté, 
car  il  ne  peut  avoir  à  sa  période  plus  de  6  termes.  Donc , 
en  dcGnitive  les  12  racines  primitives  du  système  ne  sont 
autres  que  les  12  solutions  entières  et  moindres  que  p  de 
l'équation 

.■r''  —  a-^-f  1  =  37  0. 

Mais  cette  méthode  est  de  peu  d'utilité  dans  la  recherche 
qui  nous  occupe.  Car  l'équation  ûnale  à  laquelle  on  arrive  est 


(')  Le  même  raisocnemenl  fait  voir  que  dans  tout  système  dont  It  Use  est 

37r  1,  les  racines  primitives  de  p  par  rapport  à  37  s'obtiennent  en  résolvant 
iVQaation 
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souvent  IréH-eomplîquéô  L*i  ne  peut  dnilleun  étro  résolui 
que  par  làloniiemcnl,  C'esl  aiti^î  que  pour  Irouver  les  racmti 
primitives  du  sjslèmedont  la  base  est  23,  on  aurait  à  résou- 
dre! équation 

rc  qui  est  bien  moins  simple  que  de  rechercher  uti  ûombr^ 
qui  ne  satisfasse  à  aucune  des  trois  équations 

x—î=23,     .r*— t— 23,    x'— 1=23. 

%  1IL 

Des  sy$tèmiê  de  périodes  dont  la  base  est  une  puissaneê  d'un 

nombre  premier. 

Si.  Nous  allons  maintenant  supposer  que  ta  base  du  sys- 
tème e.st/f*,  p  étant  un  nombre  premier  plus  grand  que  2.  Le 
nombre  des  périodes  du  système  ou  l'indicateur  de  P  sera 
//*^'(;7— 1),  et  toute  période  Dïmplète^  s1l  en  existe^  devra 
présrn1er^*^'i/ï—1)  termes. 

25.  TnéOB^ME,  Si  la  période  de  a  comprend  n  termes  dans 
h  système  p*  ,  la  période  de  ce  nombre  en  comprendra  n  ou 
p  dans  le  mffitême  p^'^K 

Soil  m  le  nombre  des  (ermes  de  la  période  de  n  dans  le 
système/î^'^^onaura  : 

el  par  conséquent  aussi, 

«-  =  >'+!. 

Donc  m  ne  peut  être  que  n  ou  n.  Posons  donc  m  ^z  nx.  On 
a  par  hypothèse  : 

doù  Ion  lin-  : 


—  661  — 

Or  la  plus  petite  vaieur  k  donner  à  ac  |)our  que  le  second 

nombre  soit  p^'  est  1  si  A  est  p^  et  p  dans  le  cas  contraire. 
Doncj:  =  1  ou  p,  Doncm=/t  ou;?/»,  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  Si  n  est  le  nombre  des  termes  de  la  période  de  a 
dans  le  système  p  et  dans  le  système  p*,  />•, p\  etc.^  jusque 
/?'■*"*  exclusivement^  le  nombre  des  termes  de  la  période  de  a 
dans  le  système  p^*  sera  np'^  ('). 

D'après  l'hypoihcsc  on  a  : 

(1)  a"  =  A/+l, 

A  étant  premier  aTcc/;.  La  période  de  a  ne  pouvant  être  de 
n  termes  dans  le  système  />*"*^,  sera  nécessairement  de  np 
termes  ;  posons  donc  : 

{'2)  rt"'=  A>''+'+1. 

Je  dis  que  A'  est  aussi  premier  avec  p.  £n  effet ,  élevons 
les  deux  membres  de  (1)  à  la  puissance/?»  nous  aurons  : 

a-=l+^A,,^  +  ^Jf^Ay^-^... 

=  l+^^+'A(l+;;); 

donc 

A'=A(/^  +  l). 

A'  est  donc  premier  avec  p.  II  résulte  de  là  que  le  nombre 
des  termes  de  la  période  de  a  dans  le  système/?*^*  ne  peut 
être  np  ;  ce  nombre  sera  donc  w/>*,  conformément  à  l'énoncé. 

On  prouverait  de  même  que  la  période  de  a  est  de  np^ 
tcmespar  rapport  à  y*  ^  de  np*  par  rapporta  p*""^*,  et 
ainsi  de  suite.  Donc,  etc. 

M.  Théorémb.  //  existe  des  racines  primitives  dans  tout 

(*)  V.  u  H,  p.  14,  un  «nicle  de  M.  Thibaut. 
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frjslême,  dont  la  hase  est  une  puissance  d'un  nombre  premff 
impair. 

Soit  a  une  racine  primilive  dep-,  si  la  période  de  a  par 
rapport  à // n'est  pas  de p — t  fermes,  la  përiodo  de  a  par 
rapport  k  p^  sera,  d*après  le  corollaire  précédent,  de 
p^*  (  p  —  f  )  Icrmes.  Pooc  a  sera  racine  primitive  ûcp^\  quel 
que  soit  A. 

Si  la  période  de  a  dans  le  système  /?'  est  du  //  —  1  termes» 
comrae  dans  le  sjslcme  p^  en  sorte  que  l'on  ait  : 


PW^H 


Posons  : 
nous  aurons  -, 


ï''^'  =  Ap*  4- 1 . 


a'  "-'  =p'  +  (p  —  1  )pa''-^ 4-  a'-' 
=p'~\-{p^i)pa^'-^4-i. 

Oo  voit  par  là  que  a^^'  n'est  pas  /?  -1- 1.  Donc  îa  période  de 
/î'  n*a  pas  le  mérne  nombre  de  termes  dans  les  systcnies;!  eip*. 
Donc  la  période  de  a'  par  rapport  à  p^  sera  de  p*^"'  (/?  —  1) 
termes ,  et  n'  sera  racine  primitive  de^''. 


(La  fin  prochainement). 


NOTICE 

Sur  la  RhythmomachiCy  ou  combat  de^  nombres. 


-côAns 


11  est  Irès-Iicureux  qull  y  ait  des  noms  très*côlinn'S 
portés  par  des  hommes  vus  à  travers  une  telle  dj^is- 
scuT  de  siècles ,  que  leur  existence  même  est  douteuse. 
Cf^s  iUustres  inconnus  servent  admirablement  noîrc  igno- 
rance, surtout  en  fait  d'origines.  Ainsî,  quand  les  anciens  ne 
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savaient  à  qui  attribuer  un  travail  ayant  exigé  l'emploi  d'une 
grande forrc  physique,  ils  nommaient  Hercule.  S*agissait-îl  d» 
musique,  de  poésie  ,  on  désignait  Amphion,  Orphée,  elc; 
de  sciences  physiques,  chimiques,  astronomiques,  on  dési- 
guait  Atlas,  Hermès,  Mercure,  etc.  —  Tous  ces  noms 
passablement  vieilli<y  sont  tombés  en  désuétude.  Un  seul  s'est 
conservé  et  e>t  encore  souvent  prononcé  ;  c*est  Pythagore. 
Aucun  de  ses  ecriis ,  si  toutefois  il  a  écrit,  ne  nous  est  par- 
venu; on  ne  sait  dans  quel  pays,  dans  quel  siècle  il  a  vécu. 
£1  ayant  recommandé  le  silence  ù  ses  adeptes,  on  leur  fait 
dire  ce  qu'on  veut  ;  ce  qui  est  forlcommode.  Ainsi ,  comme  on 
ne  connaît  d'aucune  manière  Tauteur  de  lespèce  de  jeu  de 
dames  connu  sous  nom  de  Khythniomachie,  il  est  tout  naturel 
d'en  faire  remonter  Tinvcntion  à  Pylhagore.  Cest  ce  qu'on 
lit  dans  un  ouvrage  très-rare  dont  nous  avons  extrait  celte 
notice  :  Le  titre  in  extenso  est  «  Nobilissimus  et  anliquis- 
Mmus  ludus  Pytha;;orous  (qui  Khylhmomachia  nominalur) 
in  utilitatem  et  relaxalionem  studiosorum  comparatus  ad 
veram  etfacilem  proprietatem  et  rationem  numerorum  asse- 
quendam,  nuuc  tandem  per  Claudium  Uuxerium  Delphina- 
tem  illustratus.  Lutetiov  apud  Guliclmum  Cavellat ,  sub 
pingui  gallina,  ex  adverso  collegii  Canieracensis  ;  abacuset 
calcul!  vœneuut  in  Palatio,  apud  Joannem  Gentil.  1556^ 
in-12  de  cinquante-deux  feuillets.  »  On  n'a  numéroté  que  le 
recto.  Au  milieu  de  la  page  du  titre,  on  voit  une  grosse  poule 
entourée  d'un  cercle,  autour  duquel  on  lit  :  in  pingui  gallina. 
Claude  £oissiére ,  né  dans  le  diocèse  de  Grenoble ,  et  auteur 
de  quelques  autresouvrages  f),  professait  les  mathématiques 
i  Paris.  11  a  dédié  cet  ouvrage  à  Antoine  Escalin  des  A  imars, 
baron  de  La  Garde ,  célèbre  général  des  galères  sous  Fran- 
çois T'  et  Charles  IX;  une  année  auparavant,  en  1555, 


(*)  Art  d'arilhmélique  et  art  poétique ,  deux  Iriiléi  imprimés  à  P«rii,  ehet 
Auaiet-BricTC  en  1551. 
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I  auteur  avait  publié  k'  même  ouvrage  eu  français.  On  fit 
dans  il  dédicace  :  <c  Sed  cum  anno  superîore  lionc  philoso- 
phum  ludum,  cuî  nomcn  mi  lUiythmomachia  ,  ad  rnenieii] 
tuam  levandam  E^alUco  sprinone  edidissem,  Ic!  non  gravtler 
el  malestè  lamrum  judicavt»si  idem  denuô  lalioîlale  donati» 
in  omnium  coDspectu  ,  celsilatis  tua>  claiitate  lUu&lraluâi 
apparea(».  Celle  édittou  française  est  encore  plus  rare. 
Nous  allons  donner  une  description  succincte  de  ce  jeu  qui; 
à  ce  qu'il  paraît  »  se  jouait  encore  à  la  lîn  du  seia^ièmc  siècle, 
puisqu'un  marchand  élabli  au  Palais  rendait  le  dacoier  et 
les  pièces. 

jébaque  ou  damier. 

Le  damier  est  un  rectangle»  divise  en  casca,  tmit  eu  hau- 
teur et  seize  en  largeur  ;  ou  bien  encore  16  sur  !  6. 

PièccB  ou  jetons. 

Il  j  a  eu  tout  48  pièces;  16  de  formes  rondes  i  16  trian 
gulaires  el  16  carrées,  el  deux  pièces  comme  les  tours  aux 
échecs  ;  maïs  au  lieu  d'<?tre  cylindriques,  ce  sont  deux  pyra- 
mides. 

Nombreê  imcrits  sur  les  pièces^ 

Ceci  exige  que  nous  rappelions  les  noms  qa*oii  doQuait 
autrefois  à  certains  rapports  géométriques. 
Bapporis  multiples  a  :  an 

Rapports  superparhculieri  a  i 

Rapports  superpartientn  a  _i_  |     - 

a  ^X  n  sont  des  nombres  entiers  ;  et,  selon  que  n  est  pair 
ou  impair ,  les  rapports  sont  dits  pairs  ou  impairs. 

A  ce  jeu  le  premier  terme  a  An  rapport  est  dit  le  postulant 
(pe titor)  et  le  second  terme,  le  postulé  (poslulalus)  ;  c*esl  du 


n 

a{2n  +  i) 
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moins  les  noms  que  Boissière  leur  donne.  Tous  les  nombres 
inscrits  sur  les  jetons  ronds  donnent  des  rapports  multiples 
psirs  on  impairs;  les  jetons  Iriangolaires  représentent  des 
rapports  superparticuliers  et  les  jetons  carrés  sont  ré- 
glés par  des  rsïpporXs  superpartients. — Les  jetons  à  rapports 
jMÛ's  sont  de  même  couleur,  que  je  suppose,  blanche,  et  les 
rapports  impairs  d'une  autre  couleur,  que  je  suppose  noire. 
Ainsi  il  y  a  24  pièces  blanches  et  24  pièces  noires.  Cela  posé, 
oo  comprendra  tous  les  nombres  inscrits  dans  ce  tableau , 
nous  désignons  les  postulants  par  P  et  les  postulés  par  /?. 


Jetons. 

Ronds. 

P.  blancs. 

2. 

4. 

6. 

8. 

p.      id. 

4. 

16. 

36. 

64. 

P.  noirs. 

3. 

5. 

7. 

9. 

p.      id. 

9. 

25. 

49. 

81. 

Triangles. 

P.  b. 

6. 

20. 

42. 

72. 

p.  b. 

9. 

25. 

49. 

81. 

P.  n. 

12. 

30. 

56. 

90. 

p.  n. 

16. 

36. 

64. 

10O. 

Carrés. 

P.  b. 

15. 

45. 

9t. 

153. 

p.b. 

25. 

8t. 

169. 

281. 

P.n. 

28. 

66. 

120. 

190. 

p.  n. 

49. 

121. 

225. 

361. 

La  ligne  P  b  des  triangles  se  forme,  en  ajoutant  terme  à 
terme  les  lignes  Pb  eip  b  ios  ronds  et  la  ligne  Pn  en  ajou- 
tant terme  à  terme  les  lignes  P  n^  pn  des  ronds.  , 

De  même,  la  ligne  P  b  des  carrés  se  forme,  en  ajoutant 
terme  à  terme  les  lignes  Pb^pb  des  triangles. 

9  =  6  +  ^*  .6;     25=20-f-i.  20,  etc 

25  =  15+^.  15i     81=45+^.45,  .  .  .etc. 


f ,  Pyratniileblanche  à  assises  paires,— Elle  cslformt'e  de  six 
Qssîîics  disposées  l'une  nu-dessus  de  laulrCi  et  chacune  ctaot 
im  parallélipipcde  rectnn^îe  h  base  carrée  î  sur  les  deux  faces 
verticales  ailjaceoles  de  ta  première  assise  qui  serl  de  base, 
un  lil  respectivement  les  nombres  6  el  36,  sur  la  deuxième 
1rs  nombres  5  et  25  ;  sur  la  Iroistème,  4  el  16;  sur  ta  qua- 
trième on  lit  3  el  9;  sur  la  cinquieuie  â  cl  4,  et  sur  la  der- 
nière 1  et  î  ï  les  assises  vont  eu  diminuanl  de  grandeur,  sui- 
vant les  rapports  de  ces  carrés  î  de  tiorte  que  le  toul  forme 
une  pièce  pyramidale  j  sur  la  face  horizontale  de  Tassise  ler- 
injnate,  on  écrit  le  nombre  91  —  1+4+9+1^+^25+36.  Lejelon 
Ul  des  Pb  des  carrés  est  supprimé,  la  pyramide  en  tenant  lieu, 

2.  Pyramide  noire  à  assises  impaires  —Elle  est  formée 
do  5  assises;  celle  du  bas  porle  8,6ij  ensuite  7,49,  6,36, 
5,2b  j  4,16.  De  sorle  que  ctle  pyramide  est  tronquée;  sur 
la  base  lermiualc  on  écrit  f  90— IG-f  25+36+ il}+C4  ,  ot  ou 
supprime  le  jeto:i  portant  même  nombre  dans  les  Pn  des 
carrés.  Ainsi,  les  deu^  pyramides  comprises,  il  n'y  a  en  toul 

que  48  pièces. 

Diiiponimn  initiale  du  jm. 

Les  blancs  Jouent  conire  les  nuirs  ;  le  damier  contient  16 
lignes ,  clmcunc  de  8  cases  ;  8  de  ces  lignes  forment  le  cliamp 
des  blancs  elles 8  autres  le  cliamp  des  noirs.  H  sulFit  d'indi- 
quer la  position  initiale  des  blancs;  car  les  noirs  se  placent 
s^inélriquement  par  nipport  à  la  lii;ne  médiane. 


a 

6 

h 

2 

S** 

8t 

72 

6/4 

30 

IG 

ù 

6 

9 

ligue. 

153 

âo 

A3 

ao 

55 

43 

15 

1'* 
tigtie.  1 

2»y 

JOÎ> 

SI 
<*iirr* 

25 

tarré 
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Marche  des  pièces. 

Toutes  les  pièces  ont  la  mémo  marche ,  celle  de  la  tour 
aux  échecs  ;  en  avant  et  en  arrière  sur  la  même  colonne, 
de  gauche  à  droite  et  vice  versa  sur  la  môaie  ligne,  la 
marche  oblique  n'existe  pour  aucune  pièce. 

Règles  du  jeu  des  jetons. 

Première  règle.  Si  entre  la  pièce  de  valeur  A  et  la  pièce 
adverse  de  valeur  /t  A,  existe  n  case  vide  ;  et  si  c*cst  le  tour 
à  la  pièce  A  de  jouer,  cUu  s'empare  de  la  pièce  //  A  ;  mais 
reste  à  sa  place  et  ne  prend  pas  la  place  de  n  A  comme  aux 
échecs.  Ainsi,  si  les  deux  pièces  sont  de  môme  valeur,  il  ne 
doit  y  avoir  qu'une  case  d'intervalle. 

Deuanème  règle.  Si  deux  pièces  A  et  B  de  môme  cou- 
leur ont  entre  elles  une  pièce  C  de  couleur  opposée  et  tede 
qu'on  ait  C=A+B,  elles  s'emparent  de  la  pièce  C. 

Troisième  règle.  Si  une  pièce  est  entourée  dans  les  quatre 
cases  voisines  de  quatre  pièces  adverses,  elle  est  prise. 

Règle  du  jeu  des  pyramides. 

La  pyramide  équivaut  à  autant  de  jetons  qu'elle  a  d'as- 
sises, et  ces  assises  sont  soumises  aux  règles  précédentes  des 
jetons  ;  exemple  :  Le  5,  rond  noir  devant  jouer  se  trouve  sur 
la  m0me  ligne  que  la  pyramide  blanche,  et  il  y  a  5  cases  vid(*s 
d'interval^  ,  or  5x5  font  25  qui  est  inscrit  sur  l'assise  5;  la 
pyramide  a  le  droit  de  se  racheter  et  l'adversaire  prend  un  25 
parmi  les  jetons.  Mais  si  ce  25  était  déjà  pris,  selon  les  an- 
ciens, les  noirs  n'ont  droit  à  rien  ;  mais  selon  Boissière,  les 
noirs  peuvent  prendre  une  piècequelconqueà  volonté^  si  c'est 
la  base  de  la  pyramide  qui  est  attaquée  elle  perd  le  droit  de 
rachat  et  est  enlevée  ;  on  voit  aussi  combien  la  pyramide  a 
d'avantage  pour  enlever  des  jetons  au  moyen  de  ses  assises. 
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Conventions  du  jeu  nlatives  au  gain. 

Les  conventions  sont  de  deux  genres  .  V  commuDa; 
â**  distinguées* 

Conveniiom  communes.  Le  gagnant  Ûoll  avoir  le  pitii 
grand  nombre  Je  pièces ,  ou  bien  te  plus  grand  nombre  de 
points  en  prenant  ta  valeur  numérique  des  pièces  pour  au- 
tant de  points  ou  bien  te  plus  grand  nombre  de  chiffres; uo 
peut  encore  combiner  ces  conventions  ensemble. 

Conventions  distinguées.  Elles  ^ont  de  trois  sortes  ; 

V  La  grande  victoire.  Quand  on  parvient  à  faire  entrer 
dans  le  champ  de  l'adversaire  trois  nombres  formant  une 
proportion ,  ou  géométrique,  ou  arithmétique ,  oti  harmo- 
nique. 

,  2'  La  victoire  majeure.  Si  Ton  parvient  à  faire  passer 
dans  le  champ  de  l'adversaire  quatre  nombres  tels  que  trois 
forment  une  de  ces  proportions  et  trois  une  autre  de 
ces  proportions.  Exemple  :  2,  3,  4,  8,  où  Ton  trouve  2,  3,4 
proportion  arithmétique,  2,4,  8  proportion  géométrique , 
ou  bien  3,  4,  5,  15;  ici  3,  4,  5  forment  une  proportion 
arithmétique  i  3,  5,  15,  une  proportion  liarmonique. 

3***  La  mctoire  suprême.  Lorsque  les  quatre  nombres  pré- 
sentent en  même  temps  les  trois  proportions.  Exemple. -2,  3, 
4j6,  on  y  trouve  2, 4,  6  ;  2, 3  :  :  4,  6  ;  2,  3, 6  proportion  harmo- 
nique.—Il  est  facile  de  trouver  quatre  nombres  qui  jouissent 
de  cette  propriété,  tjoissiérc  donne  ensuite  (feuillet  41, 
verso)  la  description  d'un  autre  jeu  Rhylhmomachique,  dit 
des  CkaldéenSy  et  qu'il  a  trouvé  dans  un  opuscule  anglais, 
traduit,  à  ce  qu  on  dit,  du  cbaldéen,  et  qui  lui  a  été  comma- 
nique  par  un  Anglais ,  nommé  Thomas  Topcliphe^  dont  il 
fait  un  éloge  fort  singulier  en  ces  termes  :  «  Vix  exceilen- 
tiore  et  cruditiuuc  et  boncstate,  quam  \ix  quisquam  de 
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anglo  homine  sibi  posset  persuaderc  :  ncqac  hoc  dic(um  Te- 
lim,  quô  quis  oxislimct  me  anglici  nominis  majestalem  velle 
immiDuere  (nam  Anglos  aliis  hominibus  infcriorcs  cssc  non 
jadico),  scd  quôdabsoluta  hominis  perfcclio  maximœ  mihi 
sil  admirationi.  '•  On  voit  que  les  sots  préjugés  nationaux, 
même  entre  savants  ne  datent  pas  d  aujourd'hui. 

Dans  ce  jeu  chaldêen  les  pièces  sont  les  mêmes  que  dans 
le  jeu  Pythagoricien,  mai:»  la  marche  est  difTérente.  Les 
ronds  ne  peuvent  avancer  qu'obliquement  et  d'une  case 
seulement;  les  triangles  marchent  droit  et  trois  cases,  à 
partir  de  celles  qu'ils  occupent  ;  les  carres  de  quatre  case^, 
aussi  à  partir  de  celles  qu'ils  occupent  et  toujours  droit. 
Pour  se  sauver  d'une  attaque,  une  pièce  peut  sauter  comme 
le  cavalier  aux  échecs ,  et  une  pyramide  marche  comme  la 
reine  aux  échecs.  Les  pièces  se  prennent  par  addition,  sous- 
traction, multiplication,  division.  Cet  énoncé  peut  suffire. 

Boissiëre  cite,  parmi  les  anciens  qui  se  sont  occupés 
de  Rhythmomachie ,  le  pape  Gerbert,  du  onSième  siècle-, 
Hermanuus  Contractus  (le  rachilique),  auteur  du  trei- 
zième siècle,  Nicolas  Oreslinus,  et  parmi  les  contempo- 
rains Orontius  Finœus,  et  surtout  le  célèbre  et  malheureux 
Jac<]ue8  Fabre  d'Etaples  qui  a  joint  à  son  édition  (pre- 
mière, 1496,  deuxième,  1514)  de  l'arithmétique  de  Jordanus 
Nemorarius,  auteur  du  douzième  siècle,  un  appendice  de 
quatre  pages  in-folio,  sous  forme  de  dialogue  sur  laRithmo- 
niachie.  Il  a  dédié  cet  opuscule  àBcrnardoYencario,doctori 
medico  numerorum  amatori.  On  sait  qu'autre  fois  les  méde- 
cins ne  négligeaient  pas  les  mathématiques  ;  ce  même  doc- 
teur dit  en  parlant  de  ce  jeu:  «Ludum  numerorum  non 
illiberalem ,  quem  deceat  studiosos  adolescentes  cognocero, 
ne  nimium  tctrice  videantur  adventasse  disciplina ,  et  quo 
interdum  studii  defessi  primi  earum  tyrones  solentnr  ani- 
et  cam  util!  ocio>  tum  honesto,  vires  custodiant  inco- 


—  070  — 

lunics.  Talcprapfccto  consiliummcdicum  dccuit  *,  Toulon 
reodauL  jusltce  aux  bannes  intentions  qui  ont  dicté  ce  con- 
seil,  notis  croyons  que  les  exercices  gy  mnasLj^jues  sonl  plus 
propres  à  conserver  les  forces  aux  jeunes  gens  que  les  jeux 
rhyihraornachiqucs  les  plus  railînês.  Nous  revicadrons  sur 
celte  édition  curieuse  de  Jordan  dont  la  seconde  est  S4jrlic 
des  pressf^s  de  Henri  Elienne  Fancien.  L*ouvrage  de  Bois* 
siérc  rst  Icrininê  par  le  diiïlogue  cité  cî-dessas  de  Fabre, 
qui  a  lieu  enire  Alcnieon  ,  disciple  de  Pylhagore,  et  deux 
jeunis  gens»  Batlalle  et  Bronlin  ;  coolient  une  description 
très-succincte  du  jeu,  et  seroit  iniuleiligible  sans  le  travail 
de  Boissière.  Un  auteur  italien  s'en  est  aussi  occupé  dans 
un  opu«;cule  qui  a  pour  titre  -  «  Il  nobîlis^imo  *i  antiqnis- 
sîmo  Giuoco  Pythagoreo,  nominalo  RyLiimomacliia,  civé 
battaglia  de  corisonantie  de  nomerîi  rilrovalo  per  ulililà  et 
solazzo  delli,  studios!  et  al  présente  per  Francesco  Biirozn 
genlilhuomo  veneliano  in  lingua  vuîgare  in  modo  di  Para- 
phrasi  cotnp(*toJn  Yeiietia,  1572,  p.  in-4.  >• 

Ean>^;£i  a  esc  traduit  en  allemand  parGustavo  Setenus  qui 
Ta  joint  avec  des  gloses  lirées  de  Hoissière  ,  à  son  ouvrage 
sur  le  jeu  des  ccliecs.  Das  Schacli  Oder  Koenigs-Splcl  von 
Guslavo  Seleno;  Leip. ,  1617,  in-folio,  Kous  trouvons  ces 
renseijînements  dans  rhistoirc  des  mathêmaliques  de  Kaesl- 
ner,  iiv.  I,  art.  Jordanus  ;  histoire  qui  mériterait  de  trouver 
lin  Iraducteiir* 

Nous  devfin'î  a  M.  Cfiasles  la  communicnlion  de  l'ouvrage 
de  lîoissicre^sojetdecetle  nolice;  il  fait  partie  de  la  précieuse 
cxdieelion  nialhémalique  dont  noire  excellent  géomètre  fait 
un  si  fécond  emploi,  un  si  libéral  usage. 

Bans  une  lettre  à  M.  Letronnc  sur  un  abacus  athénien 
insérée  dons  la  Hevuc  archéoiogiquc  du  1 5  septembre  dernier, 
M,  le  professeur  Vincent,  adirés  avoir  expliqué  avec  son 
crudiiion  ordinaire  rt  avec  une  grande  lucidité,   Tusage 


J 


-  671  - 

arithmétique  de  cette  table  à  compter,  conjecture  qu'elle  a 
pu  servir  simultanément  comme  tableàjouer,  comme  table 
rhythmomachiquo.  11  est  probable  même  que  ces  tables  ont 
donné  naissance  à  nos  jeux  de  cartes  qui,  à  certains  égards, 
ne  sont  que  des  combats  de  nombres.  Les  arithméticiens 
des  deux  derniers  siècles ,  tels  que  Legendre ,  Uaréme ,  con- 
tiennent encore  des  règles  pour  calculer  avec  des  jetons 
(îrewoi);  dc  là  aussi  Torigine  connue  de  chambre  de  Véchi" 
quier  pour  chambre  des  comptes;  encore  de  nos  jours,  les 
rosaires  et  les  chapelets  sont  des  abaques  linéaires. 

Tm. 


SIMPLIFICATION  DANS  LA  SOUSTRACTION 

de  deux  fractions  numériques;  d  après  M,  Bardel  j  ancien 
bénédictin,  (  Comptes  rendus  de  VAcad,^  î2™«  série,  1835, 
p.  44). 


„         rt        c        aid—c) — c(b — a)   ,  .i        .   * 

On  a  :  r-  —  -  = '     ^ j  lorsquea  et  6,  c  et  il 

dilTèrent  peu ,  lo  numérnieur  du  second  membre  est  plus 
facile  à  effecluor  que  le  numérateur  ordinaire  ad — bc. 


QUESTIONS. 


134.  La  surface  d'un  cylindre  oblique  à  base  circulaire ,  est 
égale  à  celle  d'un  rectangle  dont  un  colé  serait  le  diamètre 
de  ce  cercle ,  et  Tautre  côté  la  circonférer.ce  d'une  ellipse  , 
ayant  pour  axes  principaux  la  hauteur  et  1  arête  du  cyliudiv. 

Brinkley. 
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\  35.  QueUe  relation  doit  exister  entre  le  eôié  d'un  triangla 
isocèle  et  la  base,  pour  que  la  bissectrice  de  l'angle  à  la  b^se 
ait  un  rapport  doîjne  avec  le  côlé  du  Iriangle?     *  (Vikte:). 

13B.  Conslruirc  le  quadrilatère  dont  on  connaît  :  t*»  une 
diagonale  ^  â**  les  an  cries  qui  ont  leurs  sommeU  aux  cxtré- 
luitéa  de  celle  diagonale  j  3**  les  projectioas  des  deux  autre» 
sommets  sur  cette  diagonale.  Discuter  le  cas  particulier  où  les 
angles  donnés  sont  droits,  (Piobert). 

1 37,  L'enveloppe  des  bases  de  tous  les  triangles  rectîïîgnes 
qui  ont  un  angle  commun ,  et  mdme  périmètre  est  un  cercle. 

Même  propriété  pour  le  triangle  sphérique. 

i38.  Une  parabole  ayant  le  foyer  fixe  et  touciiantune  co- 
nique iloïinée,  de  même  foyer;  si  l'on  mène  par  le  foyer  une 
droite  faisant  un  angle  constant  avec  Taie  variable  de  la  pa- 
rabole, le  lieu  du  point  d'intersection  de  celte  droite  et  de  la 
parabole  variable  càl  une  conchoïde  du  ccrcïe  (Limaçoo  de 
Pascal).  (Ch4slesJ. 

139.  Connaissant  le  dividende,  le  diviseur  et  le  résidu 
d*uue  division ,  comment  Irouve-t-on  les  chiffres  du  quotient 
de  droite  à  gauclie  ? 


ANNONCE. 


Traité  DALGèuRB,  par  E,  Gentil,  ingéuieur  au  corpf 
royal  des  raines»  anciea  élève  de  l'Ecole  polyteclinique* 
Première  partie,  Paris,  librairie  de  Firmîn  Didot  frères^ 
rue  Jacob ,  56 ,  et  chez  Tauteur ,  rue  de  Lille ,  90 ,  1816  , 
in-V  de  181  pages. 

^La  seconde  partie  est  sous  presse,  et  paraîtra  fin  décembre. 
Les  dcui  parties  se  vendent  séparément). 
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CONSTRUCTION 
iM  nortMÀn  à  la  parabole  par  un  point  prU  iur  la  parabole. 


{Fig,  58.)  Parle  point  M  abaissez  MP  perpendiculaire  sur 
l'axe ,  et  prolongez  j  usqu'en  M' symétrique  de  M . 

Prenez  PN  =  -  OA  =p^  demi-  paramélre  de  la  parabole. 

MN  est  une  des  normales.  Joignez  AM' ,  et,  par  le  point  I , 
milieu  de  OA ,  menez  IH  parallèle  à  AM'. 

Si  AP  >>  4p^  c*est-à-dire  si  le  point  est  au  delà  de  la  dc- 
TeloppceEDF,  IH  coupera  la  courbe  en  deux  points  N',  H"; 
MN',  MN"  sont  les  deux  autres  normales. 

Si  M  se  confond  avec  le  point  E,  IH  sera  tangente  à  la 
courbe,  et  il  n*y  aura  que  deux  normales. 

Si  M  est  en  deçà  du  point  £,  IH  ne  rencontrera  pas  la 
courbe ,  et  il  n'y  aura  qu'une  normale. 

2.  {fig.  59)Sile  point  M  est  sur  la  développée  EDF,  abaissez 

l'ordonnée  MP  et  prenez  Dl  =:  -  DP  ;  MIN  est  normale  en  N. 

ô 

Ëlevez  l'ordonnée  NQ,  et  prenez  QR  =  2NQ  ;  puis  menez 
RN'  parallèle  à  Taxe,  MN'  est  normale  en  N'. 

Je  crois  qu'il  est  possible  de  tirer  parti  de  ces  construc- 
tions et  de  les  appliquer  aux  cas  où  le  point  M  se  trouTe  au 
delà  oaen  deçà  de  EDF. 

Les  correspondants  similaires  peuvent  conduire  à  la  solu- 
tion du  problème.  (Y.  t.  II ,  p.  186.) 

Am.  »i  MàTBAii.  V.  kk 
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THÉORÈMES 

iUf  les  angie$  des  polygones  plans  convejres  ei  des  polygontf 

sphériquts  convtœen. 

PAS.  M.  O.  ^OSJf , 

Élève  en  mathèmiUquef ,  à  Mirutille. 


TfiÉonËME  L  Dans  tout  polygone  plan  convexe  »  ayant  plus 
de  qualrecôlés,  le  notnbrc  <lesangles  droits  ajouté  au  nombre 
dG§  angles  aigus  est  toujours  moindre  que  quatre* 

Démonstration  Si  lient  o^  d^  a  le  nombre  des  angles  obtus, 
droits  et  aigus  d'un  polygone  convf^xe  de  n  rôtés;  on  a  donc 
ù-\-d-\-  ai=  n\  chaque  angle  oblus  est  moindre  que  deni 
droits  \  donc  (2o  -\-  d-\-  a)  surpasse  le  nombre  de  droits  con- 
tenus dans  la  somme  des  angles  du  poljgone;  de  là  Tinêga- 
lilé  âo  Hr  rf  +«  >  2/1  —  4.  t!^liminant  o  au  moyen  de  I e- 
quatioti  »  il  vient  "àn  —  d — ^  a  >  2n  —  4  ;  donc  é?  +  a  <  4, 
c  q,  f.  d. 

Corollaire,  te  nombre  des  angles  obtus  surpasse  n  —  4 

Throrèmk  II.  Même  énoncé  pour  Iv  polygone  spliénqne 
convexe. 

Démonstration.  Conservons  la  même  nolation;  un  triangle 
spbërique  coniienl  2(1  -|-e)  angles  dièdres  où  e  représente 
Texcés  spbéfique  moindre  que  Funiltv  l^onc  un  |>oIygor»e 
de  n  eûtes  conlient  2«  — 4  +  2e  angles  droits,  où  e  es!  la 
somme  des  n~4  extés  sph*3riqups  répondant  aux  «  —  2 
triangles  qui  composent  le  ptdyu^one.  Raisonnant  comme  ci- 
dessus  ,  on  obtieni  rinégalité  :iw  —  («  +  d)  >  2n  —  4^-  3c, 
Il  est  évident  que  2e  doit  être  moindre  que  4.  Donc 
a+d  <iC  4  —  2e,  ^t ,  d  fùrtiori^  /i  +  #3^  <  4. 


■U\  M»  !► 
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Carollaîre  1.  Dans  an  angle  adide  conrexe,  Jl^  ^gtombre 
dea  angles  dièdres  droits  ajoutés  au  nombre  des  angles  diè- 
dres aifos  Ml  noindre  que  4. 

CSonoUotre  S.  Soîl  S  le  nombre  des  sommets  d'un  poljfèdre 
conTexe  ;  le  nombre  total  des  angles  dièdres  droits  et  afgoà 
est  moindre  que  4S. 

Corollaire  S.  F  et  A  étant  le  nombre  des  faces  et  des 
arêtes,  ou  a  la  relation  d'Enter  S  +  F  =3:A  +  S.  Donc  le 
«Mibre  total  des  angles  dièdres  droits  et  aigns  est  moindre 
4iie4A— 4F+S. 

Note.  Les  deox  théorèmes  se  déduisent  directement  de 
cette  considération.  Dans  un  polygone  plan,çonYexe,la  sonune 
des  suppléments  des  angles  est  égale  à  quatre  droits,  et  dans 
on  polygone  spbérique ,  à  moins  de  quatre  droits. 

Tm. 


MÉMOIRE 

sur  la  théorie  des  résiduê  dan$  les  proportions  géométriques  {fin). 

(  Voir  p.  175.) 

PAU  M.  a.  PaOUHBT, 

Profcpffeur  w  e^Vége  roy«l  d'Aach.  '    ■' 


27.  ThAorèmb.  Dans  tout  système  dont  la  hau  P  eil  pm 
puissance  d'un  nonAre  prêter  t^ipaîr,  si^  ^,^n 4iW^W  de 
î(P},  àp  aura  i(n)  périodes  4$  n  t^frum^. 

Soit  a  une  racine  primitive  du  système  .P;  JKMOfn 
i(P)  s  mn  ;  si  on  prend  dans  la  période  de  a  un  terme  ^nt 
le  rang  soit  mii',  n'  étant  preqsier  av^  n ,  la  périod/^  engen- 
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f(P) 

ûrév  par  ce  lermp  sera  de  - —  ,  ou  «  ternîtes,  d'après  la  régie 

du  e"  10.  Or,  comnie  ou  peul  pn^odre  pour  /i^tous  les  nom- 
bres ifirèrieurâ  v\  premiers  à  n ,  oo  voit  qu'il  y  aura  dans  la 
période  de  a  i{n)  nombres  cngendratU  des  périodes  de  n 
termes,  c,  q  T  d. 

Remarque.  Cette  déit>on'!lrîition  Tail  crnirc  qoe  le  théorème 
a  lieo  dans  tout  systèjucqui  possède  une  période eomplèïe. 

28.  TfiÉonÈUE.  Lorsque  la  base  P  est  une  puissance  éTwa 

nombre  premier  impair^  ta  m^™^  colonne  du  sysième  contient 

tous  len  termes  d'une  période  dont  le  nombre  des  termei  €$t 

i(P) 

—,  d  étant  kplus  grand  commun  diviseur  de  m  et  i(P). 

Soiï  a  one  racine  primitive^  et  ?;npposonâ 
,,       *  ^"  =  P+^. 

La  période  de  a  relaliveroent  à  P  sera  de  —j-  termes  (10\ 

Or  de  régal i té  précédente  on  lire  : 

(air=  p  +  aK 

Mais  a,  a\  a*  donnent  pour  résidus  tous  les  nombres  infé- 
rieurs el  premiers  à  P.  Uimç  ces  nombrils  i  Je  vt's  à  la  /?!*•■*  puis- 
wance  donneui  lous  les  termes  de  la  [)érir»de  de  a;  donc  ta 
m**"*  colon  ue  renifiTmera  tous  les  résidus  de  celte  périiide , 
c.  q.  r.  d, 

20.  Théobème.  TouUs  choses  étant  posées  comme  cm  théo- 
rème précédant ,  le  même  résidu  se  répétera  d  fois  dam  la 
même  colonne. 

Soil 
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une  périorie  de  d  termes ,  oo  aura  ^  s  P-|.  1,  et  par  oon- 
aéquenl  A,""  s  P-f  i,  puisque  m  est  d.  Il  soit  de  là  que 
a^b,"^  donne  le  même  résidu  que  a*".  La  même  chose  poaTanI 
se  dire  de  ^. ,  de  fr, ,  etc.,  il  en  résulte  que  le  nombre 

ab,j  ab^  ...  .  ab^^ 
ou  leurs  résidus  par  rapport  à  P,  éle?és  à  la  m^^  puissance, 
sont  tous  P -fa.  Donc  le  même  résidu  se  répète  au  moins 

i^fois,  et  comme  il  y  a  dans  la  m^^  colonne  —r^  résidus  diOé- 

d 

rents ,  on  ne  doit  pas  trouver  plus  de  d  fois  le  même ,  autre- 
ment la  m^"*'  colonne  renfermerait  un  nombre  de  ta'mes  su- 
périeur à  i(P).  Donc .  etc. 

30.  Si  Ton  a  bien  suivi  les  raisonnements  qai  précèdent , 
on  a  dû  voir  qu'ils  ne  s'appliquent  pas  au  cas  où  la  base  est 
une  puissance  de  H.  Voyons  co  qui  doit  se  pas<>er  dans  on 
par(*il  système. 

Si  P=2"',  /(!*)  =  2*"';  une  période  complète  devrait 
avoir  2*"^  termes,  mais  il  est  facile  de  voir  qu'aucune  pé- 
riode ne  peut  avoir  plus  de  2*""  termes.  En  «'ffet ,  on  a  iden- 
tiquement : 

....(àT^^  +  i). 

Le  second  membre  renferme  /n  —  1  facteurs  pairs ,  et  est 
par  conséquent  divisible  par  2*^  ;  mais  Tun  des  deux  fac- 
teurs a — 1 ,  a-f  1  est  divisible  par  4  ;  on  aura  donc  toujours, 
a  étant  on  nombre  impair  quelconque  : 

Ainsi  il  n*exiUe  pa$  de  racine  primiiive  abeohte  dans  te 
3t.  Dans  le  Bjfstème  qui  non»  oeeope,  il^t'lpAMsiblede 
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déteroiiner  directement  les  racines  priinitives  de  2"  par  rap- 
port à  2",  li  étant  au  plus  égal  km  —  2. 

îiou&  supposerons  d'abord  «>  t  ;  a  désignant  Taoe 
racines  cherchées,  qui  est  nécessairement  imfmire,  on  a  ideo^ 
tiquement  : 

«'"_  t  ^  {a—  1)  (a+i)  (^•^,ij(a''  +  l)....  (a^*"—  1). 

Les  facteurs  à*  +  <*'''  +1...,  sont  tons  divisibles  par 
Ssansl'étrt''  par  4.  La  plu!i  haute  puissance  de  2  qui  dirise 
leur  produit  est  donc  2"^-  Donc 

a*"  -  I  =  (a  — 1)  [ÛE+  i)  2"^*, 

le  second  membre  doit  Ôlre  divisible  par  2"  sans  Vétre  par 
2*"^*-  On  doit  donc  avoir  : 

L'un  des  deux  facteurs  a  —  I ,  ^  + 1 ,  est  divisible  par  2 
sans  rétrepar  4  ,  Tau  tre  devra  donc  ètreéjçal  à  g"^"  multi- 
plié par  un  nombre  impair.  Par  conséquent,  tl  y  aura  dent 
manières  de  satisfaire  à  t  égalité  précédente,  soit  en  posant 

a  —  i  =2*-*(2à4.i), 
ou  bien  : 

a+  t  =2*^(2^+1), 

et  alonta  devra  étr«  de  l'une  des  deux  formes  suivantes  : 

32.  VityoDs  maintenant  combien  il  y  aura  d'entiers  infé- 
rieurs à  2*  et  remplissant  ces  conditions. 

Prenons  d'abord  les  nombres  de  première  espèce.  On  ne 
peut  pas  supposer  ^2b  -}-  1  ^  S^-f-  I,  puisqu^on  eo  tirerait 
a>2'"  i  mais  on  p<?ul  faire  2é  4-  i  =  2*—  1 ,  ou  è—  2*^'—  i^ 


d 
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puisqu'on  en  tire  a  =  a*—  2*^  +  1  <  8* .  On  pourra  done 
prendre  pour  b  les  valeurs  suivantes 

0,  1,  2,  3  ....  2"^-  1, 

au  nombre  de  2"^.  Donc  a  est  susceptible  de  2"^  valeurs 
et  première  forme. 

On  verrait  de  même  que  les  solutions  As  seconde  fbme 
sont  aussi  au  nombre  de  2*^ ,  d'où  Ton  peut  conclure  ce 
théorème  : 

Dan»  It  système  2°^,  n  étant  compris  entre  2  et  2"^,  i7  y  a 
2"  périodes  de  2*  termes. 

33.  Jusqu'à  présent  ooiis  avons  supposé  it>>  1.  Si  n=:1^ 
on  a  à  satisfaire  à  Tégalité 

laquelle  est  satisfaite  par  rentier  1 ,  générateur  d'une  pé- 
riode d'un  terme  et  par  les  nombres 

2*^'— 1,  2*^  +  1,  â*— 1, 

associés  doubles  par  rapport  à  2**,  et  ^éqérateurs  de  pé- 
riodes de  2  termes.  Il  y  aura  donc  3  périodes  de  2  termes. 
Indiquons  maintenant  une  vériGcation  des  calculs  précé- 
dents. Ck)mme  nous  venons  de  le  voir,  il  y  aura  -. 

1  période  de  1  terme 

2  +  1  —         2 
2'                 —         2' 


Le  nombre  total  des  périodes  sera  donc  : 

1  -|_  (i  +2+2'+  ...  +  2—')  =  1  +(2"^'  -■l)  =  2"'-'' 
ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre. 
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S IV- 

Det  t>}fstém€s  de  périodes  dont  la  ba$e  e$i  un  nombre  compote- 
—  Des  résidus  dans  les  progressions  géométriques  quelcon- 
ques. 

34.  Supposons  que  les  letlres  A,  lî,  G...  L  représeoteot 
chacune  ou  un  nombre  pr entier  ou  une  puissance  d*un  nom- 
bre  premier  impair  différent,  el  posons  : 

P=  ABC  ...L; 

Soit  N  un  en  lier  premier  avec  P  et  générateur  d^nne  pé- 
riode de  /  terme»  d»i»s  le  système  A ,  de  ^  dans  le  système 
B,  etc.,  et  cherchons  quel  doit  être  le  nombre  des  tcrnaesde 
la  période  dans  le  système  P. 

il  s'agit  de  trouver  la  plus  petite  valeur  entière  propre  à 
satisfaire  à  réqu»Hnii 

N-  __  1  =  p. 

Or  on  y  s^ti^fera  évidemment  en  prenant  j:  à  la  foii 
tf,  p,  y,  ,.,^.  Donc  la  plo§  petite  valeur  que  Ton  pourra 
donner  à  j:  sera  le  plus  multiple  commua  de  a,  p ,  Yt  —  \ 
ce  que  nous  exprimons  ainsi  : 

jr^=  m{a,  p,  y,  ...  >.|. 

35.  Cherchons  maintenant  quel  est  le  plus  grand  Donabre 
de  termes  dont  une  période  puisse  se  composer. 

Les  ntïmbres 

*»    P^    7,     .  •  ^ 
doivt/Dtètre  respectivement  des  sous-multiples  de 

i(A),  t(B),  1(0,  ,,.i(h). 
Donc  on  aura  : 

m(«,  p,  y,    .*  >)  ^mii{h),  £(BK  HCh     •*(!-)], 


J 


—  est  — 

mais  i(A) ,  i (B),  . . .  ((L)  sont  des  nombres  pairs ,  par  coosé- 
quent  non  prenaien  entre  eax.  Leur  pins  petit  multiple  codh 
mnn  est  donc  inférieur  à  leur  produit  on  à  /(P).  Donc  oo 
aura: 

Ainsi  il  n'y  a  pas  de  radneê  primitivei  dam  Umi  sysMnit 
doni  la  base  est  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  im^ 
pairs. 

36.  Posons 

A=m[i(A),i(B),  1(0,  ...«(L)], 

et  désignons  par  L  un  sous-multiple  de  K ,  je  dis  qu'il  y  aura 
dans  le  système  P  une  période  de  L  termes. 
Pour  le  démontrer,  supposons  que  les  nombres 

«»  p,  7,  ...  > 

soient  respectivement  des  sous-multiples  de 

»(A),«(B),»(C),...»(L); 

et  d'ailleurs  choisis  de  telle  sorte  que 

k  =  m(a,  p,  7,  ...X). 

On  trouTera  nécessairement  un  systtoe  de  nombres 

a,  b,  c^...l, 

générateurs  de  périodes  de 

a»  p,  7»  •••  ^ 

termes ,  dans  les  systèmes 

A,  B,  C,  ...  L. 

D'un  autre  côté,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  N 
moindre  que  P,  et  un  seul  satisfaisant  aux  conditions  sui- 
vantes: 

N  =À+ a  =  B  +  6=  C  4- «.•.  =  !'+'. 
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Or  N  ,  d'après  le  n"  34,  engendre  daos  le  systàine  P  un»  pe- 
rkwle  étmi  le  nombre  des  teroies  est  m(a,  ^^7^  ...  4)  oui- 
DoDC  notre  proposition  se  trouve  dérnoolrée. 

37.  Cherchons  maînlenant  combien  iL  y  aura  de  périodes 
de  k  1er  mes. 

11  y  a  r(sf)  nombres  qui  *  dans  le  système  A,  engendrenl, 
comme  a ,  une  période  de  a  tef  mes  ;  i{^)  nombros  qui ,  dam 
le  système  B  ^  engendrent ,  comme  b^  une  période  de  p 
termes,  etc.  Donc  on  pourra  trouver  t(a)  i(p)  *(7) . *  i(k) 
systèmes  analogues  à 

et  par  conséqueut  pour  chaqne  manière  dt*  satisfaire  à  la  re- 
lation 

le  nombre  de  périodes  de  k  termes  sera 

Donc  le  nombre  total  des  périodes  de  k  termes  sera  donné 
par  la  formule 

en  prenant  succe^^sivement  pour  a,  ^  ,7,  ..*  À  lou»  les  nom- 
•  bres  propres  à  ^aiisraire  aui  relations  ci-dessus  énoncées, 

38.  Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique ,  à  peu  de  mo- 
difications près,  aux  systèmes  dont  la  base  est 

^"'A,  B,  C,  D..X, 

m  étant  plus  ^'rand  que  2.  Seulement  le  maiimum  du  nom- 
bre des  termes  d'une  période  est 

ce  qui  ticol  à  œ  que  dans  le  système  -à"  il  n'y  a  pas  de  pé* 
rîodes  de  plus  de  2™"'  termes.  Mais  si  m  =  I  ou  2,  on  aura 

^=t:m[i(A),  i(B),  i(C),  .,.  i{L)]. 


tioùins  t  et  où  P  D'adoiet  ^tfvD' aeiil  BQadMre 
:  impair,  on  a  plus  rimplemenl  : 

*  =  ,-(A)  =  »(2A)  =  i(P), 
'eoofléqDent  : 

ï  des  racines  primitive»  dans  tout  système  dontl» 
l»le  dcwble  d'an  nombre  premier,  OQ  le  doublé  d'Mé' 
I  d'an  nombre  premier  impair  H* 
.  pareil  système  jouirait  donc  de  tooles  les  propriélès 
nent  à  l'existence  des  racines  primitives, 
tontes  les  autres  circonstances  on  anra  évidemment 
f)i  et  par  conséquent  on  a  ce  théorème  général  : 
ftriite  de  racines  primitives  que  dans  ttmi  sgtlême  dùni 
)  M  iMl  une  puissance  ou  le  doublé  étune  puissance  dFun 
epremier  impair. 


SUR  L'INSCRIPTION 
despolygones  réguliers  de  i5  et  de  i7  côtés. 

9AWL  M.  UIBXaOUS. 


Résoudre  l'équation 

cos/tJT — cosiiia:=0,  (a) 

.  et  m  sont  des  eoiiera  positifs  dont  m  est  le  plus 
On  a: 

^  .     m  +  n       .    m — n 
coaiMT  — cosmj:=Ssm  — ^  jrsin — 5— J^  î 


nr.yj 


t^  A  tit  «iStt  rénâr^ble  qae  le  doabto  (tvA  nombfe  pranfor  fe  eom^ôrle 
mim^  H^iMi  0— a*  —  nonihf  fffinr.  CsOb  ciwoBUiaw  t'in  ééljk  pt»' 
«Été  4Am  Mira  irllele  Mr  las  MMciéi  dMMct. 


pour  que  le  deuxième  membre  s^ii  nul,  il  faut  poser 


mdui 


égal  à  U0  multiple  Ai?  dp   la   demi-circonféreiice.    De  h 
jr  =     '^  > ,  réqualioQ  (a),  qui  devient  algébrique ,  el  do 

degré  m  quand  on  pose  ces  x  =:  j,  donne  donc  la  division 
delà circonrèrence  en  m  +  n  parties  égales ,  el  la  divisioD 
en  m —  n  parties  égales. 
Soit ,  pcjur  exetiiple  parliculier,  Téquation 

cosl6a:— casx=0.  (b) 

Ce  sera  le  cas  de  la  division  en  17  parties  égales  et  en  Impar- 
ties aussi  égales. 

Les  racines  de  Téqualion  [ù]  ^  rangées  pal*  ordre  de  graii- 
deur,  seront  donc  : 

C08  a.  COS  -;;  ,  COS  --  ,  CO»  2.  7-,  COS  2,  —  ,  COS  3,  7-  , 
17  i5  17  !5  17 

2ir  ^    2;r  ^     2ir  ,    âir  ^     2tr 

COS  3,  —,  COS  *>  —  >  COS  4.  -— >  COS  5.  —,  cns  5.  — •, 
15  17  15  \7  15 

cosô. --,co9  6.  — ,  COS  7.  --,  ct*»7.  —  ,  COS  8.  j-. 
17  15  17  15  17 

Or,  la  formule 

2.  c^s  2ù>  =  (2m8  w)"  —  2 , 
d'où 

2cos4tw=  (2oos2.)*  —  2  =  (2  008  fri)*— 4(2603  ^0*+â» 
donnera,  en  posant  2rosj:  =  j,  2C08  4jr^=z, 

la  seconde  équation  revenant  à  2cos  16x^2 ces  j:.  ^Ê 

(Au  lieu  de  ce  sysléme  (e),  on  aurait  pu  obtenir  un  système 
de  quatre  équations,  traité  par  M .  Araiol ,  dans  son  mémoire 
sur  les  polygones  réguliers  [Annaki  ,  L  III,  p.  372^  (A}.) 
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Pûar  résoudre  le  tyilèiDe  (c),  qçd  cuDdnil  à  one.équatioii 
da  seizième  degré ,  on  fera  : 

, P  +  9      ^JLP^9 

et  les  équations  (c)  «  combinées  par  addition  et  sonetractloo, 
donneront  : 

8/;  =  p<  +  6;;y +  ^^-16(/i«  +  y')  +  32  I 

la  seconde  équation  donne  d'abord  ^  =»  0,  ce  qui  réduit  la 
première  à 

,,4_l6p"-8p  +  32=(p— 4)    (;,+2)  (/i»+^-4); 

delà,  àcausedep=4cosxy  le  cosinus  cherché  prendra 
les  quatre  valeurs  : 

i,  -^^.     l(-i±|/5), 
ou 

2ir  ^     2ic  ^    2ir 

COSO,     COS-^,      C0S3.7-,     00S6.Tr, 
3  15  lo 

autrement , 

2tr  27r  ■         tir 

COSO,      COS-— ,  COS~-,      C0S2.---. 

3  5  5 

; 

La  seconde  équation  [d)  donne  encore  : 

^«+^«  =  8--,  oubienî*=-/i*  +  8— ,     , 
ce  qui  réduit  la  première  équation  (d)  à 

qui  se  décompose  ainsi  : 

Le  deniième  facteur  étant  comparé  à 


se  met  de  sotte  sotts  la  forme  : 

{p*+{{t+\/^Vp~i): 
ainsi  IVqaalion  (e)  devient  ! 

(f^-p-i) ^p•^i^^-y^^)p-i^  ^p.+l{,+i/i7)^_,^^.( 

Chaque  facteur  étanl  de  ta  forme 

f~^kp-  i  z^o,  d'où  p=k±\/l  -h  A% 
il  en  résultera  :  |       I 


^— diV7+2A— 2A'zF2(A  +  f)l/i  +  A'. 

Pour  le  EeK^teur,  p'  -^/i  —  1  =  0.  A  =  - ,  et  les  quatre 

valeurs  du  cosinus  sont  : 
'  1 


-  (ldit/5±  1/30  qp  61/5). 

4" 


Les  signes  supérieurs  qui  affectent  1^5  devant  être  pris 
enseml^le,  de  même  queues  iûférieuirs,  il  n'y  «  que  quatre 
valeurs  qui  répondent ,  comme  on  le  voit  facilement ,  à 

Pour  le  second  facteor  de  l'équation  (f) ,  on  fera  : 


A=-{V/17-i), 


•et  le  ooaioas  pveadra  'Im  qaalre  valeun  i 

A  ( — 1  f  i/"+ 1/34 — 21/17)  =t 

16 
-i-  1  k^lT  +  31/17  -  ksi— 21/17  —  2  Ï/34+  21/17, 

o 

JL  (_  1  + 1/17  -  1/34  —  21/")  ± 
16 

±  1  |/i7  +  3l/t7  +  k'84— 21/17  +  S^/W+^I^'M, 

Pour  le  troisième facteoTy  A=-(— 1/17  — 1),  el  le  co- 
sinus  prendra  les  quatre  valeurs  : 

1(-1- 1/174- |/S4T2yi7)± 

dz  ^  k^l7—  3 1/17  —  ^34  +  21/17  —  2  V/S4  — 21/17, 

o 

^1(_1  _  1/17  -  1/34  +  21/17)  ± 
±^1/17— 3V/17+I/34  +  2V/17+2  1^34  —  21/17. 

U  suffit  de  ranger  oes  huit  valeurs  par  ordre  de  giaadeur 
pour  avoir  : 

27r  2Tr  ^2»  .     277 

C08— ,     C082.-.      cos3— ,     cos4.  — , 

.     2»r  ^    2»r  ^    27r  2ic 

C0S5.-;,     cos6.    -,     COS7.7-,       C0S8--. 

17  17  17  17 

Je  ferai  remarquer,  en  finissant ,  que  les  valeurs  a,  b,  c,  d 
des  pages  276  et  277  des  ^nno/es,  t.  III,  renferment  une 

faute  de  calcul.    Le  radical  V^68  +  14  1/17  +  ...  .  doit 

être  remplacé  par  1^68  +  12|/17  +....;  alors,  «nsim- 


Si  Ton  pose  œs  x^y^  od  aura  une  équation  du  ni  +  1  île- 
^è  qui  &e  réduira  au  m***,  en  la  divisant  par^  —  ! . 

L'équaliôn  [k)  a  pour  racines  les  valeurs  ditïérenles  d« 
2tc  .  i 


CDs(w*+l)  jT^rîcos.r  ,€a$ffiJ?  — cos(m  —  l)^. 


il  eir  résultera  : 

(cos(m  4- 1)  x— cosmxas:  2  (cosx—  1)co«  mx  4- 
-|-C08mjr  —  GOt(/n  —  i)jr; 
de  môme  : 
cosmx— cos(w— l)x  =  â(cosx  — 1)co8(m  — t)J:-|- 
+cos(l»— 1)  x— cos(//i— 2)x, 

el  ainsi  de  suiie  jusqu'à 

oos2x— ccwjr  =  a(cosx  — 1)cosx  +  co8j:— I, 

de  sorte  qa*on  aura  : 

cos  (m  +  ljx— cos  wij:  =  (cos  j:  —  1)  [«cos/iijr+ 
4-2cos(/w  — l)x+2cos(^  — 2)x-f  ...-T-2C08X+1]. 

L'équation  (k)  sera  donc  : 

t +2cx)8J:4-2cos2jc-f-,..4-2cos(m— 1)j:+2cosmjr=0, 

• 

ce  qui  est  un  théorème  connu. 

En  posant  cosx=^,  on  a  une  équation  du  m*  degré  ré- 
soluble par  les  méliiodes  de  M.  Gauss  ;  la  solution  de  cette 
équation  a  été  aussi  donnée  dans  un  mémoire  d'Abel  (Journ. 
deCrelle,  t.  IV),  dont  on  ne  saurait  trop  recommander  Tétudc. 
Malheureusement  Tauteur  est  mort  sans  avoir  complété  les 
applications  de  son  mémoire.  Des  recherches  analoguts 
avaient  été  entreprises  par  E.  Gallois.  Il  a  laissé  à  ce  sujet 
un  mémoire  qui  parait  avoir  élé  peu  compris ,  mais  dont 
M.  Liouville  a  promis  un  commentaire  »  attendu  par  tous 
ceux  qui  s'occupent  de  la  résolution  algébrique  (ou  par  ra- 
dicaux) des  équations ,  résolution  dont  Abel  s*est  beaucoup 
occupé.  11  avait,  dit-il,  trouvé  une  régie  pour  reœnnaltre 
si  une  équation  algébrique  était  ou  non  résoluble  par  radi- 
caux. C'est  là  un  sujet  de Techorches  bleu  beau,  mais  pro- 
bablement bien  diffic  le. 

A:i!i.  DK  MatoAiiat.  y.  ^jj 
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COLLeCTIOTI    DE     TJiBLRàOX     P0LYT£€1I]1}QU£S  ,     AlDË-MâMOIRK   0\ï 

Hésumésscientîûquc^sdesHQés  au3t  candidats  à  toutes  W 
écoles  du  gouvernement  et  aux  élevés  de  ces  écoles ,  auï 
aspirnnls  à  tous  les  gradi's  des  facultés  des  sciences,  auîi 
professeurs  des  sciences  exactes,  aux  officiers  des  corps 
spéciaux,  aux  architectes  et  aux  inj^énieurs;  par  ooe 
Société  d'anciens  élèves  de  École  poiylechnîque ,  de  pro- 
fesseurs, d'ingénieurs,  et  d'officiers  de  rartillerie,  do  ^énfe 
et  de  la  marine  C)  i  sous  la  direction  de  M.  Auguste  Blum, 
ingénieur  et  professeur ,  ancien  oHicier  d'arlillerK»,  an- 
cien élève  de  l'École  polytechnique  f*). 

Cest  par  hs  yeux  ei  /es  tfi'eiiks  ^  élseiii  avec  beaucoup  de 
raison  les  aytcuri  de  rouvrag^e  dont  on  vient  de  lire  le  litre, 
que  $  acquièrent  Ua  perceptions  externes  ;  c'est  par  ta  mémoirr 
qu*elhs  se  camervent.  En  adoptant  €ù  principe  inconteslable. 
•il  faut  néanmoins  faire  une  dislioclion  entre  les  rôles  des 
'deux  sens  ■  renspigncmenl  oral,  celui  qui  se  communique 
par  riuterinédiaire  de  rouie,  est  sans  conlredit  le  plus 
puissant  et  le  plus  fécond  i  c'est  le  seul  qui  permette  de  mul- 
tiplier àTinfini  le  développement  des  notions  nouvelles  qu'il 
n'agit  d  inculquer  à  l'^prit,  d'eu  varier  les  formes,  et  d'en 
proportionner  en  quelque  sorte  rinten&itë  suivant  la  force 


<''>Cliet  Cafitina-Gœury  et  V*^0atmoiit,    librijrfi,  qaai  des  Aorofliikir 

{**)  ï.t*  m«me«  tihl^AUi  nnt  auïsi  ^ié  réunit  en  votumn  rormaul  mcmccilo, 
|jtr  un  tèri|c  a  p>ri  loui  Li  îoum*  mi 


et  la  capacité  de  rintelligence  qui  doit  en  devenir  le  réci- 
pient. Ajoutons  que  c'est  encore  par  l'organe  de  l'onle  que 
s'acquièrent  prindpalement  les  notions  du  bien  et  du  mal, 
et  qu'en  un  mot,  l'ouïe  est  essentiellement,  comme  l'a  définie 
un  écrivain  philosophe  «  le  sens  de  Thomme  moral.  »  La  vue, 
au  contraire,  a  particvilièrement  pour  mission  de  nous  mettre 
en  relation  avec  l'univers  matériel  ;  et  ainsi  c'est  principa- 
lement par  cet  organe  que  nous  étudions  la  plupart  des  pro- 
priétés des  corps,  surtout  ctlles  qui  tiennent  plus  spécia- 
lement à  la  forme.  Par  suite ,  c  est  aux  yeux  surtout  que 
s'adressent  les  mathématiques,  intermédiaires  en  quelque 
sorte  entre  la  counaissance  des  objets  physiques  et  la  science 
des  choses  immatérielles;  et  c'est  aux  yeux  en  conséquence 
qu'appartient  le  soin  de  rappeler  constamment  à  la 
mémoire,  de  fixer  en  traits  incfbpbles  dans  l'esprit  des 
jeunes  mathématideos ,  les  objets  qu'une  leçon  orafe  n'a  ^ 
y  esquisser  que  d'une  manière  fugitive. 

C'est  donc  une  idée  éminemment  philosophique,  que  celle 
de  réunir  en  tabledoix  synoptiques  des  résumés  clairs  et 
concis  où  d'un  sent  coup  d'œil  les  élèves  puissent  aperce- 
voir toutes  les  ramifications  que  comporte  chaque  branche 
de  la  science,  et  reconnaître  ainsi  dans  lear  ensemble,  tous 
les  faits  qu'ils  n'avaient  étudiés  que  partiellement,  et  dont  la 
liaison  se  trouvait  dissimulée  et  comme  obscurcie  par  la 
maltitudedes  détails. 

Aussi  applaudissons-nous  sincèrement  à  l'entreprise  de 
M.  Blumet  de  ses  savants  collaborateurs,  dont  les  noms 
sont  autant  de  garanties ,  quant  au  fond  de  la  doctrine ,. 
ce  qui  nous  dispense  de  nous  occuper  sous  ce  point  de  vue 
des  tableaux  pdytccbniques.  Nous  n'avons  à  considérer 
id  que  la  forme  :  or ,  aucune  suivant  nous ,  ne  saurait 
être  mieux  appropriée  à  l'objet  que  se  proposent  les  au- 
teurs. 
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U's  lableaux  que  nous  annonçons ,  pouvant  faciLemeni,  en 
raison  de  leurs  dimensions ,  4ïlrc  appliqués  sur  les  murailles 
des  salies  d'éludé,  fournissent  un  procédé  mnétnontquci  dool 
ractioii  ineessanle  doit  avoir  la  plus  grande  efïïcâcité;  el 
Taoteur  de  cet  article  peut  dire  qu'il  a  par  lui-même  éprouvé 
la  puissance,  d'ailleurs  bien  reconnue,  de  ce  moyen  de  venir 
^im  aide  à  la  mémoire. 

Of*  (ableauit  doivent  former  plusieurs  séries  ;  nous  a  von» 
entre  los  mains  la  majeure  partie  de  ceux  qui  compose- 
ront la  série  A  :  ils  cumprennent  rarillimètique  »  la  géomt- 
trie  élémentaire,  la  trigonoméirie,  Tal^èbre  élémeDlaire, 
par  M.  Blum  :  la  théorie  générale  des  équations  par  M.  Os- 
sîan  Bonnet ï  la  géométrie  descriptive  par  M,  Ueriaux- 
Levillaio;  la  stalique,  par  M.  Hervé-Mangon  ;  la  géométrie 
analytique  à  deux  dimensions,  et  la  physique  par  M.  Ca- 
barl  ;  la  chimie,  par  M.  Dézé;  l'analyse  inOniiésirnale^ 
par  M.  Serret;  des  questions  choisies  de  mathématiques 
eïémentiiires,  par  TVl.  Giifllenfiin^  des  questions  choisie 
de  mathématiques  spéciales,  par  M.  Koguet. 

Les  auteurs  sr^  proposent  de  publier  altérieiiréfiient  sur  le 
môme  pkiu.  des  résumés  synopliques ,  de  minéralogie, 
de  géologie,  d'aslronomie,  de  cosmographie ,  de  géodésie, 
de  mécanique ,  ainsi  que  des  diverses  sriences  d'applira- 
lion  ,  archîteolure,  génie ,  arlillerie ,  fortifications ,  roules , 
hydrographie,  navigation  ,  ctc  Nous  ne  pouvons  mieux  faire 
que  de  les  encourager  à  persister  dans  rexécuHon  de  celle 
nlfle  entreprise  ;  et,  forts  du  désir  que  nous  avons  de  les  y 
voir  réussir  de  plus  en  plus,  nous  nous  permettrons  de  leur 
adresser  un  conseil,  celui  de  viser  surlout  à  la  cmcision  ;  le 
succès  est  à  ce  prix.  On  croit  quelquefois  s'apercevoir  qut» 
les  auteurs  n  ont  pas  eu  le  temps  d'être  brefs  Beaucoup  di* 
rtêvcloppements  très-bien  placés  dans  le  tirage  in-8*  sont  de 
trop  dans  1rs  tableaux  synoptiques  où  ils   seraient  avec 


aTantâge  rempkcés  par  ud  caractère  typographique  plus  fort 
au  moins  pour  la  partie  essentielle  de  la  rédaction.  Noos 
engagerons  aussi  M.  Blnm  et  ses  estimables  collaborateurs  à 
donner  le  plus  grand  soin  à  la  disposition  des  formules,  b 
précision  et  l'exactitude  des  énoncés  -,  ils  auront  sans  doute 
bientôt  l'occasion  de  mettre  à  proflt  nos  critiques,  dans  une 
prochaine  édition  que  nous  croyons  pouvoir  leur  promettre. 

À.  J.  H.  V.. 

iVbto.  Platon  recommandait  déjà  l'usage  des  tableaux 
synoptiques  pour  les  mathématiques.  Dans  un  passage  du  7** 
livre  de  sa  république,  cité  par  Théon  de  Smyrne,  onlit  : 
«  Post  anuum  XXV ,  qui  ad  spem  sortiendi  magistratos  seli- 
gUBtur,  et  honores  quam  cœleri  ampliores  adepturi  sunt^  eis 
mathematicœ  disciplinœ ,  quœ  omnibus  dum  in  puerili  œtate 
constituti  sunt  diffuse  ezponuntur,  quasi  in  brevi  tabula 
(wvoottibv  ek  v^vo^/iv)  contrahendœ,  ut  et  illarum  inter  se  alB- 
nitas  et  natura  illius  quod  vere  exislit  inspiciendanno  intuita 
pateat  (ch.  1).  — Nous  nous  servons  de  la  traduction  qu'a 
donnée  BouIliaud'(Ismaël}  d'un  ouvrage  où  Théon  a  pour 
bot  de  montrer  qu'on  ne  peut  comprendre  Platon ,  sans 
connaître  les  mathématiques.  En  effet  s'agit-il  seulement 
de  faire  de  la  poésie  et  de  l'enthousiasme  sur  Platon ,  alors 
il  est  très-vrai  qu'on  peut  se  passer  de  géométrie.  Mais  s'a- 
git-itd'en  pénétrer  le  sens ,  c'est  différent.  Nous  recomman- 
dons ces  réflexions  à  nos  jeunes  professeurs  de  philosophie 
qui  semblent  vouloir  rester  étrangers  aux  travaujL  géo- 
métriques et  physiques  du  siècle. 

Une  philosophie  qui  divorce  avec  les  sciences  positives , 
dégénère  en  une  loquace  et  prétentieuse  ignorance  de  la  plus 
stérile,  de  la  plus  sotte  espèce.  Dénuée  de  pcrints  d'appui , 
vide  do  pensées  spontanées,  elle  est  incessamment  forcée 
de  se  rejeter  sur  le  passé ,  de  chercher  à  repennr  ce  que  les 


autres  oot  pensé  el  ce  que  ces  autres  ne  petiseraieot  plus, 
s'ils  revenaient  parmi  nous.  N'oublions  jamais  cette  exhor- 
talion  de  rimoiartcl  Kanl  t  Habe  Muih^  divh  deincs  ei^encn 
f^erntandes.  zu  htdienen  ,  aie  le  courage  de  te  servir  de  ta 
propre  intelligence.  Tm, 
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Mémoire  sur  les  tables  cRAPHiQcfiS  et  sur  la  géométrie  ana- 
inorphique  ,  appliquées  à  diverses  questions  qui  se  ratla- 
clieut  à  l'art  de  T  ingénieur,  par  Léon  Laianne,  ingénieur  des 
pools  et  cijaussérs  (extrait  des  yinnaks  desponU  e4  chmuh 
iée$)>  Paris  ,  1844;  in-S"  de  T2  pag.,  apL 

Quel  est  le  principe  ilominant  dans  la  science  malliéiua- 
tique?  Ecoutons  là-dessus  Bhascara^  célèbre  algébriste 
indien  ^  qui  vivait  au  XIF  siècle,  à  une  époque  où  en  Eu- 
rope on  ne  connaissait  pas  encore  rarilhmétique  chiffrée.  11 
ne  faut  pas  croire,  dit-il,  que  ce  soient  les  signes^  les  symbola^ 
ks  règles  qui  constituent  la  science  f  mais  le  seul  principe 
qui  y  domine^  c'est  l'esprit  de  sagacité  auquel  les  objets 
iioniniés,  inventés  par  Ifs  multres,  serrent  d'auxiliaires 
(Vijaganita  ,  eh.  A^ll).  Pour  être  si  ancienne,  pour  venir 
de  si  loin  ,  cette  observation  n  en  est  pas  moins  d'un  grand 
sens  et  fort  judieieuâe*  Je  me  la  suis  rappelée  souvent ,  en 
lisant  l'écrit  de  IVL  Lalanne,  où  bnllc  éminemment  cell^ 
sagacité  qui  consiste  à  employer  de^  moyens  connus  pour 
produire  des  effois  nouveaux,  k  siniplitier  tellement  ces 
moyens  qu'ils  deviennent  populaires,  à  k  portée  de  tous 
les  esprits,  et  môme  de  ceux  qui  sont  ctranj^  ers  à  la  science. 

Les  mélhoiies  de  transformât  ion  ou  de  déformation  sool 
employées  depuis  h mg temps  pour  étudier  les  propriétèi 
(géométriques  et  analytiques  drs  fonctions.  Nous  en  avisos 


i 
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récemmeDl  exposé  la  théorie  (  p.  497  )•  Depuis  longtcinp!! 
aussi  OQ  se  sert  des  courbes  de  mveau  pour  représtenler  sur  un 
plan  des  surfaces  de  tontes  formes  ;  M.  Lalannequi  a  appliqué 
à  ces  courbes  le  principe  métamorphique^  a  rendu  extrême- 
ment  facile  lear  construction  et  leur  emploi  aux  divers 
besoins  des  ^rvices  publics  »  et  mémo  leur  application  à 
quelques  lois  naturelles. 
Le  mémoire  est  divisé  en  quatre  parties  ou  chapitres^ 
L^  deux  premiers  traitent  des  tableaux  graphiques  ^  ot 
les  deux  derniers  sont  consacrés  aux  tableaux  anamarphi-- 
ques  et  à  Thislorique  des  travaux  du  même  genre.  Essayons 
d'en  donner  une  idée  juste. 

On  sait  que  les  fondions  à  deux  variables  peuvent  se  re- 
présenter artthmétiquemetu  par  une  table  à  une  entrée  ^  et 
géométriquement  par  une  courbe  plane.  On  en  a  un  exemple 
familier  dans  la  réduction  des  mesures.  Une  table  à  une  en- 
trée donne  les  kilogrammes  exprimés  en  livres;  cette  même 
table  peut  être  figurée  par  une  droite  rapportée  à  deux  axes, 
passant  par  Torigine  et  dont  le  coefficient  angulaire  est  égal 
au  rapport  par  quotient  des  deux  mesures  ;  les  abscisses 
étant  des  kilogrammes ,  les  données  sont  des  livres  ou  vice 
versa.  On  comprend  qu'au  moyen  d'une  telle  droite,  et  à 
l'aide  de  l'échelle  correspondante,  on  opère  de  suite  toutes 
les  conversions  d'une  mesure  dans  l'autre,  avec  une  exacti- 
tude dépendant  de  celle  des  constructions.  Un  système  de 
mesures  sera  représenté  par  un  système  de  droites;  on  aura  . 
ainsi  un  tableau  graphique  figurant  le  rapport  de  deux 
systèmes  de  mesures.  Si  on  enveloppe  le  tableau  autour  d'un 
cylindre,  les  droites  deviennent  des  hélices,  qui  peuvent 
servir  aux  mêmes  usages  que  les  droites;  on  obtient  ainsi 
un  tableau  anamorphique  moins  simple ,  il  est  vrai ,  que  le 
tableau  primitif,  mais  qui  suffit  ici  pour  faire  pressentir 
l'esprit  de  la  méthode. 
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Venons  aux  fonclioo»  ii  trois  variables  ^  r^préseinéas  par 
/{jc^y^  i)—0  ,  concevons  les  axes  reclangulaîres  et  le  plan 
.ry  horizontal  ;  donnons  à  z  une  suite  de  valeurs  suffisam- 
ment rapprochées  z.,  z^,  z, ,  etc.,  menons  à  ces  distances  des 
plans  horizontaux ,  qui  couperont  la  surface  suivani  des 
It^ites  de  niveau ,  et  dont  les  projections  horizontales  sont 
données  pas  les  équations /" (x, ^ ,  sj— 0,  f{Jo^y,  sj=0,  etc., 
l'ensemble  de  tous  ces  tracés  sur  le  plan  horizontal  forme 
le  tableau  graphique  de  la  surface  et  peut  servir  à  en  faire 
connaître  la  forme.  Désignons  les  courbes  de  niveau  pro- 
jetées par  A,,  A,  j  etc.,  si  on  veut  connaître  une  section  fjîie 
dans  la  surface  par  un  plan  parallèle  à  x  z  et  à  une  distance 
y ,  il  suffît  de  mener  dans  le  plan  des  x  ^  et  à  cette  distance 
une  droite  parallèle  à  l'a\e  des  Xjqui  rencontrera  les  courbes 
A,^  A,.., ,  ete« ,  en  des  points  dont  on  connaît  k*s  hauteurs- 
verticales  s„  2^,  etc.;  on  peut  donc  construire  la  courbe  par 
points;  il  en  est  de  même  pour  une  section  parallèle  au  plan 
des  j-  z*  11  est  inutile  d'avertir  qu'il  faut  toujours  prendre 
]K>urcourbes  de  niveau  les  sections  les  plus  simples. 

Au  moyen  de  ces  tableaux  ijraphiques  ,  donnant  des  va- 
leurs numériques  à  x  et  y^  on  pourra  trouver  les  valeurs  ou* 
uièriques  des  z  corre^»pondantes  ;  en  effet,  portant  les  valeurs 
de  X  et^  sur  les  axes  corre^pondanls ,  et  ccïnstruisant  k 
rectangle,  si  le  sommet  uppu^ë  à  forigine  tombe  sur  une 
courbe  de  niveau,  ou  a  de  suite  le  z  correspondant  ;  s'il  tombe 
entre  deux  courbes  de  niveau,  la  valeur  de  z  sera  œmprise 
enire  celles  qui  sont  indiquées  par  ces  courbes  de  niveau ,  et 
la  valeur  de  s  sera  donnée  avec  une  exactitude  dépendant  de 
ta  disitancG  des  courbes  ;  et  si  le  point  tombe  entre  plusieurs 
cx}urbe$  consécutives,  z  aura  plusieurs  valeurs*  Prenons 
pour  exempte  la  fonction  ^— x  j=0  qui  représente  un  hyper- 
bolotile  à  une  nappe  :  ici  les  courbes  de  niveau  sont  de* 
hyprrhtileâ'  cqoilatéres,  homothètes;  donnons  à  z,  les  valeurs 
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5, 10, 15 ,  iO  •  30,  iO ,  etc.,  et  écrivoni  ces  nombres  sur  les 
hyperboles  correspondantes.  On  voitbien  comment  ce  tableau 
graphique  (fig.  i)ûu  mémoire  peut  servir  à  faire  d  vue  les 
raoKiplications  de  deux  nombres  et  remplacer  la  table  à 
double  efUrée ,  dite  table  de  Pythagore;  prenons  pour  autre 
exemple  k  surface  du  troisième  degré  z'-f^2+j:=rO; 
les  ligtiH  de  niveau  en  y  x  sont  des  droites  dont  le  système 
doane  m  tableau  qui  sert  à  trouver  les  racines  z  de  toute 
éqdBtion  du  troisième  degré  de  cette  forme,  lorsqu'on  donne 
les  valeurs  numériques  de^,  x;  Tenveloppe  de  ces  droites 
c-st  une  parabole  cubique  ayant  pour  équation  4x^4- 27j:':=0, 
et  Taspect  du  tableau  montre  à  vue  que,  pour  les  points  on 
l'on  a  fy^'\'27x*  >  0,  il  n'y  a  qu'une  racine  réelle  ;  si  lo 
point  est  sur  l'enveloppe ,  alors  4^'  +  27x'=0 ,  il  y  a  trois 
racines  réelles  dont  deux  égales,  et  si  fy*  -f  27x*  <  0 ,  il  y 
a  trois  racines  réelles  inégales. 

Au  moyen  de  ce  tableau,  l'auteur  résout  à  vue  l'équation 
X*  —  0,ar  -f  0 ,2  =  0  et  trouve  pour  racines  —1  ;  0, 72; 
0 ,  275. 

L'auteur  donne  encore  d'autres  applications  relatives  à 
des  problèmes  de  déblais  et  de  remblais ,  et  à  des  problèmes 
lie  géographie  physique. 

Méthode  anamorphique  ;  soit  pour  exemple  Thyperboloïde 
à  une  nappe  donné  par  l'équation  z  =  xy,  nous  avons  vu 
que  les  courbes  de  niveau  étaient  des  hyperbofes  équila- 
1ères;  nous  avons  logz  =  logor-j-log^;  faisons  logj:s=x'; 
logj^  =  y;  il  vient  logz  =  j/-|-y,  dans  cette  nouvelle 
surface  les  courbes  de  niveau  sont  des  droites  ;  les  longueurs 
portées  sur  les  axes  représentent  les  logarithmes  des  nom- 
bres, et  non  comme  dans  les  tableaux  graphiques  les  nom- 
bres mêmes;  c*est  d'après  ce  principe  que  l'auteur  a  con- 
struit un  abaque  ou  compteur  universel ,  instrument  très- 
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siijjple  el  aujuurcl  hui  trcs-rcpatidu  parmi  tous  ceux  qui 
s'occupent    de  constrticltuns  vi  «ropératioiis  induslridles 

►  exigeant  des  calculs  prompls  ri  sallïsaHiinent  exacU.  L'au- 
leura  îijoulê  d'aulres  ltg»ri'S  tjui  domieut  dt*  ^uile  les  carres 

^et  les  cubes,  cl  par  cûo^éqoejil  aussi  les  racinrs  carrées  ei 

2       3 

cubiques,  les  putj»sances  -  cl  -  dont  on  a  si^uvcnt  bi^soîa; 
J       2  s 

1  cm  y  trouve  aussi  à  vue  les  longueurs  d<*s  circoofèrcuccs ,  k* 
aires  des  cercles ,  les  aires  et  les  volumes  des  sphères,  lo 
lauren  fonction  du  rayon;  ainsi,  outre  les avauiages  deiHiu- 
voir  remplacer  la  sHding  rtite ,  rê{*le  glissante  des  Anglais^ 
on  y  trouve  encore  toutes  les  indicatir^ns  qu'au  renconlraii 
jadis  sur  le  compas  de  proportion,  Vmn'^a  de  1  abaque  s'ac- 
quiert facilement .  el,  ce  qui  nVsl  pas  moins  impirtaDl,  il 
s'oublie  dlirieilmieiït ,  mais  il  faut  un  coup  d'oeil  exercé 
pour  flxer  la  rencontre  des  lignes  verticales  et  horîzonlales 
et  lire  la  cole  de  la  ligne  inrlinée  ;  il  semble  que  la  règle 
glissante  préseule  ici  un  avantage. 

L'anamorphose  des  hyperboles  en  droites  s'est  opérée 
dans  le  cds  actuel  en  remplaçant  les  coordonnés  par  leurs 
logarithmes.  Pour  d'autres  surfaces,  on  comprend  qu'on 
peut  choisir  d'autres  fonctions,  des  puissances,  des suius, 
el  cVst  là  le  principe  général  de  la  méthode  el  dont  il  tant 
lire  les  fecundes  applications  dans  le  mémoire  même. 

L auteur  applique  aussi  lanamorphose  à  la  r^-présen ta- 
lion graphique  de  certaines  lois  naturelles  [p.  53),  Par 
exemple ,  ofi  y  Irouve  un  tableau  par  le  moyen  duquel , 
ayant  une  table  numérique  qui  renferme  le  chilTre  de  la 
population  mâle,  correspnndant  a  chaque  à^e,  on  peut  en 
déduire  un  nombre  d'individus  compris  enïrc  deux  âges 
déterminés  u  et  a'  ;  c'est  ia  Ijgure  n*  3  coostruile  avec  les 
nombres  fournis  par  feu  iVL  Demonferranl,  Ainsi  le  tableau 
apprend  qu'en  1833  ,  il  y  avait  en  France  envinm  ^,800,000 
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hommes  de  dix-huit  k  soixante  ans  ;  le  calcul  exact  dooue 
S,79â,569. 

Le  mémoire  est  terminé  par  un  résumé  général  des  travaux 
antérieurs  sur  le  même  sujet.  On  connait  los  lignes  magné- 
tiques de  Halley  ;  je  crois  aussi  avoir  vu  des  lignes  ihermo- 
métriques  dans  un  ouvrage  de  Mussehcnbroëk;  Boachc  [Phi- 
lippe) est  le  premier  qui  ait  imaginé  d'appliquer  les  ligues 
de  niveau  à  la  représentation  des  terrains.  £n  1 737 ,  il  a  pré- 
senté une  carte  du  Pas-de-Calaîs ,  dressée  d'après  ce  prin- 
cipe {voir  Mém.  de  TAcad . ,  1 752.  p.  41 2)  r  ainsi ,  Buache  est 
incontestablement  rinvenleur;  mais  le  promoteur,  celui  qui 
a  fait  en!rer  la  méthode  dans  la  pratique,  c'est  Ducarla-Bonifas 
(Marcelin) ,  né  en  1738 ,  à  Vabres  (Tarn),  et  mort  en  1816 , 
à  Villeneuve-du-Tarn.  Ainsi ,  Dacarla  n'est  pas  de  Genève, 
comme  on  le  dit  dans  diverses  notices.  L'ouvrage  oùDucarla 
expose  sa  méthode  est  intitulée  :  Expression  des  nivellements i 
Paris,  1782,  in-8.  Il  a  été  édité  par  Dupain-Triel,  le  même 
qui  a  publié  ,  en  1759 ,  une  Lettre  à  M.  le  comte ...  dans  la- 
quelle on  examine  Vinsuffisance  de  la  méthode  actuelle  d'en- 
seigner les  mathématiques.  Cotte  lettre  serait  encore  très- 
opportnne  de.nos  jours.  Un  autre  opuscule  remarquable, 
du  même  auteur,  est  :  De  l'établissement  des  collèges  munici- 
paux pour  les  sciences ,  fe«  arts  et  les  métiers^  en  faveur  de  la 
jeunesse  ;  Paris,  1771 ,  in-8,  et  reproduit  sous  ce  litre  -.  Essai 
d^une  institution  nouvelle ,  ayant  pour  objet  le  développement 
libre  des  dispositions  de  la  jeunesse  adolescente  dans  les  diffé- 
rents genres  de  talents;  1 802 ,  in-8.  La  ville  de  Paris  a  réalisé 
cette  idée  en  1815 ,  par  rétablissement  de  l'Ecole  municipale 
François  I*'  ;  la  création  récente  de  gradncs  (licenciés  et 
docteurs)  en  sciences  mécaniques  montre  que  Vllniversité 
aspire  à  rendre  l'instruction  utile  au  grand  n(»mbre.  Pour 
compléter  l'œuvre,  il  faudrait  aussi  un  baccalauréat  spécial, 
une  espèce  de  maîtrise  es  arts  pour  les  professions  indus- 
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trietles.  La  lîUèrature  el  1  hisloïre  nationales^  des  connak- 
îiances  générales  sur  la  cosmographie,  geograpliie,  les  scicDccs 
phy&iqoes  et  naturelles ,  devraient  sulTire  pour  roblCQtion 
de  ce  g;rade,  réservant  îes  langues  classiques  pour  des  pro- 
fessions spéciales  Idles  que  la  médecine,  le  droit ,  etc.  j  car. 
il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue  que  Tinstruction  publique 
a  pour  bot^  non  do  former  des  littérateurs,  des  savants,  des 
professeurs,  des  académiciens,  etc.,  mais  de  rendre  la  masse 
des  citoyens  capable  d'exercer  les  fonctions  qu'ils  sont  ap- 
pelés à  remplir.  Tm. 


LETTRE  DE  M.  LE  CAPITAINE  GUY, 
rela(iveà$(m  Traité  dMrUkmétique. 


Je  vous  serai  très-obligé  de  me  permettre  d'annoncer  aai 
nombreux  lecteurs  de  vos  savantes  Annaies,  que  je  publierai 
prochainement  uue  Méthode  propre  à  apprendre  Tarithmé* 
lique  raisonnée  en  fort  peu  de  temps,  et  eu  la  poossaDl 
jusqu'à  ses  dernières  profondeurs  :  c'est  ie  sujet  du  dépét 
eacheié  que  j'ai  fait  à  l'Académie  des  sciences,  dans  la  séance 
du  16  noven^bre  1846. 

Je  saisis  celte  occasion  pjur  faire  deux  remarques  sur  ta 
notera  moi  relative»  qui  se  lit  dans  la  livraison  d'wtobrc  1846, 
à  la  page  602. 

r  Je  regarde  la  question  scientifique  en  litige  comoïc 
complètement  close.  Vos  lecteurs,  qui  ont  les  pièces  en  main, 
jugeront,  ou  plutôt  ont  déjà  jugé,  s'ti  y  a  eu  sagesse  à  sou* 
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lever,  contre  quelqu'un  d'inoffensif,  une  polémique 'qui  ne 
présentait  aucune  chance  de  succès. 

2*  Le  dernier  paragraphe  de  cette  mémo  note  d'octobre , 
do|l  Yos  lecteurs  ont  dû  fj^précier  la  convenance,  est  d'une 
antre  nature:  il  y  perce  une  intention  blessante  qui  me  donne 
le  droit  de  rappeler  à  son  auteur  cet  adage  ancien  qu'il  pa- 
rait avoir  oublié  : 

«  Un  peu  de  modestie  ne  sied  pas  mal  à  la  science.  » 

Noie.  Gentu  irritabile  vaium^  a  dit  un  poêle  parlant  de 
ses  Gonrrères.  Remplaçant  vatum  par  auctorum ,  la  déGuition, 
aioM  généralisée,  y  comprenant  même  les  géomètres,  ne 
perdrait  rien  de  sa  justesse.  Que  d'humeur  pour  une  dttTÎ- 
sûm  abrégée!  Nou  ne  croyons  pas  que  le  savant  professeur  de 
Strasbourg  ait  manqué  de  modestie  en  préfétant  sa  méthode 
à  celle  du  capitaide  ;  pas  plus  que  celui-ci  «  (tour  être  d'opi- 
nMD  opposée,  puisse  être  taxé  d'orgueil.  Le  public  ne 
fait  attention  qu'à  la  science  ;  le  reste  lui  est  indifférent  ; 
nous  proGtons  de  cette  occasion  pour  réparer  une  erreur  ; 
par  une  faute  de  ponctuation,  on  peut  croire  que  nous  re- 
gardons Texposition  do  M.  Guy  copime  trop  diffuse  {voir 
p.  470).  Cette  cpithète  ne  doit  s'appliquer  qu'à  une  méthode 
analytique  qui  m'appartient  et  qui  ne  me  satisfait  pas; 
toutefois  l'ouvrage  de  M.  Guy  aurait  peut-être  gagné  en 
clarté  s'il  était  moins  long ,  et  à  cela  on  peut  répondre  avec 
Regnard  •*  La  critique  est  aisée  et  Vart  est  difficile.  Cette  dia- 
cossioirçst  définitivement  close.  On  n'y  reviendra  plus. 

On  accueillera  avec  intérêt  l'arithmétique  jiotissée  jusqu'à 
Mi  dernières  profondeurs ,  ce  qui  veut  dire  sans  doute,  la 
théorie  des  nombres ,  dont  l'enseignement  existe  en  Aile- 
aiagne  et  forme  lacune  en  France;  pays  ou  l'on  no  marche 
qn'à  la  remorque.  Tm. 


IJeu  des  points  d'où  mcriatil  des  tangentes  k  (rois  cir- 
conrérenc^'S ,  les  Irois  cordes  de  contact  se  renconirenl  en 
un  même  point  (t^otr  p.  52f). 


Lieu  des  points  de  division  en  moyenne  et  extrême  raison , 
des  cordes  d'une  ellipse  issues  d'un  même  point* 

m 

Une  ellipse  et  une  parabole  ont  même  foyer  et  môme  axe. 
De  ce  foyer  on  tnènc  des  rayons  vecteurs  FM,  FF  aux  ex- 
Irémitéâ  d'un  diamètre  MP  d'une  ellipse,  et  rouptint  la  pa- 
rabole aux  points  M  ,,  P\  démontrer  que  la  somme  des 
rapports  des  rayons  vecteurs  des  deux  courbes ,  est  con- 
stante. 
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(6; 


A,  B,  C  étant  les  trois  angles  d'un  triangle  rectiligne  op- 
posés respertiyement  aux  côtQs  a,  A,  c;  de  Tégalilé 

sinA  ^  sînR sinC 

a     ^      b  c 

déduire  la  formule  a*  =  b*-\-c*  —  ^bc  cos  A. 

(7) 

Lieu  des  milieux  des  c(f  des  égales  inscrites  dans  une  même 
rllipse  (vùir  t.  ITyip.  59fi). 

(8) 

Partager  par  une  corde  la  surface  d'un  cercle  en  deux 
parties  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport  de  mkn, 

(9) 
a  sin  X  -}-  6  cos  j:  =  r. 

(10) 

Recherche  des  centres  de  gravité  ;  appliquer  cette  théorie 
à  la  détcrmîaalion  du  centre  de  gravité  d'une  pyramide  po- 
lygonale. 

(11) 

D'un  point  fi^^e  D  d'un  diamètre  FDE  d'un  cercle  on  mène 
une  sécante  quelconque  BOA  au  cercle  ;  en  A  et  en  B  on  lui 
mène  les  tangentes  AC,  BG ,  et  on  jointoies  points  D  et  C  ; 
démontrer  que  tang  ADE  x  lang  EDG  =  constante. 

(12) 

Une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  un  axe  commun ,  on 
mène  une  suite  de  sécantes  communes  et  parallèles  ;  trouver 


-^  7ÔV  — 


le  lieu  (les  aiilieui  des  segments  compris  ealre  l'elUpsa  fi 
rhyperbole. 


(13) 
Théorie  des  eiposants  de  nature  quelconque, 

(14) 


I 


Par  le  point  0  pris  sur  le  dia mètre  CaEX  d'un  cercle  doul 
le  centre  est  en  C ,  on  oiène  deux  sécanles  oa,  où  liées  par  la 
relJïtion  tang  aoEX  lang  ^oEX=  constanio  =  m  -,  puis  par  le 
point  X  pris  sur  le  diamètre  CoEX,  et  déterminé  par  la  con- 
dition Co.CX  =  CE\  on  mène  une  perpcudiculaire  au  dia- 
mètre jtisqu  a  la  renconlre  en  A  et  B  des  sécantes  oa^ob  i  m 
demande  si  Ton  ne  pourrait  pas  disposer  de  la  constante  de 

ou  ob 

telle  sorte  que  la  somme  -^^  -\-  ^^  =  constante. 

Note.  Ce^  problèmes  seront  résolus  en  1817  ainsi  que  ceux 
du  même  genre  énoncés  dans  les  volumes  précédents  et  qui 
sont  restés  sans  solutions.  MM.  Cabussi«  élève  de  TinsUlu- 
tîon  Barbet,  et  Serret,  élève  très-studieux,  fort  distingue 
d'Avignon ,  el  d'autres  encore  nous  ont  transmis  des  solu* 
lions  qui  seront  insérées  prochainement.  Nous  saisissom 
celle  occasion  pour  remercier  les  élèves  de  leur  oUle  et  in- 
structive collaboration.  Le  feu  sacré  de  la  science  brûle  par 
dans  les  cœurs  jeunes.  Nos  solutions  s'adresseront  toujours 
aui  élèves  ayant  quelque  intelligence,  quelque spontanéi Le, 
car,  un  moyen  certain  de  rendre  lesdiscipli's  stupides  est  de 
les  supposer  tels ,  et  de  vouloir  leur  épargner  tout  besoin  de 
méditation. 
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Des  sï^iièinei!  sf  mu  lia  tués  de  dpseriptlon  de  rellifiKc  pir1«  poMil  d*«in« 

iJroii*î  é»  tougueur  l'onstanle  inscrite  dan»  un  angifl  (lie.  *  .  *  .  S9i 
Trotivcr  le  raifoii  d'un  cjUndre  droit.     .     .....,«.,.  6St 

BlIXELAri  (  de  SamL-»aurtce),  étève  de  llnsUtution  MassIu. 

Remarque  mr  les  cDurbes  algébriquei  rtipportées  à  leur  ecnire  comme 
origine  ou  à  uo  aie  de  symétrie  Gonitue  ate  des  abàcii^se».    .     .     .  ta 

BiNDER  (Jules),  éléire  en  spéciales. 

DiMJt  coniques  passent  par  troi»  point«»,  uonverle  lien  du  quiUiéme 
point  d' internée  lion  quand  leurs  aies  pritictpaut  «^oul  donnét  de 
direction.  [  Problème  potUi  par  erreur  au  tmm  de  M.  Meuiion  ].   .    né 
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Premier  prix  de  malbémaUquea  élémentairei  tu  graud  cjoaeuurs  de 
rann^  iS*5.     .    .    »    * it» 

CATALAN  (  E),  répétiteur  à  l'école  polytechnique  ,  agrège  derUDÎveniie* 

.     Inscrire  dan»  un  iriani^le  donné  Ifois  cercles  Uogenl»  enlre  oui  et 
aui  eûtes  du  irianKle. .    m 

CLAUSEN  (ThJ,  de  Municli, 

Détermination  des  axes  principauï  de  rotation  â'nn  eorps>     .     .    .    .    li 
Deteruiinanon  de  Ea  fraetioci  eoniinue  périodique  à  un  terme,  en 

Fo notion  du  nombre  des  fractions.    . Mi 

Helation  entre  le»  »iï  angiei  dièdres  d'ui»  tétraèdre 171 

COtJUTOtS,   profetseur  de  ma ihéma tiques  spéciales  an  collège  royal  de 
Grenoble» 

Calcul  de  Taire  aiijmptotique  dans  l'hyperbole  ordinaire.    .     .    >    .  ni 

CROSSDN  (A.j,  proFosseur  au  collège  de  Itourgcs. 

(Jn  angle  constant  étant  circonscrit  A  unt!  courbe  pUne,  ta  tangente 
au  lif^u  de  ce  »omniei,  menée  par  ce  iKinim^et»  est  aujisi  tangente  au 
cercle  qui  pa»^  {»tr  ce  g>omiiiet  et  les  deui  points  de  contact  cor- 
respondants.  --...-  r/T 

Kappon  de  la  circonférence  au  diamètre  et  calcul  des  radicaut  ao- 
perposea m 

Division  abrégée, *.......  944 

D'ALEMBERT  (Mayer).  Voir  ce  qui  suit 

DfiLACOUR  etlblayer  D'ALEMBERT,  anciens  élèves  de  Téco  te  pol]f  tectonique. 

Note  sur  les  plans  tangents  aui  surfaces  du  second  degré.    .    .     .    .en 

liOnMOY  (Henri),  élève  en  spéciales  {admii^  A  f école  navale). 

Loi  de  la  dilTérence  de  deui  réduite»  de  rang  queUonque,  dar»  le» 
fractions  continues,    .     .         ,    ,    .    , ut 

Trouver,  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas  «  fa  distance  des  centres 
de  deut  sphères  niasi^ives. tU 

Démontrer  géométriquement  que;  dan^  une  !»uiie  de  n  lerme^  en  pro- 
gression arithmétique ,  1^  moitié  de  n  lais  le  dernier  lenue  est  lou- 
lours  comprise  entre  la  somme  de  tous  les  termél,  et  cette  Aomffle 
diminuée  du  dernier  terme. 141 
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Si  dans  un  point  A  on  mène  à  une  droite  la  perpendiculaire  AB  ei  lei 
obliqoea  AC,  AD,  AB,  si  ces  droites  croissent  d'une  même  longueur, 
les  disunces  BC,  CD,  DE  Iront  en  diminuanU 479 

En  appelant  points  conjugués  d'une  ellipse  lea  eitrémités  de  deux 
diamètres  conjugués  :  i*  la  somme  des  carrés  des  normales'  par 
rapport  au  même  axe  de  deux  points  conjugués  est  constante;  V*  la 
somme  des  carrés  des  quatre  rayons  vecteurs  est  constante;  80  si  a 
est  le  demi  grand  axe,  e  rexcentricite.  r,  r*  les  rayons  Teeteurs 
conjugués,  on  a  (a-r)«+ (a— r')«—c« 633 

DROT,  professeur  au  collège  de  Poitiers. 

Suite  d'une  note  sur  les  chiffres  qui  peuvent  terminer  les  puissances 

quelconques  des  nombres 35 

Problème  sur  les  arrangemento 97 

Soient  M  un  point  pris  sur  une  courbe  plane,  N  un  point  de  la  tan- 
gente en  M,  par  N  menons  une  sécante  sous  un  an^e  donné  ; 
soit  P  un  des  points  d'interseetlon  avec  la  eourbe,  prenons  sur  la 

sécante  un  point  Q  sur  le  prolongement  de  NP  tel  que  NQ—  fEL , 

trouver  le  lien  du  point  Q,  N  se  mouvant  sur  la  tangente,  et  déter- 
miner le  point  Q  quand  N  se  confond  avec  M 2S6 

Question  du  concours  d'admission  A  l'école  normale,  année  I84S.    .  358 
Résolution   d'une   classe  particulière   d'équations  A  plusieurs  in- 
connues  389 

DR0UET8  (G.)>  élève  du  collège  royal  miliuire  de  la  Flècbe  (admis  A  l'école 
polytechnique). 

D'un  point  m  de  la  circonférence  d'une  ellipse,  on  mène  deux  cordes 
mV*Q,  mFP  passant  par  les  foyers;  démontrer  que  la  somme 

>P  ■*"  F'Q 

estconsunte ei 

Problèmes  sur  l'ellipse,  le  triangle  et  le  tétraèdre,  proposés  par 
M.  Brassine 193 

Une  droite  interceptée  entre  deux  faces  d'un  polyèdre  donné  est  divi- 
sée en  plusieurs  segments.  Sur  chaque  segment  on  construit  un  po- 
lyèdre donné;  le  segment  étant  homologue  A  la  droite  interceptée, 
l'aire  du  polyèdre  donné  est  égale  au  carré  de  la  somme  des  racines 
carrées  des  aires  des  polyèdres  segmentaires;  le  volume  du  polyè- 
dre donné  est  égal  au  cube  de  la  somme  des  racines  cubiques  des 
polyèdres  segmentaires.  • 259 

Soient  a,  ( ,  e  les  trois  c^tésd'un  triangle  rectangle  et  m  un  nombre 
entier  ou  fractionnaire  positif  supérieur  A  2,  démontrer  que 
a"»>6«»+c*» 418,  479 

Étant  donnés  deux  cercles  et  un  point,  mener  deux  tangentes  paral- 
lèles telles  que  le  rapport  des  distances  du  point  aux  deux  tangen- 

m 
tes  soit  — 548 

A 

Soit  un  arc  continu  sans  points  singuliers  et  sa  corde,  si  l'on  Joint  le 
point  de  l'axe  où  la  tangente  est  parallèle  A  la  corde  aux  deux  ex- 
trémités de  la  corde,  on  forme  un  triangle  dont  l'aire  est  plus 
grande  que  la  moitié  de  l'aire  du  segment 547 
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FINCK  ,  ilof  itMir  es  scjences,  prores^eur  à  l'école  d'artillerie  et  au  collège 
de  Sirasbourg,  f*li?. 

Note  lur  U  division  elle»  eilracLioni  de  racines  «brégée^.    .    .  250,  S9« 
GENTIL,  chef  d'inslilulion. 

Thifort^me  cl  EuLer  sur  les  Irois  pointa  «Je  renconirt?  dan;»  le  triangle 
rcctiligne  ...-.....*..,..-..     .     ,     .    î» 

GUPPLëT  (Gualavei,  él^v^  de  rinslitution  ParbeL 

Dans  ufi  Iriangle  lioiil  la  base  est  donni'ê  de  grandeur  et  de  postlion, 
et  doni  ta  rlifTerence  ûtû  deux  autres  eûtes  divisée  par  la  médiane 
tast  Y  '2,  le  sommet  mobile  décrit  une  Jemniscaite  de  Bernoulli,  qui 
est  aussi  une  r^ssinoïde .  îSl 
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trtJÏ,  caiiitûine  d'artillerie. 
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Lettre  relative  à  son  traité  d'arithmétique.    .,..,.... 


HENNE  (HO.  d^  Douai. 

Problème  proposé  au  concoitrâ  dVcute  normale^  année  1143.     . 


^ 


HLTET  ,  liGencié  es  sciences  mathématiques,  et  professeurde  malbémaliquéi 
au  collège  de  Toulon. 

Noie  relative  â  riniégratioti  d'une  éifu^tion  dtlTi^rentielle ta 

Eipression  des  côtés  d'un  triangle  et  de  hft  surface  en  loneiîon  des 

trois  bauleurs.    . ^as 

Note  sur  les  annuités .    «    . *    .  Sis 

40HN  (C).  élève  iMatseiMe. 

Théorémest^ur  les  angles  des  polygones  plans  ponveies  et  def  pol}- 
l^oiiés  splicriqucs  conveies* «74 

JUBÉ  (Eugène; ,  proFessenr  de  matbématiquea spéciales  ao  collège rofal  de 
iiaïnl-Orner* 

Rapport  de  là  circonférence  au  diamètre,  niétbode  des  iaopérimèlref.    ii 
Théorèmes  sur  les  &urraces  et  les  euurbeii  algébriques.    .....  34<l 

LAFITTE  (P.), élève  interne  du  collège  Henri  IV,  mathématiques  étèraen- 
lalres. 

Théorème  sur  les  fractions  périodiques .    .  5»t 

LE6ESGUE,  proteKsek»r  à.  U  (iiculté  de  Bordeaux. 

Sur  l'inscription  des  polygones  réguliers  de  a  et  de  tT  côtés,    .    .  6sl 

LÉGEB ,  ancien  chef  d'institMlion  à  Montmorency. 

foie  posiHunie  fur  la  méthode  di-^  i!(.opérîmi!'tres. ,301 


i 
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L10NNET  (E.),  professeur  au  collège  royal  de  Loui»-le-Grand. 

Élanl  donnés  n  points ,  situés  dans  un  plan  ,  décrire  le  plus  petit 
cercle  qui  tcontienne  ces  n  points 440 

MARRE  (Aristide). 

Somme  de  toutes  les  permutations  différentes  d'un  nombre  donné  ; 

question  du  LilaTati S7 

Lettre  relative  à  un  auteur  arabe 224 

KHELA9AT  AL   HISAB 203 

Du  binôme  de  Newton  antérieurement  à  Newton .488 
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Considérant  comme  coordonnées  rectangulaires  d'un  point,  les  rayons  de 
courbure  des  extrémités  des  diamètres  conjugués  d'une  même  ellipse,  le 
lien  du  point  est  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  inscrite 
dans  un  angle  droit;  par  M.  flenri  D'André 309 

Expression  des  cêtés  d'un  triangle  et  de  sa  surface  en  fonction  des  trois 
hauteurs;    par  M.  Huet. 335 

ReoEiarque  sur  les  courbes  algébriques  rapportées  à  leur  centre  comme 
origine,  ou  A  un  axe  de  symétrie  comme  axe  des  abscisses  ;  par  M.  Bille- 
laut  (de  Saint-Maurice) '^2» 


i 
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Le  lieu  Uëiipoiiils  qui  otii  paur  absciii»^»  les  trntût*  Uimni^a  djnt  un  cere1« 
ei  |*ouir«rd^nnéii?s  k's  cartlei  correspond  au  tes  de  la  maiii^  de  l'arc,  esi 

PUiits  iGtiiiliieale  de  fiertioulti  [It^  t%tst  ROhl  reclangiil Aires)  [  pit  M.  Henri 
dUndfé.     ,.,..,.-...,........... 

Théorème  »uf  k^!i  iiitt!r»eelioiit  de  cercle  ;  (i^r  M.  Ouslaru  Gunièt.     .     .    . 

Ënvebfipe  d'iinc  pcrpundiRulaire  men^p  d  un  dUtnélre  de  retlipse  jrar 
^  reitrémilé  de  ce  diam<^lr*s  (d'tpr^s  M*  Talibé  rorlûlinn  ;  |>*r  M*  O.  Ter- 
p-  ffuem»   »    f     ^    «     +     <.,.<,»«     '^     r     ....     t    *     .     *     *     *    $ti 

^SolutioD  du  métui^  prisl>î*Hiit?  ^^r  M  Aynard.    .*..**»*».    s« 
Soiio  de  cpile  niêrtn  -lu  ,,  ,.  ....,...,.,*..*    SSi 

IÎJn«  eUip^e  et  une  lop'^'>l>'^^'>^  ^ni  tn^ine*  aie«  ;  on  méno  yae  tangrenie  en 
I    uti  point  qui!lcoiii[ue  de  rbjperhole  :ptiiK  par  jespoini»  de  rcnconire  de     ^i 
1    ûelle  yiiifçGEiiii  avee  t'elUpae,  on  mène  deui  luDgenles  à  )>1ltpf;i!i^  (|ui  na      ^| 
reneoDirent  en  uti  pgitiL  M  dont  on  demande  le  Ueu  ;  p^r  H,  Gu»iave  d^fi     ^M 
[    BfttlIenL  |H 

Calcul  de  rflire  a*]fmpt<>iiqui^  danK  i'tiypi^rbolc  ordinaire  ;  par  M.  ODurUtii*    IwH 

Noie  sur  le*  aires  des  coniques  ;  par  M,  0*  Tt'fijui'tu.     .*...,..    MJ^ 

I  Tliea  rie  anal  jfiiqu  ode  la  uiéUiode  ptsrspectivL'  trt  appLifûlien  â  la  pefsp«e(ive      jfl 

k    ctr^ulatre  dea  c«t]ii|ue$;  par  M.  O.  TerifUéoi^  ,« ^    -    ^H 

Hur  tea  méibndes  mélaint^rphiques    (de  trantifbnualianl,  et  ihèorle   de^     ^B 
■    polDUoorre»pondanis;  par  M.  O.  Terquem.    ..........    ifi 

bnabple  du  c:ercle  H  de  rhjperbele  équdai^re  ;  par  M.  Abei  Tranacia     .    .    SIS 
■Hea  a^fitéoifia  simultanés  de  desrripOon  de  TellipStf  par  le  poitit  d'une 
W    droite  de  loDgueiair  It^e  contitJimiiient  intente  dans  le  m^liiie  angle;  par 

M.  Breton  (de  Champ) 59i 

Relations  d'identité  et  équations  fondamentales  relatif  «s  aux  lignes  dtt  se- 
cond degré  (suite  des  articles  1. 1,  p.  489;  t.  II,  p.  26,  106, 3oo,  425,  S32  ; 

t.  II.  p.  416,  510;  t.  IV,  p.  14,  526);  par  M.  0.  Térquem 0lt 

Théorème  d'Apollonius;  par  M.  Jules  Vieille <tf 

▼H.  Oèomètrle  analytMiae  à  trois  dtmmiaàoiia. 

Détermination  des  axes  principaux  de  rotation  d'un  corps;  par  M.  Th.  (San- 

sen 81 

Note  sur  les  surfaces  et  les  courbes  algébriques  ;  par  M.  Eugène  Ju^.    .    840 
Discussion  de  la  surface  du  trobiéme  degré  donné  par  l'équation 
xyt  4.  Bdcy  +Ca?«  +Dy  +  Ear  +F  —  0, 

par  M.  O.Terquem 870 

Note  surla  distance  d'an  point  à  une  droite  dans  l'espace  ;  par  M.  Aynard.  4oi 
Note  sur  les  plans  tangents  aux  surfaces  du  second  degré  ;  par  MM.  De- 

lacour  et  Mayer  d'Alambert ;    .    .  611 

QUESTIONS  D'EXAMEN. 
X.  Gèomèlrîe  èlèmentsùre. 

Soient  dans  un  même  plan  deux  cercles  qui  ne  se  coupent  point  ;  0.  & 
leurs  centres,  AB  et  A'F  leurs  diamètres,  qui  tombent  tous  deux  sur  la 
droite  qui  passe  par  les  deux  centres  : 

10  On  demande  de  prou? er  qu'il  existe  sur  cette  droite,  deux  points  G  et 
D  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  au  centre  de  chaque  cercle  W 
égal  au  carré  du  rayon  de  ce  cercle  ;  c'est-à-dire  tels  que 

oC  +  oD  — ôÂ'  et  &C  +  o'D  — 7F\ 
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Pag. 
?o  Soient  comme  dans  la  figure,  le  cas  où  Tun  des  cercles  (o)  tombe  en 
dedans  de  Taotre  (o*);  on  peut  d'un  point  P  pris  sur  le  diamètre  AB  du 
cercle  intérieur  élever,  à  ce  diamètre,  une  perpendiculaire  qui  rencontre 
les  deui  cercles  en  m  et  m'.  Or,  si  l'on  considère  les  distances  de  ces 
poinu  àl'un  ou  à  l'autre  des  deux  points  C,  D  ci-dessus  déterminés,  et 
par  exemple  au  point  C;  on  demande  de  prouver  que  le  rapport  de  ces 
distances  est  constant,  quelle  que  soit  la  position  du  point  P,  et  que  le 
carré  de  ce  rapport  est  égal  au  rapport  des  distances  du  point  G  aux 

"Cm*      Co 
centres  des  deux  cercles ,   c'est-à-dire  que  —  — .  (Grand  con- 

Cm'*       Co' 

COUTS,  mathématiques  élémentaires,  année  184S),  solution  de  M.  Bonnel. 

(Premier  prix.) 169 

XI.  Algèbre  élémentaire. 

Un  nombre  peul-il  être  à  la  fois  un  carré  et  un  cube  parfaits  sans  être  une 

sixième  puissance. 
Trouver  un  nombre  entier  qui,  substitué  à  la  place  de  x  rend  à  la  fois  les 

deux  fractions  — r —  et  — —  par  M.  0.  Terquem 44S 

HZ.  Oéométrie  «nalytîqae  à  denz  dûneiiaîoas. 

D'un  pointmde  la  eirconférenee  d'une  ellipse  on  mène  deux  cordes  m  PQ, 

mF      mP 
m  FP  passant  par  les  foyers  ;  démontrer  que  la  somme  pp  "^  pô  *'' 

constante;  par  M.  C  Droaeis 65 

Gonstniction  de  la  courbe  dont  l'équation  polaire  est  c  —  t^";  P*r 

M.  Midy 3i4 

Étant  donnés  un  cercle  O  et  une  droite  PP  perpendiculaire  au  diamètre 
OH,  trouver  un  point  K  tel  qu'en  menant  par  ce  point  une  sécante 
quelconque  MKBl'  et  qu'en  abaissant  des  points  M  et  M%  où  elle  ren- 
contre la  circonférence,  des  perpendiculaires  MP,  M'P  sur  la  droite  PP, 

on  ait  la  relation  jrrr  +  j^, 5;—  constante  K  (Question  du  concours  d'ad- 
mission à  l'école  Normale  en  1845  );  par  M.  Drot 358 

Deux  courbes  du  second  degré  étant  tangentes  l'une  à  l'autre  en  'deux 
points,  démontrer  analyliquement  que  si  d'un  point  quelconque  de  la 
droite  qui  Joint  les  deux  points,  ou  mène  les  quatre  tangentes  à  ces 
courbes,  les  points  de  contact  sunt  en  ligne  droite  (Question  de  con- 
cours d'admission  à  l'école  Normale  en  1843);  par  M.  Henné 405 

Condition  pour  que  les  deux  tangentes  issues  d'un  même  point  à  une  para- 
bole soient  égales;  par  If.  0.  Terquem 447 

Discussion  et  propriétés  de  la  strophoYde;  par  M.  Moniucci 470 

Et  par  erreur  attribuée  à  M.  Georges  Riit.  (Voir) 557 

Lieu  des  poinU  tels  que  leurs  polaires  relatives  à  trois  cercles  donnés 
concourent  en  un  même  point  (  Composition  écrite,  i846  )  ;  par  M.  Men- 
tion  521 
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BUieTlONS  DÉS  OUESTIO!«S  PROPOSÉES, 
t.  JI1|;èliire  élèiii#iit«iri!i 


l*êi 


t'eipofipt  éù  bfniïctié  de  Newton  étim  de  H  Corme  aP— i  où  a  es!  bîi 
rtombre  pr^rnii^r  ei  p  un  nofnbre  t^niti^r  poaUif  i{iici«'OCiC|ue,  aucuis  co«F- 
flcfenl  du  binâmc  ii'e$t  dif  JMbl«  par  a  ;  et  $t  rdipuiant  ésl  o*  Iod«  le* 
Pûoflicteni*,  les  t\cu\  D\trfrai<?s  eicrplés*  *onl  dirî^iMi?i  par  aJî  |  TtiéïH 
rèiiiesS^Ll,  p*  SSili  par  M.  tïenfitî'Andfc»     ,....*,,.    lai 

Euini  donnée»  une  pm^^reâsinn  arittimi''iic]u<f  de  n  termei,  îù  maïiiè  de  m 
ioli  le  dernier  ternie  es i  toujours  lomprUe  enlro  la  fiommo  de  tnui  l«s 
t«rmes,  et  eetu*  somme  diminuée  du  dvrtmt  terme  [Déntottsiritâoit 
géomôlrlque,  prob,  iiS^  I.  V,  p*  107';  pat  M.llwnnoy.  ,    ..*_.,    li» 


n.  CréomètTie  élémentaire. 


Quitre  droiies  dans  un  m<^me  plan  forment  quatre  irUngEi^âi  ûâm  eli 
lti»n$U  eiîjite  un  poîni  de  t-Ënv0nire  des  troiï  hauteurs;  d^moatr«r^M 
cet  qutlre  points  de  rencontre  sont  sur  une  méat$  droite  Li^c^^^  <0i, 
t.  tVf  p,  îio  1  i  p^r  M.  Mention ,    .     .    .     n 

ÉUnt  données  ât\it  sphères  tliei,  lr4>uver  la  dislanoe  des  deni  centres  en 
ne  »e  »ertant  que  de  U  régie  ei  du  coœpai  [Prob,  iû7,  t,  V,  p.  ii2j;  ^f 
It.  Pcrrlnoi.    .........    .,,... .    *lt 

Imre  sol uiîaiï  iJu  mémij  problème;  par  M ^  normosf.    ,,..«.,    m 

Due  droite  interc.eptee  etiire  deux  fsee»  d'un  poljrèdrv  donné  eif  divisée  en 
pluMieura  «cgmonls.  Sur  ehaque  segment  on  conatrull  un  p<ïl]fédre  dt^on^i; 
le  se;ïmoni  éunt  homiïlofruc  à  ta  drniti»  in lerceptée ;  l'aife  dn  poljèclré 
donné  est  égale  aa  carré  de  la  aonime  des  racines  carrées  des  aAree  des 
polyèdres  segmenuires;  le  Tolame  du  polyèdre  donné  est  éga^pôibe 
de  la  somme  des  racines  cubiques  des  polyèdres  segmefttaifvrtPfeii^ 
104,  t.lV,  p.  560};par  M.  Droaeto -   ^** 

Si  on  élève  à  la  même  puissance  positive  les  côtés  d'un  triangle  redaiiiglb, 
la  somoM  des  puissances  des  côtés  est  plus  grande  que  la  poissanoe  de 
l'hypoténuse  lorsque  l'exposant  de  cette  puissance  est  moindre  qae  s»  et 
moins  grande  si  cet  exposant  surpasse  2  [Prob.  ii8,  t.  V,  p.  i67];  par 
M.  Dronets .    .  4i3 

Saite  du  même  article 479 

Etant  dotinés  n  points  A,  B,  G,  D,  situés  comme  on  voudra  dans  un  plan, 
décrire  le  plus  petit  cercle  qui  contienne  ces  n  points  [Prob.  ds,  u  IV, 
p.  260];  parM.  E.  Lioonet. 449 

Si  d'un  point  A  extérieur  à  une  droite  MN  on  mène  à  cette  dh>ite  la  pêrpei- 
dicuUire  AB  et  les  obliques  AG»  AD,  AB,  et  si  ces  droites  croissent  ioe- 
oessivement  d'une  même  quantité,  les  distantes  BG,  GD,  DE  iroiit  éb  di- 
minuant [  Prob.  29,  t.  V,  p.  448  ];  par  M.  Dormoy 4T9 

ZZI.  Géométrie  «nalytiqoe  à  dent  dîmensièné. 

Une  parabole  variab/e  ayant  an  foyer  fixe,  et  touchant constammétit  nhe 
conique  fixe  de  même  foyer,  le  sommet  de  la  parabole  variable,  décrit 
une  conchoïde  ayant  pour  directrice  une  circonférence  sur  laquelle  se 

troQvelepôle[Th.  83,  t.in,p.  83];parM.  Henri  d'André m 

Suite  du  même  article 208 

Un  angle  constant  étant  circonscrit  à  une  courbe  plane  géométrique,  la  tan- 
gente au  lieu  géométrique  de  ce  sommet,  menée  par  ce  sommet,  est  aussi 
tangente  au  cercle  qui  passe  par  ce  sommet  et  les  deux  points  de  contact 
correspondants  [Th.  io3,t.  IV,  p.  560];  par  M.  A.  Cresson r27 
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Solution  du  môme  problème  ipir  MM.  WœstynelVauquelin i47 

Solution  des  problèmes  et  théorèmes  proposés  ptr  M.  Brsssine  sur  le  Iriao- 

gle,  le  tétraèdre .  l'ellipse  et  Tellipsoîde  (t.  IV,  p.  i39) ;  pir  M.  G. DroueU.    I93 
Si  dans  l'angle  de  deux  droites  prises  pour  aies  des  coordonnées ,  on  in- 
scrit une  ligne  polygonale  régulière,  ayant  l'origine  pour  centre,  on  aura 
entre  les  abscisses  à  Torigine  «*,  s^\...xin)  des  cAtés  do  polygone  et  l'or- 
donnée Y  du  premier  sommet,  à  partir  de  l'axe  des  x  la  relation 

«       i       ±  _i_ 

y""?  ■^aF"+-    art"») 

(Prob.  96,  t.  IV.  p.  360);  par  un  anonyme f9tf 

Dans  un  triangle  dont  la  base  est  donnée  de  grandeur  et  de  position ,  et  dont 
la  différence  des  deux  autres  côtés,  divisée  par  la  médiane  intermédiaire 

est  égale  à   t^S,  le  sommet  mobile  décrit  une  lemniscate  de  fiemoulli, 
qui  est  une  cassinoîde  [Prob.  ii4,  t.  V,  p.  i67];  par  M.  Gustave  Gufflet.    3S3 
^oilM  un  point  pris  sur  une  courbe  plane,  et  N  unpoiotsur  la  tangente 
en  M  à  la  courbe;  par  N  menons  une  sécante  sous  un  angle  donné,  et  soit 
P  un  des  points  d'intersection  ;  prenons  sur  la  sécante  un  point  Q  sor  le 

MNf'' 

prolongement  de  NP ,  tel  que  l'on  ait  (jN  —  ^    ,  quel  est  le  lieu  du  point 

NP 
Q,N  se  mouvant  sur  la  tangente,  et  déterminer  la  position  du  point  Q 
quand  N  se  oonfond  avec  M  [Prob.  112 ,  t.  V,  p.  166]  ;  par  M.  Drot.    .         356 

Eunt  données  deux  circonCérences  dans  le  môme  plan ,  A  un  point  sor  la 
première  circonférence,  B  un  point  sur  la  seeende ,  trouver  sur  l'axe  ra- 
dical des  denx  circonférences  un  point  G ,  tel  qu'en  menant  les  sécantes 
CA,  CB,  elles  coupent  les  circonférences  en  deux  points  0,  E,  de  ma- 
nière que  la  droite  DE  soit  à  angle  droit  sur  l'axe  radical  [Prob.  67,  t.  II , 
p.  337]  ;  par  M.  Mention v$o 

La  portion  d'une  normale  comprise  entre  une  conique  et  un  axe  principal 
multipliée  par  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la  uogente  qui 
passe  par  l'extrémité  de  sa  normale,  donne  un  produit  constant  pour  le 
môme  axe  principal 33i 

Si  dans  une  parabole  les  rayons  vecteurs  sont  en  progression  géométrique, 
les  sinus  des  angles  que  forment  les  tangentes  menées  par  les  extrémi- 
tés respeetives  des  rayons  vecteurs  avec  l'axe  sont  aussi  en  progression 
géométrique  [Prob.  122  et  i33 ,  t.  V,  p.  202]  ;  par  M.  Henri  d'André.    .    .    33i 

Soient  les  ^nations  de  deux  ellipses  rapportées  aux  mêmes  axes 
{ax  +  hn)  T  {a'x+  6'y}« — e« 

les  aires  des  ellipses  sont  égales,  et  si  les  axes  sont  recungulaires,  les 
ellipses  sont  égales  [Prob.  125,  t.  y,  p.  8761;  par  M.  Mention 533 

Soit  un  ans  continu  sans  points  singuliers  et  sa  corde,  si  l'on  Joint  le  point 
de  l'axe  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  corde  aux  deux  extrémités  de 
la  corde  ,  on  forme  un  triangle  dont  Taire  est  plus  grande  que  la  moi- 
tié de  l'aire  do  segment  [Prob.  100 ,  t.  IV,  p.  I70]  ;  par  M.  DroueU.    .    .    547 

Étant  donnés  dans  le  môme  plan  deux  cercles  et  un  point  lixe ,  mener 
deui  tangentes  parallèles  et  telles  que  le  rapport  des  distances  du  point 

aux  deux  tangentes;  soit  un  rapport  donné  —,  môme  théorème  sur  deux 

coniques  [Prob.  115,  t.  V,  p.  167];  par  M.  Droueto 548 

O  étant  le  eentre  d'une  ellipse,  OA ,  OB  deux  demi-diamètres  conjugués 
donnés  de  grandeur  et  de  direction ,  construises  le  parallélogramme 
OAGB.  Si  du  centre  0  vous  menés  à  volonté  OA',  qui  rencontre  AG  en  A', 
parle  point  A'  une  parallèle  à  la  diagonale  GO,  qui  rencontre  UA  en  c', 


720 


p*« 
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puis  par  ce  dernier  point  unrparaltéle  à  U  deuxième  diagonale  AB,le 
point  B\  où  elle  macouttù  €M^  est  sur  l«i  ilirection  du  diamèlrc  conjugal 

à  OA' [t'rob.  t3J,  L  V,  p.  35(i|;  par  M,  CtiarlesSouiè . 

Oii  nomme  points  conJtiKui^s  d'un©  ellip&e  les  eilrémUés  de  deux  diamè* 
treK  canjttgués  :  i»  la  âommi»  des  carres  des  normales  par  rapport  au 
mêiiifl  aie  d^  deut  poîoU»  con}U($u^B,  e»l  con«tanle;  2»  la  Bomroe  des 
carrés  des  qualre  rayon»  veeteurs  est  cotis tante;  J"  on  a  (a— r)*+(*i— c')» 
— eS;aest  le  âemï  grand  aie,  e  Texcentriciié,  rt*  les  rayons  recleart 
conloguêstProb.  laJ,  U  V,  p.  55C]:par  M*  H,  Dormoy*  .    *         .    .    .    . 

TV,  GèoEnètrie  analytiqae  à  troîi  dîmeDaioiu 

l  ne  drotiç  de  longueur  conslanie  &e  mouvant  entre  deux  droites  tites 
données  dans  r«spac«,  choiiuv  iiuinL  de  la  droite  mobile  décrit  une  el- 
lipse. Toutes  les  ellip&e^  !>ont  dan»  di's  ptaiis  parallèles  :  leurs  centres 
sont  sur  la  plus  courte  distance  entre  les  droites  tixes;  le  Ueii  des  elfip8«i 
est  une  surrac;e  du  ijaatrièmo  de^ré;  la  droite  mobile  tourne  à  cbaque 
iniftanl.  autour  d'une  droite  de  direction  constante  perpendiculaire  am 
deux  plans  parallèles  déterminé»  par  len  droites  lîies[Prol).  us  i.  ?, 
p. '2(ï2j;  par  MM.  Vamiuelin  et  Wcpslyn.  -    .     , 

U.  VSaihèmâliqtiei  infini  tèftim&lcii. 

^jote  relative'  A  ï  intégration  d'une  équation  diiïerentielk;  par  M.  Uuet«    . 

Intégration  dune  équation  dilTerenUelle;  par  Al.  Turquan 

Note  i»ur  cet  artifle;  par  M.  Jules  Vieille 

Question  d«  mécanique  proposée  au  concours  d'agrégation  «  innée  i84S; 
par  M.  Turquaiii.     .    . SIS 

VI,  Pbyaîqiie. 

Une  droite  AB  de  grandeur  et  de  position  données  dans  un  plan  borisonUl, 
le  point  A  est  considéré  comme  un  élément  de  te  plan*  "î*^  droite  BC  est 
située  dans  le  plan  vertical  qui  passe  par  AB.  En  raisantgti&sersur  BC  une 
lumière  d'intensité  constante  ;  i\  y  a  une  positlDii  M  pour  laquelle  l'éctai- 
rement  produit  en  A  est  le  plus  grand  possible.  Trouver  le  lien  de  ce* 
points  M  quand  BC  prend  totaes  le»  positions  posHibles  autour  du  point  B 
dans  le  plan  vertical;  par  MM.  WfTStyn  ei  V^uqui']  LU *    t44 

Loriiqu'un  corps  pesant  Uottant  est  en  équililire  dans  un  liquide,  la  disiatice 
du  centre  de  t;ra\iti*  du  corps  au  centre  do  gravite  de  la  mas^^e  liquide 
déplacV^e  est  un  maximum  ou  un  miaimum  (  T.  V,  p>  ui  r,  p«r 
M.  Turquan. * ,    227 

Deux  lumières  dont  les  couleurs  sont  coinplémenlaires,  et  dont  les  inten- 
sités sont  a  et  a\  étant  placées  à  des  distances  ijueleonques  h  et  h'  au- 
dessus  d'un  plan,  on  demande  sur  ce  ^ilan  le  lieu  géométrique  apparent 
de  la  lumière  blanche;  par  M.  Miquid. î|S 

VU.   BîMiograplue. 

Projet  d'une  instruction  5ur  les  travaux  t^raphiques;  par  Ili.  O.  Terqoem.    .      i^ 
Observations  sur  le  mode  actuel  d  examen  pour  l'admission  à  l'école  de 
Saint-C^r;  par  un  abonné.     .  ,...........*    ^    Jis 

KHÉLASAT  AL  HlSABou  essence  du  calcul  dellebâUddin  Mobanimed  ben 
al-Ho«ain  al-Aamouli;  traduit  par  M.  Aristide  Marre.    .....     ,    .261 

Mémoire  mathématique  de  M.  R.  Chauvet  sur  les  contacts  des  lignes  et  sur- 
faces du  second  ordre:  par  M,  O.  Terquem.     .     ...*.....    S44 

Éléments  de  géométrie  de  M.  G.  Lionnet;  par  M,  O.Terquem lîT 

Cours  complet  de  [fi^lbéniaiiques  à  rus^ogcde*  candldaLH  aux  école?»  du  pou- 


H 
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▼ernemeni;  parM.  Augaste  Blam;  patM.  O.Terquem. ni 

De  Texamen  des  candidats  à  Técole  polytechnique;  par  un  ancien  élève  de 

cette  école,  par  M.  O.Terquem 407 

Gnomoniqoe  graphique  et  analytique;  par  Bom ,  par  M.  0.  Terquem.  .  .  463 
Partie  géométrique  de  Talgébre  de  Abou  Abdallah  Mohammed  ben  Moussa 

(  al  Khowarezmi);  par  M.  Aristide  Marre 5S7 

ÉlémenU  de  géométrie  et  de  trigonométrie  ;  par  M.  G.  P.  Fournier,  par 

M.  O.Terquem M) 

Kote  sur  le  quadrilatère  inscriptible  dont  toutes  les  parties  sont  ration- 
nelles, d'après  la  méthode  indienne;  par  M.  O.Terquem 636 

Mémoires  des  académies  départementales  ;  par  M.  0.  Terquem 64T 

Notice  sur  la  rhy  thmomacbie,  ou  combat  des  nombres  ;  par  M.  0.  Terquem.  662 

Notice  biographique  de  M.  Léger;  par  M.  O.Terquem.     .     «..'...  30S 

Lettre  relatire  à  un  auteur  arabe;  par  M.  Aristide  Marre '.    .  224 

Réponse  du  capitaine  Guy  à  M.  Finck  sur  la  règle  proposée  par  ce  dernier 

pour  abréger  la  division  approximative 46f 

Note  sur  les  Ubies  de  Callet;  par  M.  O.Terquem S06 

Examen  mathématique  peur  obtenir  le  titre  de  Fellow  (socius)à  TUniver- 

sité  de  Dublin  en  ^1842 SIS 

IZ.  Théorèmes  et  problèmes  à  résoudre. 

107,  108,    109,    110,  111. 112 

Rectification  des  énoncés  de  109  et  iio ii3 

111,112,113,114,115,116,117,118 166 

119,  120,  121,    122,    123 202 

124, 125 S76 

Grand  concours  de  i846,  mathématiques  spéciales  et  mathématiques  élé- 

menuires 447,  448 

126,  127,  128,  129 ^ 448 

130 S12 

tlt,   1S2,  133 S56 

134,  135,  136,  137,  188,  139 672 

•VIXZ.  Annonces. 

Algèbre  de  fioha-Eddin,  traduite  par  M.  Aristide  Marre 112 

Corrections  à  faire  t.  lY,  p.  236 116 

Vraie  théorie  des  quantités  négatives  ;  par  M.  Mourey 168 

Gnomonique  graphique  et  analytique  ;  par  M.  Bom 168 

Cours  complet  de  mathématiques  pures;  par  M.  Auguste  Blum 168 

Éléments  de  géométrie  et  de  trigonométrie;  par  M.  G. -£.  Fournier.  .    .    .  28I 

Cosmos  ;  par  M.  H.  Faye 38i 

Mémoire  de  mathématique  ;  par  M.  Chauvet. 262 

Théorèmes  de  géométrie  ;  par  M.  le  chevalier  Vasse  de  Saint-Ouen.  ...  si  1 

Abaque  ou  compteur  ;  par  M.  Léon  Lalanne 511 

Mémoire  sur  les  tables  graphiques  et  sur  la  géométrie  anamorpbique  ;  par 

M.  Léon  Lalanne 511 

Élémenls  d'algèbre;  par  M.  Finck 511 

Théorie  do  mouvement  elliptique  des  planètes;  par  M.  Tarnier 512 

Notice  d'astronomie  ;  par  M.  A.  Tarnier si2 

Mémoire  sur  la  balistique;  parM.Didion 512 

Kléments  d'arithmétique  ;  par  M.  E.  Lionnet 557 

Traité  d'algèbre;  par  M.  E.  GentU.    .    •    - 672 
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QUESTIONS   NON    RÉSOLUES 
dam  hn  cinq  pnmkn  vùtumeff. 
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31 

84 
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110 
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05 
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97 
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103 
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520 
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531 
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110 
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lie 
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AS 

117 
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96 

131 
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336 
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A54 
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072 

fè* 

139 
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Obtercationt.  Sut  i89  questions,  il  j  eu  a  63  de  rétoluef,  j^iéf  et 
moitié.  NouB  recommandons  aux  analystes  la  question  6f,  l.  H.  p.  3tf 


noms  delà 
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ERRATA. 


TOME  1.  iQunÉnàm$  $tippièm9nt.) 
Paf^e  430.  ligne  8,  en  tocendt nt,  ellips»  UteM  t  eUipie. 

TOME  U.  {Troisième  supplément,) 

Page  319,  ligne  1,  en  descendant,  36  (t.  h  P-  395),  /^««  *  58  (t.  Il, 
p.  48). 

TOME  III.  (Dêustièmê  supplément.) 

Page  549,  ligne  10,  en  descendant,  (x'f y,  «';,  H'sm  :  (x'.  y), 
P»ft  60a,  ligne    8,  en  descendant,  pat&it»  IUsm  t  parfaits. 

TOME  IT.  iPnmiêr  supplément  ) 

Page  38a,  ligne    4,  en  descendaot,  «•«.,  liste  :  ««r'. 
Page  4*^,  ijgne    4,  en  nemonitaBit,  FK,  Usts  s  EK- 
Page  4a5,  ligne  i4t  en  remontant,  âr(l-KJk),  Ussb  t  x{l-\-ûk). 
Page  4a5,  ligne    3,  en  lemoatant,  F«  lis^  :  E. 
Page  $26,  ligne    ^,  ca  descendant,  LXI,  liste  »  LXVI. 
Page  56o,  ligne  1 1 ,  en  remontant ,  après  polyèdre,   lises  i  sem- 
blable an  polyèdre. 
Page  S70,  ligne    8,  en  remontant,  ^  >  9*  Usts  t  h  K,f* 
Page  570,  ligne  10,  en  remontant,  &  <  9,  Hits  :  &>  9. 
Page  570,  ligne  11,  jen  remontaat,  è*  <  a,  iists  t  t!*  <  aa. 
Page  573,  ligne    3,  en  descendant,  696.  listg  :  569. 

TOME  y. 

Page    33,  ligne  7,  en  remontant,  mtttes  après  lapartnthèst  :  =0. 

Page    83,  ligne  6,  en  descendant,  f ,  litttt  («  —  (). 

Page  laa,  ligne  6,  en  remontant,  83,  Iists  t  194. 

Page  i36,  ligne  a,  en  remontant,  insection,  liste  t  intersection. 

Page  i36,  ligne  6,  en  remontant.  Mention,  lise»:  Binder  (Joies). 

Page  i5a,  ligne  5,  en  remontant,  sin  ii0  sin  (m  —  i)  B,  litts  t 
sinm9  (m  —  i)^. 

I  1 

Page  i53,  ligne  4*  «n  descendant,  -->,  liseê  :  j  • 
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Page  164  f  ïîgne  ïa,  Cû  dciMndant,       -   —-,  it/tmies  ;  ^  i. 

Tage  (66,  ligne  is^  en  remoutant,  lll,  lues  s  lU  £if> 

Pa|e  1681  ligne    5,  en  remontant,  Elue,  /ije«  ,'  BJmn. 

Page  195,  ligne  io«  en  remontant,  ntc,  (i^ej  .'  mC^ 

Page  iqSi   ligne  lo^  en  remontant,  Ge^ihes  *  GC> 

Page  iy6t  ligne     6,  en  desi^endânl,  U,  iiseg  :  q, 

I*Bge  ao3t  iifne    G^  en  descendant,  ea,  l/i^f  /  lieu 

Page  aa3,  ligne     7,  en  ri^montanti  (acoïa)'*— *,  //je*  :  (acos^)"-^* 

Page  aa6,  ligne    5,  en  remontant,  Ëerton^  ittts  :  Breton, 

Page  a43f  ligne     5,  en  descendant,  m,  iiie$  /  m  +  k 

Page  a6a,  dernière  ligne,  Guys,  ihes  î  Gtiy. 

Page  269,  ligne  i4i  en  remontant  1  ili  diÊàrent,  Iùmm  .-  eUe  diffî^ 
rente. 

Pige.a^St  ligne  î3,  en  temontiintj  Fun, //jt'^  ,*  lane. 

Page  ag6,  ligne  9,  en  descendant.  Œ^m  m  unique  r  UteM  t  cominti- 
niqaée. 

Pûge  'J99,  ligne    5,  en  ramonfant,  la,  iiit^  i  le. 

Page  399,  ligne  4*  ^^  remontant,  la  pareille,  tUe^  :  cette  né^- 
tion. 

Page  307^  ligne  10,  tu  remontant,  et  plas, /if«x  r  pln^  an. 

Page  339,  ligne    7,  en  remontant,  dans,  effaces. 

Page  364 1  ligne    4*  ^^  descendant,  des,  Usez  »  les. 

Page  377,  ligne     a,  en  descendant,  G,  lises  :  E. 

Page  378,  ligne  i3,  en  remontant,  théorèmes,  ajoutes  :  (liy.  I). 

Page  463,  ligne  8,  en  remontant,  non  les  cas...  d'approximation, 
à  supprimer. 

Page  466,  ligne  8,  en  descendant,  sont  par  conséquent  aussi, 
lisez  :  contiennent  par  conséquent  plas  de  chiffres  qa*il  ne  serait  né- 
cessaire. 

Page  4B7>  ligne    5,  en  descendant,  compétant,  lises  :   compétent. 

Page  49^t  ligne  3,  en  remontant,  homographiqne,  Uses  :  per- 
spective. 

Page  5aa,  ligne    6,  en  remontant,  a(«t  —  «),  lises  :  («  —  *')• 

Page  523,  ligne  i3.  en  descendant,  [y  —  B),  lises  :  {y  —  B)*. 

Page  553,  ligne  i6.  en  descendant,  {a\a\a'\),  lises  :  a',fl",a'",\ 

Page  555,  ligne  14,  en  remontant,  y",  lises  ;  ^-'". 
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